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AVANT-PROPOS.

La Balistique , ou la Science du Mouvement des Pro

jectiles, a été depuis longtemps l'objet des recherches

«les géomètres les plus distingués et des praticiens les

plus habiles. Avant leurs recherches, on avait des idées

très-fausses sur la nature de ce mouvement.

Galilée, en combinant le principe de la composition

des mouvements provenant de différentes causes avec les

lois de l'accélération des graves, démontra que la courbe

décrite par les projectiles serait une parabole sans la

résistance que l'air oppose au mouvement des mobiles.

Newton voulut tenir compte de cette résistance et il

établit qu'elle était proportionnelle au carré de la vitesse

du mobile ; mais il ne donna aucune méthode pour la

détermination effective de la trajectoire.

Jean Bernouilly ramena aux quadratures la solution de

la question, dans l'hypothèse la plus générale sur la loi

de la résistance du milieu.

Euler, en supposant la résistance proportionnelle au

carré de la vitesse du mobile, donna l'expression finie

de la longueur d'un arc de la trajectoire compris entre

deux points où l'inclinaison de la tangente est connue;

en partant de l'inclinaison donnée et en considérant des

arcs d'amplitudes diverses terminés sous des inclinaisons

choisies arbitrairement et présentant des différences de
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plus en plus petites, il en détermina les longueurs; en

les projetant ensuite , comme s'ils étaient des lignes

droites ayant une inclinaison moyenne, il obtint les deux

coordonnées de chacun des points de la trajectoire qui

répondent aux inclinaisons arbitrairement choisies. Il

détermina également la vitesse du mobile en chaque

point et, par son moyen, la durée du trajet parcouru.

Legendre, pour corriger la méthode d'Euler, substitua

aux lignes droites des arcs de cercles osculatcurs ayant

respectivement, aux deux extrémités, les mêmes incli

naisons que dans la trajectoire.

Lambert employa la méthode des développements en

séries ; cette méthode fut suivie ensuite par Borda, Tem-

pelhoff et Français.

Pour éviter les longs calculs que nécessitent ces pro

cédés dans l'application , les géomètres ont cherché à

modifier l'expression de la résistance de l'air de manière

à rendre l'intégration possible. Borda a ouvert cette voie,

il fut suivi par Besout, Legendre et Français.

D'un autre côté, des expériences furent entreprises

pour déterminer la résistance de l'air au mouvement des

corps, par Newton, Robins, Borda, Hutlon, sans qu'on

soit arrivé à la représenter exactement.

Les nombreux travaux que nous signalons prouve

raient, s'il en était besoin, la difficulté de la question

balistique et son importance. C'est en vain, d'ailleurs,

qu'on voudrait essayer de la résoudre par l'expérience

seule. Dans quelques circonstances , comme dans le tir

de plein fouet, il semble qu'on peut se passer de la

connaissance du mouvement des projectiles, et qu'un

petit nombre d'expériences doit suffire pour déterminer

l'angle de projection qui permet de frapper un objet à

une distance donnée; que, de plus, on pourrait y arriver

par quelques tâtonnements lorsqu'on ne connaît qu'im

parfaitement cette distance. Mais on ne saurait se passer

de connaître les vitesses, les durées et les anjrles de
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chute; ils sont indispensables dans un grand nombre

de eas.

On remarquera, d'un autre coté, que les problèmes

de balistique ne sont pas de ceux qu'on peut toujours

résoudre par le seul emploi de tables construites pour

chaque genre de questions. Celles-ci seraient trop multi

pliées , trop étendues , et d'ailleurs certaines d'entre elles

ne pourraient être dressées d'après l'expérience seule;

elles exigeraient des opérations trop multipliées et des

dispositifs trop dispendieux. Les expériences servent es

sentiellement à fournir certaines données, indispensables

dans les applications, et à vérifier l'exactitude des for

mules. '

Cependant, malgré leurs recherches, les géomètres ne

sont pas parvenus à des formules qui puissent représenter

toujours les résultats de l'expérience avec une exacti

tude suffisante. Plusieurs causes y ont contribué : d'une

part, l'expression de la résistance de l'air a été basée en

partie sur des expériences faites dans des circonstances

qui différaient de celles du mouvement des projectiles ;

de l'autre, cette résistance a été inexactement représentée

par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse.

Depuis 1836, des recherches et des expériences nou

velles ont été entreprises pour déterminer et pour ex

primer les lois de la résistance des fluides au mouvement

des corps ; dans le cas particulier des grandes vitesses

des projectiles de l'artillerie, au terme proportionnel au

carré de la vitesse, M. le général Piobert a été amené

à ajouter un terme proportionnel au cube de cette même

vitesse.

Chargé de professer la Balistique à l'École d'application

de l'artillerie et du génie à Metz, j'ai dû m'occuper de la

question dès 4837. J'ai bientôt reconnu que la difficulté

ne résidait pas tant dans la méthode du calcul que dans

l'hypothèse sur la loi de la résistance de l'air. Mais, si

l'hypothèse simple de la résistance proportionnelle au
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earré de la vitesse avait conduit à des solutions inexactes

et dont néanmoins la complication forçait encore à se

contenter d'un certain degré d'approximation, n'élait-il

pas à craindre que l'expression binôme de la résistance

ne conduisit à des formules trop compliquées dans les

applications au tir des projectiles?

Cependant, j'étais parvenu à des formules très-simples

et à réunir, au moyen de tables spéciales, l'exactitude

et la facilité du calcul.

Cela me permit de publier, en 1847, un Traité de

Balistique qui satisfit à un besoin réel ; il fut bientôt

adopté pour l'enseignement dans les écoles militaires.

L'édition ne tarda pas à s'épuiser. Mais avant d'en entre

prendre une autre, j'ai dû faire les nouvelles recherches

que j'ai publiées sous le titre : Lois de la résistance de

l'air sur les projectiles, in-8°, 1857, et qui permettent

d'adopter avec confiance les coefficients de la résistance

de l'air employés. J'ai pu, dès lors, donner de nombreux

exemples numériques, afin de faciliter l'application des

formules aux divers cas de la pratique.

En préparant la première édition de ce traité, j'avais eu

l'intention de donner des règles applicables aux dévia

tions des projectiles et à la probabilité d'atteindre des

buts de formes et de dimensions déterminées; mais, les

nombreux résultats d'observations qu'il eut fallu rappor

ter, eussent étendu l'ouvrage outre mesure. J'ai traité

cette question sous le titre : Calcul des probabilités ap

pliqué au tir des projectiles , in-8°, 1838, et j'ai pu , dès

lors, dans celte nouvelle édition, me borner à un ré

sumé qui suffira aux applications usuelles.

Je vais exposer sommairement la marche que j'ai suivie

dans la deuxième édition de ce traité et qui ne diffère pas

sensiblement de celle que j'ai adoptée dans la première.

Ce traité est divisé en dix sections.

La première section comprend les lois du mouvement

des projectiles dans le vide. Elles sont fort simples dans
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cette hypothèse, et Ton arrive facilement à exprimer les

relations dont on pourrait avoir besoin. Elles s'éloignent

peu de la vérité dans certains cas de la pratique ; tel est

le tir des bombes où les projectiles sont de grand dia-

mètre et de grande densité, et où, en même temps, les

vitesses et les portées sont peu considérables.

La seconde section traite des lois de la résistance de

l'air. On doit distinguer les expériences aux faibles vi

tesses, qui s'exécutent au moyen de certains appareils,

des expériences aux grandes vitesses, qui ne peuvent être

faites qu'au moyen du tir des projectiles avec des bouches

à feu.

Jusqu'à ces derniers temps on ne possédait que les

expériences de Hutton, exécutées sur des projectiles de

petit calibre, lorsque M. le Ministre de la guerre, sur la

demande du Comité de l'artillerie, institua à Metz, en

1833, une Commission chargée de rechercher les lois qui

doivent servir à l'établissement des principes du tir. A la

même époque, l'Académie des sciences faisait le sujet du

grand prix de physique de la question de la résistance

des fluides au mouvement des corps. Le Comité de l'ar

tillerie et l'Académie donnèrent bientôt leur approbation

à un travail présenté en commun par MM. Piobert, Morin

et moi. Les expériences de 1839 et de 1840, faites pour

déterminer la résistance de l'air sur des projectiles de

différents calibres et animés de grandes vitesses, me per

mirent de déterminer avec plus d'exactitude la loi de cette

résistance, et je repris de nouveau ces recherches qui

furent, comme je l'ai dit, publiées en 1857. Ces expé

riences se continuent d'ailleurs encore à Metz, sur les

nouveaux projectiles, par les soins de la Commission des

principes du tir.

La section III comprend les lois du mouvement des

projectiles, sous des angles de projection quelconques

cl avec l'expression binôme de la résistance de l'air. Sous

les grands angles de projection , l'équation différentielle
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de la trajectoire n'est pas inlégrable ; mais on arrive à

l'équation approchée d'un arc d'une certaine amplitude

lorsque, dans celte étendue, on remplace la valeur va

riable du rapport d'un élément à sa projection par sa

valeur moyenne, dans les termes où elle est multipliée

par les coefficients de la résistance; on obtient ainsi,

pour un point quelconque de cet arc et en fonction de

l'abscisse, l'ordonnée, l'inclinaison de la tangente, la

durée du trajet et la vitesse du projectile.

Les expressions de ces quantités sont très-simples; elles

ne diffèrent de celles du mouvement qui avait lieu dans

le vide qu'en ce que certains termes sont multipliés par

une fonction de l'abscisse ; celte fonction a cela de re

marquable qu'elle ne dépend pas de la distance absolue

du but ni des dimensions des projectiles, mais seule-

- ment du rapport de l'abscisse au codifient du premier

terme de la résistance et du rapport de la vitesse au quo

tient des deux coefficients; de cette façon, au moyen

des tables qui ont été calculées avec l'exactitude dési

rable, et qui s'appliquent à tous les projectiles indépen

damment des coefficients de la résistance, les quantités

ei-dessus indiquées peuvent être déterminées avec une

grande facilité.

Le nombre des arcs partiels à considérer n'est jamais

considérable; de plus, dans le tir ordinaire des lourds

projectiles, comme les bombes, sous de grands angles

de projection et aux distances auxquelles ce tir conserve

encore assez d'efficacité, et pour lequel les vitesses sont

faibles, il n'est pas nécessaire de considérer la trajec

toire comme divisée en plusieurs arcs distincts.

Lorsque les projectiles, comme les boulets et les obus,

sont animés d'une grande vitesse, les angles de projec

tion restent très-petits, afin que les portées ne dépassent

pas celles où les déviations ne sont pas trop considé

rables. Alors, l'inclinaison des divers éléments de la tra

jectoire est très-faible, et leur rapport avec leur pro
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jeclion horizontale peut être regardé comme égal à l'unité

dans les termes o& il multiplie les coefficients de la résis

tance de l'air. Les formules, dans ce second cas, se dé

duisent immédiatement de celles du premier et devien

nent très-simples ; on arrive ainsi à la solution des divers

problèmes qui peuvent se présenter dans l'application :

c'est là l'objet de la section IV. On passe d'ailleurs avec

une extrême facilité au cas où l'on suppose la résistance

proportionnelle au simple carré de la vitesse.

Dans la section V se trouvent résumés et ramenés à

des notations communes, qui permettent d'en mieux saisir

l'ensemble, les travaux faits dans l'hypothèse de la résis

tance proportionnelle au carré de la vitesse, par Euler,

Lambert, Borda, Legendre, Français, etc., etc.; j'ai in

diqué les perfectionnements dont plusieurs des méthodes

sont encore susceptibles; quelques-uns de ces travaux

n'ont pas eu d'autre publicité que dans la première

édition de ce traité.

Présentés au Comité de l'artillerie et à l'Académie des

sciences, ces résultats analytiques avaient été accueillis

favorablement*. M. le Ministre de la guerre, sur le rapport

du Comité de l'artillerie du 16 novembre 1845, m'avait

engagé à les publier le plus tôt possible dans l'intérêt de

l'enseignement à l'École d'application et aux Écoles regi-

mcnlaires, et l'Académie des sciences, sur le rapport de

M. Duhamel, le 23 mars 1846, en a voté l'insertion dans

le Recueil des Savants étrangers (tome X).

Encouragé par des suffrages aussi honorables et par

l'utilité , la facilité , l'exactitude que j'en avais retiré dans

de nombreuses applications, je n'ai pas dû hésiter à en

commencer la publication en 1846.

Mais, là ne devait pas se borner un Traité de- Balis

tique; il devait conduire des- théories du mouvement aux

applications pratiques les plus simples.

Le tracé des trajectoires et la solution graphique d'un

grand nombre de problèmes de balistique contenus dans
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la section VI, permettent d'obtenir, par des tracés faciles

et avec une exactitude suffisante, ce que donnent la plu

part des formules des sections 111 et IV ; mais avec l'avan

tage, que l'on a su apprécier, de parler davantage aux

yeux. Ces solutions n'ont d'ailleurs pas de ressemblance

avec les tracés antérieurement exécutés de certaines fonc

tions, et qui sont d'un emploi difficile et embarrassant.

La loi des pénétrations dans les milieux résistants se lie

intimement avec le mouvement des projectiles dans l'air ;

elle fait le sujet de la section Vil. Les formules qu'on en

déduit permettent d'estimer les effets dans les milieux

résistants des projectiles des divers calibres et à diverses

dislances.

La connaissance des vitesses initiales des projectiles

est indispensable dans les applications au tir des bouches

à feu. On a indiqué dans la section VIII les divers moyens

qui ont été employés pour les déterminer, et en parti

culier le pendule balistique ; cet instrument est actuelle

ment en France employé pour des épreuves habituelles,

et il est susceptible d'une grande précision ; j'ai donné à

ce sujet des formules de correction dont de nombreuses

applications ont prouvé l'exactitude et l'utilité; mais de

puis la publication de la première édition, de nouveaux

procédés de mesure au moyen d'appareils électro-balis

tiques, ont donné lieu à des recherches nouvelles et plus

étendues. Les résultats connus, analysés avec soin, n'ont

pas donné lieu à modifier les lois admises.

Il était nécessaire de reconnaître si les formules des

sections III et IV représentaient exactement le mouvement

des projectiles dans l'air : on l'a fait dans la section IX ;

c'est une épreuve qu'ont tentée à plusieurs reprises les

géomètres et les praticiens; mais, ces épreuves n'ont pas

toujours été couronnées de succès , quoiqu'on se donnât

presqu'arbitrairement la vitesse initiale et le coefficient

de la résistance de l'air. Le désaccord tenait en partie à

l'inexactitude de l'expression monôme de la résistance ;
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l'expression binôme que nous avons employée el l'obser

vation que la ligne de projection diffère généralement un

peu de la direction prolongée de l'axe de la bouche à feu,

nous a donné beaucoup plus d'exactitude. Ainsi, pour

les hauteurs moyennes des trajectoires d'un très-grand

nombre de coups , l'accord entre les formules nouvelles

el l'observation a dépassé de beaucoup l'exactitude qu'on

peut demander dans les applications les plus précises. Il en

a été de même en ce qui concerne les balles sphériques.

Cependant, on est conduit à reconnaître que la force

verticale de la pesanteur et la résistance de l'air, qui est

tangente à la trajectoire, ne sont pas les seules forces à

considérer; le mouvement de rotation habituel des pro

jectiles est la cause de nouvelles résistances latérales;

celles-ci font suivre au projectile une trajectoire diffé

rente de celle qu'il suivrait s'il n'était soumis qu'aux deux

premières forces. Une force constante el verticale suffit

pour représenter les hauteurs moyennes des projectiles;

mais, dans le mouvement d'un projectile en particulier,

on reconnaît que la force déviatrice est variable dans la

longueur du trajet, non-seulement en grandeur, mais en

core en direction. Dans la section IX, j'ai recherché quelles

sont les diverses causes de déviations, et j'ai donné le

moyen d'en calculer la grandeur el les effets souvent fort

bizarres.

Dans cette deuxième édition, j'ai donné l'importance

qu'elle comporte à la théorie du mouvement des pro

jectiles oblongs tirés dans des canons rayés et qui sont

par cela même animés d'un mouvement de rotation. Ce

mouvement, dont il était moins utile de s'occuper pré

cédemment, est cause d'une dérivation considérable, tant

dans le plan vertical, que dans le plan horizontal. Je suis

arrivé très-simplement aux formules de ce mouvement.

Des principes sur le pointage des bouches à feu el l'ap

plication à la pratique, le calcul des hausses, les correc

tions à apporter dans certains cas, sont contenus dans la
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section X. Celle-ci comprend aussi des tables qui donnent

la relation des vitesses des projectiles aux poids des

charges de poudre dans les bouches à feu et dans les

armes à feu en usage en France , et les formules qu'on

peut employer pour déterminer approximativement ces

vitesses dans les autres cas.

Cette section comprend encore les moyens de former

les tables de tir, tant pour les boulets sphériques avec

les canons lisses, que pour les boulets oblongs avec les

canons rayés.

Désirant rendre les applications plus faciles, les réduire

pour ainsi dire à un mécanisme de calcul, j'ai donné dans

un résumé les diverses formules dont l'application peut

se présenter. Des renvois permettront de recourir facile

ment au texte quand il en sera besoin, soit pour des ex

plications , soit pour des applications spéciales.

Enfin, je me suis efforcé de réduire la longueur des opé

rations numériques en calculant des tables spéciales. Les

plus importantes et les plus étendues sont celles des fonc

tions par lesquelles les formules du mouvement dans l'air

diffèrent de celles du mouvement dans le vide. Elles sont

assez étendues pour les applications ordinaires, et il n'y

a que quelques cas exceptionnels où l'on sera obligé de

calculer de nouveaux nombres. J'y ai ajouté des tables

auxiliaires qui simplifient beaucoup le plus grand nombre

des problèmes et des extraits des tables des lignes liïgo-

nométriques naturelles d'une étendue convenable. Ces

tables, jointes au résumé, formeraient ensemble un ma

nuel qui suffirait aux applications. C'est ce qui a été fait

pour l'Aide-Mémoirc des officiers d'artillerie, en 1856.

Je présente avec confiance les théories que j'ai ex

posées , parce qu'ayant eu à en faire un grand nombre

d'applications, j'en ai pu reconnaître l'utilité et l'exac

titude.

Aoill 1860.
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en H l'horizontale passant par le point M.

300 4 de la dernière colonne, au lieu de 3,87, lisez 3,37.

331 ' 15, au lieu de Fig. 45, lisez Fig. 44.

361, 10, au lieu de 215, lisez 215*.

362, 1, au lieu de 216, lisez 216*.

375 4 7, 9 du tableau, au iieu de 0,02; —0,73; -2,76, dan

-0,01; -0,74; -2,73.

396, dernière, après l'équation, ajoutez (4).

404, dernière, au lieu de haut en avant, Usez haut en bas.

413 4, oh h'ei* de rotation, Usez translation.

421, 9, après Fig. 52, ajoutez (bis).

424, 25, après Fig. 55, ajoutez (bis).

442, 14, au lieu de V, Jisez u.

446, 6, dans la dernière équation, au lieu de W„ Usez V,.

449' dernière, au lieu de =... et de V=, mettez t=... et V,_.

457, 5, au lieu de à plus forte raison, lisez par conséquent.

463', 23, au lieu de trombes, lisez trompes.
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471, 20, au lieu de inclinaisons, lisez distances.

474, 4, en remontant, au lieu de m, lisez m'.

480, 18, ait lieu de 2sin-^a, lisez 2sin'|a.

510, 2, au lieu de KBP, lisez KBE.

511, 2 et 4, en remontant, au lieu de S... et SM, lisez So et S<,M.

s

531, 6, en remontant, au lieu de e-, lisez ei-

532, 6, en remontant, au lieu de 30» à —30», lisez 0° à —30°.

538, 12, dans "$,(x,\),-au liett de x, lisez X.

x* W

547, 16, dans --,àV substitue: V,.

4c V

585, avant-dernière, colonne 1,85, au lieu de 1,2952, lisez 1,2982.

588, dernière, colonne 0,50, au lieu de 0,9816, lisez 0,9616.

PI. I, Fig. 18, à l'intersection de la trajectoire Mn et de l'horizon

tale OP, mettez B.

PI. II, Fig. 24, à l'extrémité de la verticale DD', au lieu de F,

mettez F'.

PI. IV, Fig. 34, par le point S menez une parallèle à OG jusqu'à

sa rencontre avec OM prolongée et mettez T à cette intersection.

PI. IV, Fig. 35, mettez C symétriquement à C.



TRAITÉ DE BALISTIQUE.

PRÉLIMINAIRES.

\. Définition et objet. La Balistique (ars balistica, du

grec j2otAAai, je lance) est la science du mouvement des

corps pesants dans l'espace, suivant une direction quel

conque. Elle s'applique plus particulièrement aux projec

tiles de l'artillerie lancés en l'air à l'aide de la poudre el

des Louches à feu.

On doit distinguer la science du mouvement accéléré

du projectile, tant qu'il est soumis dans la Louche à feu

à l'action des forces motrices des gaz enflammés de la

poudre, ou la balistique intérieure', de celle du mouve

ment de ce projectile, hors de la bouche à feu, et sou

mis à l'action de la pesanteur et de la résistance de l'air,

ou balistique extérieure; celle-ci, ou la balistique propre

ment dite, a pour objet de déterminer toutes les circons

tances du mouvement des projectiles, et de donner les

moyens d'exécuter avec justesse le tir des différentes

armes et d'en obtenir le plus .d'efficacité possible. Elle

forme une partie importante de l'art de la guerre.

2. Jusqu'au milieu du seizième siècle, l'artillerie fut

' Les lois du mouvement des projectiles dans l'intérieur des bou

ches à feu ont été traitées par M. le général Piobert dans la partie

théorique de son Cours d'artillerie à l'École d'Application de l'Ar

tillerie et du Génie ; lilhograp. à l'École en 1841 et en 1846.

1
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traitée d'une manière empirique; on a cru longtemps que

les boulels se mouvaient en ligne droite et que la trajec

toire décrite par les bombes se composait d'un arc de

cercle et de deux lignes droites. Tartaglia, le premier

qui s'occupa de recherches scientifiques sur cet objet,

démontra qu'aucune partie de la trajectoire n'était une

ligne droite, et que l'angle d'élévation du tir de 45° don

nait la plus grande portée. Torricelli se livra à des expé

riences; Galilée démontra que la trajectoire était une para

bole, mais seulement lorsque la résistance de l'air ne la

modifiait pas.

La loi de la résistance de l'air devint l'objet de beau

coup de recherches. On admit généralement l'hypothèse

de Newton, d'après laquelle celte résistance est propor

tionnelle au carré de la vitesse du projectile, et les plus

grands géomètres s'occupèrent de la recherche des lois

du mouvement des projectiles. Robin?, Hutlon, d'Arcy,

Borda , firent des expériences nombreuses pour déter

miner la loi de cette résistance aux petites et aux grandes

vitesses. Ces expériences ont été reprises dans ces derniers

temps et ont conduit à des résultats importants.

On trouvera dans la section V de ce Traité une analyse

des principaux travaux des géomètres sur celte partie de

la science du mouvement des corps.

On s'occupera d'abord des lois du mouvement dans le

vide, lois très-simples et qui peuvent être appliquées dans

quelques cas de la pratique ; on s'occupera ensuite des

lois du mouvement dans l'air, particulièrement dans le

cas du tir des canons et des obusiers. On donnera, pour

ces divers cas , des applications numériques qui feront

mieux comprendre l'emploi des formules.



SECTION I.

MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE.

3. Utilité des lois du mouvement des projectiles dans le

vide. Quoiqu'on ne puisse s'empêcher de reconnaître que

l'air ait une influence souvent considérable sur le mouve

ment des projectiles, il est utile néanmoins de rechercher

les lois de ce mouvement comme si cette influence n'exis

tait pas; ces lois sont, en effet, une première approxi

mation et une indication utile dans plusieurs cas de la

pratique. La comparaison des résultats des formules du

mouvement dans le vide cl du mouvement dans l'air avec

ceux de l'observation fera voir l'importance de la con

naissance exacte des lois de cette résistance.

4. Exposition de la théorie du mouvement des projec

tiles dans le vide1. Supposons un projectile lancé dans

une direction quelconque, avec une vitesse initiale don

née. Il est d'abord évident que la pesanteur étant la seule

force qui agisse sur le projectile, et la direction de celle-ci

étant verticale, la courbe ou la trajectoire que suivra ce

1 Dans mon Cours élémentaire de Balistique, adopté par M. le

Ministre de la Guerre pour renseignement des élèves de l'Ecole

spéciale militaire de Saint-Gyr, j'ai donné la théorie du mouvement

des projectiles dans le vide et dans l'air d'une manière très-élé

mentaire. (In-4°, 3» édition , 1859.)
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mobile sera tout entière dans le plan vertical de tir : ce

plan contiendra nécessairement la tangente menée à la

trajectoire au point de départ et que l'on nomme ligne

de projection.

Cela posé : soit V la vitesse initiale du projectile;

<p l'angle de projection, au-dessus du plan horizontal

(Fig. 1); g la pesanteur ou la vitesse acquise par un corps

au bout de la première seconde de sa chute dans le vide;

a; et y les coordonnées horizontale et verticale d'un point

quelconque m de la trajectoire ; / le temps écoulé depuis

l'origine du mouvement, et v la vitesse du mobile à cet

instant.

Si l'on nomme h la hauteur à laquelle est due la vitesse

initiale V, dans une chute supposée verticale et dans le

vide, on aura la relation connue V = Qgh qui sera très-

fréquemment employée.

Puisque la pesanteur est la seule force accélératrice

et qu'elle agit verticalement dans le sens opposé aux

ordonnées positives, l'accroissement de la composante

verticale de la vitesse v, relativement au temps, devra

être égale à la pesanleur. Celle composanle élant le

rapport de l'accroissement de l'ordonnée verticale y,

relativement au temps t, lequel est — , et l'accroisse

ment de cette composante relative au temps, devant être

égal à la force accélératrice , qui agit ici dans le sens des

ordonnées négatives, on aura

d'y

La composante horizontale de la force accélératrice

élant nulle, la composante horizontale de la vilesse du

mobile étant — , cl son accroissement , relativement au
dt
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temps , devant aussi être nul , on aura

d'x „

En intégrant ces deux équations et en nommant C et C'

deux constantes, on aura

dx „ du

Ces équations font voir que les mouvements suivant les

axes des x et des y sont indépendants entre eux et ne

sont nullement modifiés l'un par l'autre; le premier, sui

vant l'axe des x, est uniforme, et la vitesse constante est

égale à C ; le second est uniformément relardé et le même

que si le projectile avait été lancé verticalement avec une

vitesse C. On aura la valeur des constantes C et C en

considérant qu'à l'origine du mouvement, ou quand

l = 0, on a

dx ,_ dxi ,T .
—,= Vcos<p et -y-=Vsiniji;

par conséquent on aura pour les équations du mouvement

dx d*i

(1) —=Vcos<p; -j-= — gt + \sm<p.

Intégrant de nouveau et remarquant qu'au commence

ment du mouvement, ou quand t=0, on a a;=0 et j/ = 0,

cl que par suite les constantes sont nulles, on aura

(2) cr = V*cos<p; y=— jgf+ Ytsm<P.

5. Equation de la trajectoire dans le vide. En élimi

nant l entre les deux équations [(1) et (2)] du mouvement,

on aura une relation entre les coordonnées x et y ou

l'équation de la trajectoire; elle sera

a x1 sin V

V = — t-x .
2V'cos'<P cos<p
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En remarquant qu'entre V et A il y a la relation V'^'îgh,

. sin î>

et en remplaçant
cos V

tion de la trajectoire

i sin f i. .

et en remplaçant par lang 9, on aura pour 1 equa-

x*
(3) y = xtangip

4h cos* <p'

6. La trajectoire dans le vide est une parabole dont

Vaxe est vertical. A l'inspection de, cette équation on

reconnaît qu'elle appartient à une parabole. On peut, par

une transformation des coordonnées, la mettre sous la

forme habituelle et reconnaître immédiatement plusieurs

des propriétés de la trajectoire'.

En effet, dans celle équation mise sous la forme

Ahycos't = 4hx sia if cos <p — se", en rendant le deuxième

membre un carré parfait, ce que l'on obtient en ajoutant

— (S/tsinqicos?)', on aura

ih cos'ç (/.'sin' <p — y) =; (2/i sin <p cos <p — &•)".

Faisant ftsin'ç — y = y' et 2/isin<pcostp — x — x',

l'équation de la trajectoire devient

sc" = 47icos*çt/' ;

c'est celle d'une parabole rapportée au sommet comme

origine des coordonnées. Les coordonnées de ce sommet,

par rapport à l'origine primitive, sont 2/isin<pcosc> pour

la distance horizontale, et /tsin*ç pour la hauteur au-

dessus du point de départ. On voit immédiatement :

1° que le sommet correspond au milieu de l'amplitude,

puisque la courbe est symétrique par rapport à la verti

cale du sommet (Fig. 2); 2° que l'élévation du sommet,

ou la hauteur du jet, est moitié de l'ordonnée correspon

dante à la ligne de projection, puisque l'abscisse est moitié

de la sous-tangente ; 3° que la branche ascendante AS et la
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branche descendante SB sont semblables; 4° que l'angle

de chute DBA est égal à l'angle de projection CAB.

On peut résoudre plusieurs questions fondées sur les

propriétés de la trajectoire.

7. Amplitude et hauteur du jet. Soit X l'amplitude du

jet ou la portée horizontale AB égale à 2AII (Fig. 2), et Y

la hauteur HS du jet.

Pour avoir la portée horizontale X, faisons y — 0 dans

l'équation de la trajectoire, elle deviendra

0 = Xtangç47icos,ip— X'.

Cette équation est satisfaite par X = 0, ce qui devait être,

et n'apprend rien; mais après avoir divisé par X et en

remarquant que 2sin?cos? = sin2p, on aura

(4) X = 4/îsinfcosn> = 2Asin2r.

8. La hauteur du jet n'étant autre que la hauteur du

sommet, on aura, d'après ce qu'on vient de voir (6),

Y= fcsin'ip.

On arrive directement au même résultat, en égalant à

zéro la valeur de — tirée de l'équalion de la trajectoire,

ce qui donne

0 = tangv-
2/icos'ip'

d'où

x = 2/isinf cosp.

Celle valeur substituée dans l'équation de la trajectoire

donne pour l'ordonnéeYdu sommet la valeur déjà obtenue

Y = /isin'ip.

Cette équation fait voir que la hauteur du jet croît avec
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l'ongle de projection <p, jusqu'à devenir égale à h, lorsque

le projectile esl lancé verticalement ou que .sin? = 1,

ce qui devait être par la définition même de h. Pour

<p = 45°, angle pour lequel sincp = \A, on a

Y=/isinJ45o = ift,

pour 9 = 30°,

Applications numériques '. 1° Soit un projectile lancé sous

Tangle de 45° avec une vitesse initiale de 4Sm:s. on aura

V=4S=>:S; /i = 117n,44; 9= 45°; tang? = 1; cos?=0. 7071;

sin'ip = cos'q? = 0,500 ; l'équation de la trajectoire deviendra •

a;* a;'

y = x-

4X117,44X0,500 234,88

1 Dans les exemples numériques qu'on donnera dans ce Traité,

on ne s'assujettira ordinairement qu'au degré de précision utile

dans les applications ; cela permettra d'employer dans les calculs

les lignes trigonométriques naturelles avec quatre ou cinq décimales

et d'éviter ainsi l'emploi des logarithmes. A cet effet , on a inséré

dans ce Traité une table (Table 1) des sinus , tangentes et cosinus

naturels.

La pesanteur g varie avec la latitude et avec l'élévation du lieu

au-dessus du niveau de la mer. On en trouvera une table dans la

section VIII. On a adopté dans les applications une valeur moyenne

égale à 9,809.

V1
Pour passer facilement des valeurs de V à celles de h = — et

2?

réciproquement, on fera usage d'une table calculée à cet effet

(Table II).

On prendra pour unités le mètre , le kilogramme et la seconde

sexagésimale ; les vitesses seront comptées en mètres parcourus par

seconde et exprimées par ni : ».

Quelques applications ont été faites à l'aide d'une règle à calcul

de 0m50 de longueur qui donne des résultats suffisamment exacts

dans la plupart des cas , quoique laissant parfois de l'incertitude

sur le dernier chiffre.
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En faisant y = 0, on aura la portée horizontale X = 254m88 ou

235U1. en nombre rond. En prenant d'autres valeurs de x, on dé

terminera les ordonnées des points correspondants. Cette trajec

toire se rapproche beaucoup de celle du globe du mortier éprou

ve! te pour le cas d'une portée de 235m. La hauteur du jet est

Y = 117.44 x 0.5= 58™72.

2* Soit V = 62m:s70 et <p = 45°. on aura fc=200«'4.

tangç = 1 ; et, pour l'équation de la trajectoire

x1 se'
V~ X~ 4x200,4 X 0,5~x~ 4ÔÔJ8'

on aura pour y = 0, la portée horizontale X = 400m8. C'est le

cas qui se rapproche du tir ordinaire des bombes à 400m. La

hauteur du jet est Y= 200-4 x 0.5= 100-2.

3° Soit ç = 12°, V = 140», on aura sin<j> = 0,20791 ;

tang* = 0,21256. cos? = 0,9781, A= 999-; l'équation delà

trajectoire sera

V= 0,21256 x-4999g978i)=0!2l256x-3|l,

X= 812-6. C'est le cas qui se rapproche du tir plongeant des gros

projectiles de l'artillerie. La hauteur du jet est Y= 999 . (0,2079 1 )'

= 43-10.

9. Sous des angles de projection également éloignés de

45°, les portées sont égales. Puisque X = 4/isinçcosai,

on voit immédiatement que si au lieu de ç on prend son

complément, le sinus se changera en cosinus et récipro

quement, et que la valeur de X restera la même; par

conséquent, sous des angles également éloignés de 45°,

comme 30° et 60° par exemple, les portées sont égales

entre elles (Fig. 4).

10. Angle de plus grande portée et valeur de cette por

tée. La valeur de la portée (éq. 4) mise sous la forme

X = 2Asin2<p, sera un maximum pour 2<p = 00° ou pour

<p = 45°, c'est-à-dire pour sin2q> = 1, et celle portée

sera X = 2A ou le double de la hauteur due à la vitesse

■2



10 SECTION I.

initiale. Cette vitesse déduite de la portée sous 45°, vu

que V' = %gh et que par conséquent X = — sera

On arrive directement à l'angle de plus grande portée

en égalant à zéro la valeur de —.

11 . Propriétés de Vangle de plus grande portée. L'angle

de plus grande portée est évidemment celui sous lequel

on obtient une portée donnée avec la plus petite vitesse.

11 procure en outre cet avantage, que de petites variations

dans l'angle de projection, soit en plus soit en moins, ne

produisent pas de diflérences notables dans les portées;

cette propriété a p*our effet d'augmenter la justesse' du tir.

12. Rapports entre les portées, les vitesses initiales et les

angles de projection. Si deux projectiles sont lancés sous

le même angle 9, avec des vitesses différentes V et V, les

portées étant X et X', on aura

ya y"

X=2/isin2p =—sin2? et X' = —sin2?,

9 9

delà,

-— Yl v_v/x
x,—v et V'~yx''

Donc, sous le même angle, les portées sont entre elles

comme les carrés des vitesses, et réciproquement les

vitesses sont entre elles comme les racines carrées des

portées.

Si X" est la portée d'un projectile lancé avec la même

vitesse V que le premier, mais sous un angle 9", on aura

„„ v* • n r, , X sin2?

X"=-- sin2f, et par conséquent, ^7= . n „,

g X" sin2ç"
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c'est-à-dire que les portées des projectiles lancés avec la

même vitesse, sont entre elles comme les sinus du double

des angles de projection.

Si on appelle X, la portée sous l'angle de 45°, on aura

X, = 2h et X"=X,sin2?".

Si <p"= 15° alors sin2?" ou sin30° = {, on en conclut

que la portée sous 15° est moitié de la portée sous 45°.

X"

On a aussi la relation sin2<p" = — , au moyen de

™i

laquelle on déterminera l'angle de projection qui don

nera une portée proposée, lorsqu'on connaîtra la portée

sous 45°.

C'est sur celte relation entre les angles de tir et les

portées qu'ont été calculées les anciennes tables de tir;

au moyen de ces tables, connaissant par une épreuve la por

tée sous un angle donné, on déduisait l'angle qui, pour

la même charge de poudre dans une bouche à feu ou

pour la même vitesse initiale, répondait à la portée pro

posée. Ces tables, auxquelles on aurait pu substituer, de

simples tables de sinus, pouvaient présenter quelque uti

lité, tant qu'il ne s'agissait que de gros projectiles, comme

les bombes, lancées à de moyennes distances; elles étaient

tout à fait inexactes dans les autres cas.

13. Vitesse d'un projectile en un point quelconque de

sa trajectoire. La vitesse v d'un mobile en un point

quelconque de sa trajectoire est la résultante des deux

dx dy

composantes — et — , dont les valeurs sont (art. 4, éq.l)

dx ,. dy .

—= Vcoso et — =— gt + Vsina. On aura donc pardt • dt * T v

suite

t''=(^)'+ (^y=V'(cos'<p + sin'<p)-2Sr(V<sin?--^,
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et comme (art. 4, éq. 2) y = — ^gt* -+- V<sin<p, on aura

»"= V— 2gry ou t> = VVa — 2gry ou enfin v = V2<7(h— »/).

On voit par là, que la vitesse du mobile ne dépend que

de la hauteur y à laquelle il s'est élevé, et que cette

vitesse est égale à celle d'un mobile tombant de la hau

teur /; — y.

Cette vitesse sera au minimum quand la valeur de y

sera au maximum, c'est-à-dire au sommet de la trajec

toire ; or, cette hauteur représentée parY est égale (art. 8)

à /tsinJç>; on aura donc

v = Vv_ ZhgÀn'i = V V\ — sin'? = Vcos*.

Cette valeur n'est autre que la composante horizontale de

la vitesse V; ce qui devait être.

Application. Dans les trois exemples cités plus haut (art. 8),

la vitesse au sommet: 1° pour V = 48m:» et <p = 45°. sera

48.0.7071 = 34m:s94; 2° pour V= 62»:»70 eU= 45°, sera

62.70 x 0,7071 = 44m:»34; 5U pour V = 140»:». Ç = 12°.

sera 140™. 0,9781 = 13G"»:«93.

14. Inclinaison de la trajectoire. L'inclinaison de la

trajectoire ou celle de la tangente à celte courbe en un

point déterminé est donnée par le rapport de l'accroisse

ment de l'ordonnée à celui de l'abscisse ou par la valeur

du

de — tirée de l'équation 3 (art. 5) de cette courbe ; en ap

pelant 8 cet angle, on aura

3!

(5) tangO = tang<? ■

2/icosN

Sur un terrain horizontal la portée ayant pour valeur

(art. 7, éq. 4) X = 4/isin<pcosç, en la substituant àxet
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, sin<p .

en remplaçant par tangç, on aura lang8 = — tang<F>

cos?

c'est-à-dire que l'angle de chute est égal à l'angle de pro

jection, et qu'il a l'ouverture dirigée dans le sens opposé.

15. Durée du mouvement. Déterminer la durée du mou

vement.

La première des équations 2 (art. 4) qui est, x=\7cosç,

donne

t =

Vcos^'

La durée totale du trajet s'obtiendra en mettant pour

x la valeur de la portée totale X (éq. 4); en appelant T

cette durée, on aura

ihsmo Vsin<>

(C) T=-v- =—•

Application. Dans les trois exemples cités plus haut : 1° pour

48 0 7071
V = 48n»:s et ?=45°, on auraT=—— = GS92; 2° pour

4,9045

V = 62">:*70. T==45o, on aura T= (KM; 5°pourV= HUm:!,

,o .r 1 40-". 0,2079 ..__
<p=12°, on aura T=- '.— = î>'93.

4,9045

En substituant àV dans l'équation (6), sa valeur tirée de

2V

l'équation (A) mise sous la forme X = — sin»cos&, on

<J

aura

/Xtang?

C'est la durée du jet sur un terrain horizontal en fonction

de la portée et de l'angle de projection.

Sous l'angle de 45°, tang? = 1, et l'on aura simplement
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en nommant Ti la durée du jet sous cet angle

'-kl-

et par suite , sous un angle quelconque f et pour une

portée donnée, on aura

T=V/T,tang*.

16. La position du but étant donnée, trouver, soit la

vitesse initiale, soit l'angle de projection. Lorsqu'on con

naît la position d'un but, situé au-dessus ou au-dessous

de la batterie, on a à déterminer l'une de ces deux choses

quand l'autre est connue : la vitesse initiale ou l'angle de

projection.

Soit a (Fig. S) la distance horizontale du point à battre,

b sa hauteur au-dessus du plan horizontal passant par le

point de départ, appelons s l'angle d'élévation du but pour

lequel on aura fange = -.

Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les

coordonnées sont a et b, on devra avoir d'après l'équa

tion (3)

b = atangip-

4/tcos*<p

Vitesse initiale. Si l'angle <p est donné et qu'on de

mande la vitesse initiale, on tirera de l'équation précé

dente, en divisant les deux membres par a et en remar-

b

quant que - = tange,

h =
4(tang <p — tang c) cos1 ip

Dans celte relation le dénominateur peut prendre celte
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forme

, /sinp sirm ... . xcosip

4cos'f ( ) = 4(sin?cost — simcosœ) ,
Vcosip cost/ coss

et comme sinpcose — sim cos t> = sin (<p — *), on aura

(7) h= a cost.

4 sin (9 — e) cos?'

«sera positif ou négatif, comme lange, suivant que le but

sera au-dessus ou au-dessous de la bouche à feu.

Application. Soit a = 350m. 6 = 8m, <? = 1 2° ; on a tang<p

= 0.21256. tang€=-^-=0.02286; tang?—tange=0.18970.

et par suite

350
*=4^70lêW = 484m16 ^ V = 97B,:S2-

L'inclinaison de la trajectoire au but (art. 4) est

350
tango = 0,21256-2j481il6(09784), = -0,16762

et 9 = — (9° 30' 4).

17. Si la vitesse initiale est donnée et qu'on de

mande l'angle de projection, en partant de l'équation

b = a tangœ , et en remplaçant par sa
4/icos'<p cos'f r

valeur 1 + tang'ç, on aura

b = otang<f — —(1 + tang'f),

d'où

4h Ahb
(8) tang'f tang* +— + 1 =0,

a a
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équation qui donne pour tang? les deux valeurs

2fc_L_i Ait' ïhb "

(9) Ungç=-±\/---— -1

ou

tang? = 2(„±lA<» -»-?)•

Ainsi il y a deux angles de projection sous lesquels on

peut généralement atteindre le but, lorsque la vitesse ini

tiale est donnée. Ces deux angles se réduiront à un seul

lorsque la quantité sous le radical sera égale à zéro. Si a

ou b étaient trop grands, les valeurs de $ seraient imagi

naires, c'est-à-dire qu'avec la vitesse de projection donnée

il deviendrait impossible d'atteindre le but.

Application. Soit a = 350m. 6 == 8m. V = 140m:s, alors

h = 999 et l'on a

tang<f = J_J999±V/999(999-8)-(-^j =5,70857±5,59704,

d'où tang* = 0,11153 et ? = 6°21'8, ou tang<p= 11.50561

et n> = 85° 3'. La première valeur est la seule qui se rapproche

du tir dans l'air.

18. Relation entre les deux angles sous lesquels, avec

une vitesse initiale donnée, on peut atteindre le but. En

désignant par ?' et par ?" les deux angles cherchés, tangp'

et lang?" devront être les deux racines de l'équation 8

(art. 17), on aura donc

langç' + tangip" = — et tangV. tang?" = —--H,

par conséquent

tay'+tangV' ^ (V+ yo = .

1 — tangr.tangt" b — tangt

a
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par conséquent aussi

tang(V + *"X— tang«)=H,

ce qui signifie que ?' + a"— 6 = 90° ou <t>'— =90° p*.

Celle relation fait voir que les deux lignes de projection

OC, OD(Fig. 5), sous lesquelles un projectile parlant avec

une vitesse déterminée atteint le but B, font des angles

égaux COB et DOH avec la ligne droite 0B qui va au but

et avec la verticale OH, et que par conséquent elles s'écar

tent également de la ligne OF qui divise en deux parties

égales l'angle IIOB formé par ces dernières lignes.

19. Cas où ces deux angles se réduisent à tin seul. Pour

que les deux racines de l'équation 9 se réduisent à une

seule, on devra avoir

ih' ihb ,

_-_-!= 0,

et alors on aura pour la valeur unique représentée par ç,

tang<p, =

a

D'après cette valeur et en observant que - = langé, l'équa

tion précédente devient

tang'ç, — 2tang<f,tange = d,

ou, en complétant le carré du premier membre et obser-

1

vant que 1 -+- lang's = on aura
cos'i

1

tang«i — tange = ,

COSi

laquelle se réduit à

sin^.coss — simcos?,= cos*, ou sin(t, — t) = sin(0O>— ?,),

c'est-à-dire que la ligne de projection est la bissectrice

3
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de l'angle formé par la verticale cl par la ligne droite

dirigée sur le but.

20. Angle de plus grande portée sur un plan incliné.

La direction de celte bissectrice est celle de plus grande

portée sur une droite inclinée dirigée sur le but.

En effet, la portée sur la droite inclinée est représentée

par — et elle sera un maximum en même temps que a.

cos«

Si on prend la différentielle de a par rapport à t dans

l'équal ion (7) entre h et a (art. 16) et qu'on l'égale à zéro,

on aura

cos(9 — e)cos9 — sin(* — s)sin» = 0,

d'où

tang(? — s)tang9 = l ou 9 — s-j-« = 90 ou 9 = ï(90n-|-e),

La ligne de projection qui donne la plus grande portée

est donc la bissectrice de l'angle formé par la verticale et

par la droite qui va au but.

On voit que dans la question du tir sur un but élevé

au-dessus de l'horizon, on arrive à des résultats ana

logues à ceux du tir sur un plan horizontal, cl en faisant

b = 0 ou e = 0, dans ceux-là on retombe sur les pré

cédents.

21. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par deux points donnés.

Soient a et b les distances horizontale et verticale de

l'un des points à la bouche à feu ; a' et b' celles de

l'autre point ; V et 9 la vitesse et l'angle cherchés.

Puisque la trajectoire doit passer par les deux points

dont les coordonnées sont respectivement a et b, et a' et

b', on aura les deux équations (art. 5)

niant' " — t, 7" el ,J' =■ "' 'ang ■ —7; î~ 1
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d'où l'on tire

b a b' a'
tang? =— — et tang» , = ■

a 4/icos'1 a' 4/icos'o'

En divisant ces deux équations membre à membre, on aura

b ,b b' .

tang? a' a —

a a . a a'— = —, , don tango = —■

b' a" fe* a'— a

tang» ;

a

et de là l'angle e; on en déduira cos?. Retranchant ces

deux mêmes équations membre à membre, on aura

6 V _ a' — a

a a' Ah eos' <p

d'où l'on lire

a' — a

4/i cos' <j =

6 _&' '

a a'

et, en observant que 2g/i = V, on aura la valeur de V ;

et, par suite, celle de V,

v = —— i A «' — ~

Application. Le projectile doit raser la crête d'un parapet situé

à 400"1 de distance horizontale et à 8"' au-dessus de la bouche de

la pièce, et doit en outre frapper le terre-plein du rempart à un

point situé 13"' plus loin et à 2"'27i plus bas; on aura a =100'",

b = 8m. a' = l\ù<L. fc' = 5»726. et

8 5 720

4134ÔÔ-400W
tang«= 4t3_400 =0,187C3; <!,=10"37f0, cos* =0,9832,
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et ensuite

v=o-ik/4^--T3z!ô=103ffi:s58-

400 413

La durdc calculée du trajet est < = 4*05.

22. Vitesse initiale et angle de projection d'un projectile

qui doit arriver à un point déterminé sous une inclinaison

donnée avec l'horizontale.

Soient a et b les distances horizontale et verticale d'un

point donné et 9 l'inclinaison de la trajectoire en ce point;

soient V et ? la vitesse initiale et l'angle de projection

cherchés.

La trajectoire devant passer par le point donné, on

devra avoir (art. 5)

«'
b = atang? -

d'où, en faisant - = lang»,

4/icos'9
■•• '

Cl

tang? — tangi =

4/icos'?'

La tangente à la trajectoire devant faire en ce même point

un angle 0 avec l'horizon, on aura (art. 14, cq. 5)

tang,- tango = ~^.

Divisant les deux équations membre à membre, on aura

tang? — tangB

= 2 ; d'où tang» = 2tangc — tangO,
tang?— tange ° '

et de là l'angle <?.

Retranchant ces mêmes équations membre à membre,

on aura

ti

tang« — tangO ;

Ah cos1 f '
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et en remarquant que %/i = V, on aura

cos<j> * 2 tange — tangfl'

Application. Le projectile doit raser la crête d"un parapet situé

à 400m de distance et à 8m au-dessus de la bouche à feu, et, en

outre, arriver sous un angle de 10° avec l'horizon :

On aura a=400m. 6= 8m, langs= 0,0200, tangO— tanglO0

=—0,17653. et parsuite,tanglp=0.04+0,17G53=0,21G33,

et <p=12°12'5. cos<? = 0.9774-, et ensuite

V 4>9045 • n iTw = w*m'-*2-
0,9774 Y ' 0,19633

La durée du trajet calculée est <=4800
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RÉSISTANCE DE L'AIR.

23. Influence de la résistance de l'air sur le mouvement

des projectiles; nécessité d'en tenir compte. La théorie du

mouvement d'un projectile soumis à l'action de la pesan

teur, en négligeant l'effet de la résistance de l'air, est,

d'après ce qu'on vient de voir, d'une grande simplicité,

et la solution des divers problèmes qu'on pourrait propo

ser serait très-facile. Mais, dans la presque totalité des

cas de la pratique, on ne pourrait négliger l'effet de celte

résistance sans commettre des erreurs notables et souvent

très-considérables. Les cas dans lesquels les formules de

la théorie parabolique peuvent être appliquées avec une

exactitude qui suffit à la pratique sont très-limités. Il est

important de reconnaître ces différents cas par la compa

raison des résultats des formules de cette théorie avec les

résultats du tir. Faisons-le en commençant par ceux où

l'influence de la résistance de l'air est la plus grande.

24. On sait, par expérience, que la plus grande portée

de la balle sphérique du fusil d'infanterie à canon lisse,

tirée avec la charge ordinaire de guerre, a lieu sous l'angle

de 25° environ et qu'elle est alors d'environ 1 000 mètres;

or, dans le vide, l'angle de plus grande portée serait

celui de 45°. De plus, avec la vitesse d'environ 480 mètres

par seconde qui correspond à la charge ordinaire de
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guerre des fusils auxquels ces portées se rapportent, la

portée déduite de la formule du mouvement dans le vide

V

X = 2/t sin 2? = — sin 2? (art. 7) serait de 1 7 993 mètres ;

9

c'est-à-dire environ dix-huit fois plus grande que la portée

réelle.

Sous l'angle de 4° à 5°, la portée réelle est de 600 mètres

environ. Sans la résistance de l'air et sous l'angle de 4° \,

elle serait 3 674, ce qui est encore six fois trop grand.

Le tir avec les bouches à feu présente des différences

moins grandes; avec la charge en usage du tiers du poids

du boulet dans les canons lisses de 8 et de 12 de cam- .

pagne, de 16 et de 24 de siège, sous l'angle de 6°, on ob

tient les portées respectives de 1 615 mètres, 1 780 mètres,

1850 mèlrcs et 2015 mètres; or, avec la vitesse initiale

de 485 mètres par seconde que celte charge imprime au

boulet sphérique, la portée dans le vide serait 4986 mètres,

laquelle serait avec la portée réelle respectivement dans le

rapport 3,05; 2,80; 2,69; 2,47.

Cette comparaison fait voir que l'influence de l'air est

d'autant moindre que les projectiles sont plus gros. On

peut donc prévoir que dans le tir des bombes l'influence

de l'air sera encore moindre que dans le tir des boulets.

25. Comparaison des durées observées et des durées cal

culées dans le jet des bombes. Comme on ne connaît pas

à priori la vitesse initiale du projectile, on ne peut pas

calculer directement la portée; mais on peut comparer les

durées observées du trajet et les durées calculées d'après

ces portées.

Le tableau suivant contient les résultats de l'observa

tion et du calcul des durées dans des expériences' sur les

1 Traité d'artillerie, par Scharnhorst. Expériences faites en

Prusse sur des bombes dites de 25^^ (stein) et 50^ (stein), pesant

respectivement 29^ et 54k34.
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portées des bombes de 22 centimètres et de 28 centi

mètres, tirées comparativement sous des angles de 45° et

de 30° avec les mêmes charges de poudre.

Tableau renfermant les portées des bombes sons les angles

de 43° et de 50°, ainsi que les durées des trajets observées

et les durées calculées d'après les portées.

DtsrosATios

<lc>S

projectiles.

POIDS

des

CIMRGES

de poudre

Bombe

de 22<\

Bombe

de 28-\

Kilo».

0,234

0,351

) 0,585

0,904

0,468

0,093

1 ,054

1,405

4,639

PORTÉES

sous les angles de

13".

Mètres.

343

029

•11-46

1792

457

734

1132

1555

1757

30'.

Mètres.

290

561

1011

1090

383

637

980

1355

1516

DURÉES DES TRAJETS

sous 45°

oliscrv. calcul.

Second.

9,8

12,9

16,0

20,8

11

li

17

'20

23

Second

8,4

11,3

15,3

19,1

9,7

12,2

15,2

17,8

18,9

sous :»'

observ. calcul.

Second.

6,8

10,0

12,3

16,9

7,5

10

12

14

15

Second

5,8

8,1

10,9

14,1

6,7

8,7

10,7

12,0

13,4

La comparaison des durées observées des trajets et des

durées calculées comme dans le vide d'après les portées

observées, pour les mêmes angles de projection, pour les

mêmes charges de poudre et par conséquent pour les

mêmes vitesses initiales, fait voir que les premières sont

toujours plus grandes que les secondes. Cet effet est dû

à la résistance de l'air qui relarde le mouvement du mo

bile; en considérant que les différences sont beaucoup

moins considérables que dans la comparaison des portées
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des boulets, on voit que le mouvement des bombes diffère

moins du mouvement parabolique que celui des boulets

et des balles de fusil.

26. Comparaison des portées sous différents angles. Les

formules du mouvement dans le vide s'écartent moins

encore de la vérité, quand on compare entre elles les

portées sous différents angles de projection.

En effet, en calculant au moyen de la formule X" =

X,sin2? (art. 12) les portées sous l'angle de 30°, d'après

les portées moyennes observées sous l'angle de 45° et en

les comparant aux portées moyennes observées sous 30°,

pour les mêmes charges de poudre et par conséquent

pour les mêmes vitesses initiales , on aura les résultats

contenus dans le tableau suivant :

Tableau des portées calculées sans tenir compte de la

résistance de l'air et des portées observées.

des bombes de 28 centimètres :

PORTÉES

des bombes de 22 centimètres :

PORTÉES

sous 45' :

observ.

sous 30 degrés :
sous 43° :

observ.

sous 30 degrés :

observ. calculées diff. observ. calculées dur.

Mètres. Mètres. Mètres. Mètres. Mètres. Mètres. Mètres. Mètres.

457 383 396 +13 343 1 290 298 + 8

1 734 637 037 0 629 501 545 - 16

1132 980 982 + 2 1140 1011 993 - 13

1555 1355 1350 — 5 1792 1690 1552 -138

1757 1510 1522 + 6

On voit que les portées calculées ne diffèrent pas beau

coup des portées réelles. Les différences qui sont dans un

4
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sens et dans l'autre, tiennent en partie à des inégalités

qu'on ne peut éviter dans le tir ; mais les différences sont

considérables pour les très-grandes portées.

L'influence de la résistance de l'air est confirmée par

les résultats ci-après du tir des bombes de 0m226 du poids

de 27k, sous des angles de 43°, 35°, 30° et 25°, à des

charges différentes, et exécutées, en Suède, en 18-45.

POIDS ANGLES PORTÉES DURÉES

de la de

CIURGE. PPOJECTOS observées. calculées. diff. observées. calculées.

1

Degrés. Mètres. Mètres. Mètres. Secondes. Secondes.

I
43 607 607 0 10.8 10,7

0,266
35

30

578

533

572

527

— 6 9,4

8,1

9,1

— 6 7,9

25 460 466 + 6 6,7 6,6

43 755 755 0 12,4 12,0

0,319 ,
35 710 711 + 1 10,3 10,1

30 655 655 0 8,7 8,7

25 585 580 — 5 7,9 7,5

' 43 1088 1088 0 15,1 14,4

0,425 ,
1 35 1014 1025 +11 12,7 12,0

30 917 944 +27 10,4 10,4

25 834 835 + 1 9,0 8,9

j

0,531

43 1251 1251 0 15,2 15,4

35 1212 1178 —34 13,3 13,1
> <

30 1171 1085 +14 11,9 11,7

25 1051 060 + 9 10,5 10,0

Les portées calculées d'après la portée sous 43°, ne dif

fèrent pas beaucoup des portées observées jusqu'à 700m;
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elles sont sensibles aux dislances de 1 000m et assez pro

noncées à 1 200m. Une partie des différences tient à l'in

certitude qui reste sur les portées ou durées moyennes,

quoiqu'elles résultent de 43 à 50 coups pour chaque

angle de projection.

On doit conclure de ces comparaisons que, dans certains

cas, et jusqu'aux distances auxquelles on fait le plus habi

tuellement usage de ces projectiles , on peut calculer les

portées sous un angle donné, d'après les portées sous un

autre angle, en appliquant la théorie du mouvement des

projectiles dans le vide au mouvement réel des bombes ;

on ne commet ainsi que des erreurs peu considérables ;

sous ce rapport, la théorie du mouvement dans le vide est

très-utile. Mais lorsqu'il s'agit du tir des boulets et des

balles ou du tir des bombes à de très-grandes distances,

on commettrait des erreurs, parfois extrêmement graves,

en négligeant l'effet de la résistance de l'air. On va exposer

qu'elles sont les lois de cette résistance.

27. Notions préliminaires sur la résistance des fluides.

La recherche n'es lois de la résistance que les fluides oppo

sent au mouvement des corps solides présente de grandes

difficultés, tant sous le point de vue mathématique que

sous celui des expériences, à cause de la complication du

phénomène. Aussi, malgré les travaux des plus célèbres

géomètres, malgré les nombreuses expériences qui ont

été faites, anciennement et récemment, la question est

loin d'être résolue d'une manière générale, surtout en ce

qui touche la forme des corps ; mais, pour les mobiles

de forme sphérique employés par l'artillerie, la question

est beaucoup plus avancée.

Nous nous occuperons de la question de la résistance

de l'air sous le rapport particulier du mouvement des pro

jectiles dans l'air, en parlant des notions générales néces

saires. Nous renvoyons, pour la question plus générale,
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nu Traité de Mécanique industrielle ' de M. le général Pon-

celet. Ce savant géomètre a réuni dans ce traité les faits

nombreux relatifs à la résistance des fluides au mouve

ment des corps solides; il les a discutes avec un grand

soin et il y a ajouté des considérations physiques fort

importantes. Nous y avons puisé une très-grande partie

des notions que nous allons donner sur la résistance des

fluides au mouvement des solides, et nous avons quelquefois

cité textuellement.

28. Quand un corps se meut dans un milieu indéfini,

sans tourner, avec une vitesse constante, il éprouve de la

part des molécules de ce milieu et dans le sens môme du

mouvement une résistance qui varie suivant la forme, les

dimensions et la vitesse du corps. Celte résistance ne peut

évidemment provenir que du mouvement imprimé en

commun aux molécules du milieu, c'est-à-dire de leur

inertie, et de leurs déplacements relatifs qui mettent en

jeu les forces de cohésion et d'adhérence.

Examinons les circonstances physiques qui accompa

gnent ce phénomène.

Supposons' qu'un corps de forme quelconque, entière

ment plongé dans un fluide indéfini, se meuve uniformé

ment de A vers H (Fig. 6) avec une certaine vitesse, ce

corps poussera devant lui directement ou indirectement

un certain nombre de molécules fluides et les forcera à

se dévier, à s'éloigner de part et d'autre de sa face anté

rieure avec une certaine vitesse qui croîtra avec la vitesse

et les dimensions du corps.

Les molécules ainsi placées sur la roule de ce corps

' Introduction à la Mécanique Industrielle , Physique ou Ex

périmentale, par J. V. Poncelet. Deuxième édition, -1839; pages

522 à 697.

* Idem, page 526.
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suivront elles-mêmes certaines routes distinctes de la

sienne et dans lesquelles elles seront suivies successive

ment par les molécules diluées à la place qu'elles avaient

primitivement occupée, en avant ou sur les côtés du

corps : ces routes forment autant de filets contigus les

uns aux autres et dont la représentation sur la figure 6

donne une idée dans le cas des faibles vitesses.

On voit que les filets qui, à partir d'une petite dislance

de la face antérieure du corps sont d'abord perpendicu

laires à la direction AB de son mouvement, s'infléchissent

ensuite de manière à devenir parallèles à ses faces laté

rales, puis se courbent de nouveau pour se rapprocher

de leur première direction; mais qu'étant parvenus vers

l'arriére de ce corps, ils s'y infléchissent de plus en plus,

deviennent perpendiculaires, puis s'inclinent encore pour

remplir continuellement l'espace vide qui tend à s'y for

mer, d'où résulte, sur la route suivie par le corps, un

courant qui l'accompagne et qu'on nomme le sillage du

corps.

Quand le mouvement est plus rapide, lorsque la vitesse

du corps dépasse 1 ou 2 mètres par seconde, le fluide

vient former en arrière de ce corps (Fig. 7), par suite de

l'excès de force vive qu'il y possède, une série de tourbil

lons qui marchent symétriquement par les parties diamé

tralement opposées du corps, et qui, se succédant les uns

aux autres dans des sens alternatifs et contraires, finissent

bientôt par s'écarter de la route du corps en s'élendant et

se disséminant dans toute la masse fluide.

29. Masse de fluide qui accompagne les corps. Le corps

dans son mouvement déplace ainsi non-seulement le fluide

situé dans l'espace qu'il doit occuper progressivement,

mais son action s'étend latéralement de proche en proche,

et il en résulte un déplacement relatif des molécules, un

changement de densité, et des inégalités dans la distribu
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tion des pressions autour de chaque point. Celte inéga

lité, qui n'a pas lieu dans l'état de repos ou de mouve

ment parallèle et uniforme des fluides, est due à l'inertie

opposée par leurs molécules à tout changement de mou

vement. Le déplacement de ces molécules, l'adhérence et

les frottements des filets fluides entre eux ne peuvent avoir

lieu sans que le corps n'en éprouve une certaine résis

tance, ne perde une partie de sa force vive qui dépend de

la forme et des dimensions de ce corps.

Il en résulte que les molécules du milieu, qui sont con

traintes de cheminer dans le sens perpendiculaire à la di

rection aussi hien que celles qui tourhillonnenl à l'arrière

du corps, sont comme en repos par rapport à ce corps et

forment en quelque sorte partie de sa propre niasse; on

les a désignées par le nom de proue et de poupe fluide.

Le volume de cette proue et poupe fluide peut être très-

considérahle par rapport à celui des corps minces frappés

perpendiculairement à leur plus grande surface; le volume

absolu augmente avec la longueur du corps. Pour des

sphères, Duhuat a trouvé ', soit pour l'air, soit pour l'eau,

que le volume entraîné s'écartait fort peu des 0,6 de celui

des sphères.

Ce phénomène se remarque dans le jet des bombes.

Lorsqu'elles sortent du mortier, on aperçoit à leur partie

postérieure (Fig. 8) une masse de fluide noirâtre de la

forme d'un paraboloïde, dont la longueur est d'au moins

deux ou trois /ois le diamètre de la bombe. Cette masse

persiste pendant un trajet de plus de 30 mètres cl se dis

sipe peu à peu '.

1 Principes d'hydrauliqtie, tome II, sect. I et II.

' J'ai observé maintes fois ce phénomène dans les écoles à feu

d'artillerie, avec les vitesses qui sous 45° donnent des portées de

OOO'ii; d'autres l'ois il n'était pas perceptible.
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D'après ce résultat obtenu pour de grandes vitesses, le

volume de la poupe fluide serait plus considérable que

d'après les observations de Dubuaf, relatives à des vitesses

beaucoup moindres.

Cette masse de fluide qui n'a pas d'influence sur la

résistance du corps dans le mouvement uniforme, en a

lorsque le mouvement est varié, et elle doit être regardée

comme faisant partie de celle du corps. Mais quand il

s'agit de projectiles tels que ceux de l'artillerie, leur den

sité, par rapport à celle de l'air, est assez grande pour

qu'il soit permis de faire abstraction de la masse de la

poupe fluide.

Nous ne nous occuperons pas autrement de l'analyse

des mouvements compliqués des molécules du fluide dans

lequel se meut un projectile, nous nous contenterons de

considérations plus simples' qui nous conduiront immé

diatement aux lois de la résistance de l'air et de l'exposé

des principales expériences que l'on a faites pour mesurer

la résistance de ce fluide au mouvement des projectiles.

30. Considérations théoriques. Considérons le cas d'un

fluitle en repos, dans lequel un corps cbemine parallèle

ment et uniformément. Soit V la vitesse du corps, de

l'espace parcouru pendant le temps infiniment court ([t.

Il parait évident qu'à circonstances égales d'ailleurs, la

somme des molécules déviées ou entraînées, sera d'autant

plus grande que le corps occupera lui-même un plus

grand espace dans le sens perpendiculaire au mouvement,

et qu'en nommant S la projection de ce corps sur un plan

perpendiculaire à la direction du mouvement, la portion

de l'espace qui sera successivement occupée par le corps en

remplacement du fluide déplacé sera proportionnelle à S.

■ Introduction à la Mécanique Industrielle de J. V. Poncelet,

page 540.
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Cet espace croîtra aussi comme l'espace ou le chemin

de décrit dans chacun des instants égaux dt. Et si l'on

nomme Q le volume total, on verra que Q est proportion

nel à Srfe.

D'un autre côté, le corps en cheminant dans le fluide

imprime aux molécules de volume Q une vitesse d'autant

plus grande que la sienne l'est elle-même davantage, con-

séquemmenl la vitesse de ces molécules croit comme V et

leur force vive comme V; nommant / le poids de l'unité

de volume du fluide, le poids du volume Q du fluide sera

Q/; la force vive qui lui est imprimée dans le temps dt

peut donc être regardée, en représentant par g la pesan-

leur, comme proportionnelle a V.

Le corps ayant ainsi communiqué cette force vive au

fluide, celui-ci a nécessairement opposé au mouvement

uniforme du corps une résistance totale p qui, restant la

même pour la longueur infiniment petite de, aura détruit

une quantité de travail fdc proportionnelle à la moitié de

SSV'de , , . SSV'de

, de sorte que tde sera proportionnel a ou,

g 2<7

,, • ssv'

ce qui revient au même, p sera proportionnelle a — -

ou à JSh, en représentant par h la hauteur due à la

vitesse V.

«SV1

On peut admettre que le rapport de p à JSh ou à ——

dans un même fluide ou dans des fluides différents, avec

des vitesses V rigoureusement uniformes quoique dis

tinctes et pour un même corps ou pour des corps sem

blables, est constant. Nommant k ce rapport constant qui,

dans chaque cas, devra être fourni par les données immé

diates de l'expérience et dépendra essentiellement de la

forme du corps et de quelques autres circonstances, on
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aura pour calculer la résistance lorsque le coefficient k

sera connu

V
p =s kàS— ou p = fc5S/i.

On voit par là que la résistance qu'éprouve un corps en

mouvement dans un fluide, est proportionnelle à la den

sité de ce fluide, au carré de la vitesse du corps et à la

projection de celui-ci sur un plan perpendiculaire à la

direction du mouvement, ou autrement proportionnelle

au poids d'un prisme de fluide qui aurait pour base la

projection de ce corps et pour hauteur la hauteur due à

la vitesse du corps.

3t. Cas du mouvement varié. Si la vitesse du corps

n'était pas uniforme, et c'est ce qui a lieu dans le mouve

ment des projectiles, on devrait avoir égard à la masse

du fluide qui accompagne le corps et qui en augmente

l'inertie de manière à accroître la résistance quand le

mouvement s'accélère et à la diminuer quand il vient au

contraire à se ralentir. Si on représente par m' cette masse,

et par d\ la variation de la vitesse V dans le temps in

finiment petit il, la résistance sera diminuée ou augmentée

,<*V . , .,, ,

de m— , suivant que le mouvement sera accélère ou
dt n

retardé.

Outre cette résistance due à la force vive imprimée

aux molécules fluides déplacées, il existe des résistances

telles que la cohésion et les frottements des molécules

fluides entre elles, et que l'on a représentées par un

terme constant ou simplement proportionnel à la vitesse;

comme celte résistance n'aurait pas d'importance relati

vement au mouvement des projectiles de l'artillerie, nous

ne nous en occuperons pas ici.

32. Influence dœ la comprcssibilité du milieu et de la
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variation de la densité. Pour des milieux gazeux, comme

l'air atmosphérique, qui sont réductibles de volume sous

l'influence de la pression , la densité est plus forte en

avant et plus faible en arrière que celle qui correspond

à l'état d'équilibre du fluide. Ce fait peut expliquer

comment, pour de très -grandes vitesses, comme celle

des projectiles de l'artillerie, la résistance croît d'une

manière plus rapide que le carré de la vitesse ; de sorte

que dans l'expression kJS— de la résistance, le coeffi-

2g

cient k ou la densité S du fluide devrait être augmenté

d'une fraction proportionnelle elle-même, soit à la vitesse,

V*

ce qui revient à ajouter à l'expression kJS— un terme

proportionnel au cube de celte même vitesse, soit à une

puissance de la vitesse supérieure à la première.

Nous devons mentionner un phénomène' « qui, dans

» l'opinion de beaucoup d'auteurs, peut se présenter lors

> de ces mouvements très-rapides ; la production d'un

» vide plus ou moins, parfait, en arrière du corps, vide

t> qui se trouverait complètement formé dès l'instant où

» la vitesse du projectile atteindrait ou dépasserait celle

s avec laquelle le fluide ambiant tendrait à s'y précipiter

» et s'y précipiterait en effet sous la seule influence de

» la pression statique, si les filets déviés en avant du

» corps et qui ont acquis une vitesse comparable et

« contraire à la sienne propre , ne venaient combler en

>j partie ce vide, au fur et à mesure de sa formation. »

Il existe d'ailleurs une grande incertitude sur la vitesse

de la rentrée de l'air dans le vide, de sorte que la con

sidération de cet élément dans les lois de la résistance de

1 J. V. Poncelet, ouvrage cité, page 535 et note.
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l'air perd de son importance ici, et qu'il n'y a pas lieu de

s'en occuper davantage.

33. Influence de la forme des corps sur l'intensité

absolue de la résistance de l'air. La formule f = A/S/i

ne s'applique qu'à la résistance exercée par le fluide contre

un même corps ou contre des corps de formes semblables,

mais quand les corps diffèrent soit par ces formes, soit

par la manière dont ils reçoivent l'action de ces fluides,

les résistances ne sont plus comparables et jusqu'à présent

l'expérience seule peut faire connaître avec une exactitude

suffisante les valeurs relatives à chaque forme particulière

du corps.

La forme antérieure du corps plus ou moins aiguë,

plus ou moins bien raccordée avec les faces latérales,

facilitant l'écoulement du fluide, diminue les effets d'une

déviation trop brusque et permet au fluide de reprendre

progressivement une direction parallèle ; cela tend à

empêcher les tourbillons et à diminuer les perles de

force vive. Cependant un allongement trop considérable

de la partie antérieure, en augmentant les frottements

augmenterait la ivsislance plus que l'acuité de celte proue

ne la diminuerait.

La longueur du corps diminue aussi jusqu'à un certain

point la résistance du fluide. La forme de la partie

postérieure du corps ou de la proue, favorisant aussi le

dégagement du fluide à l'instant où il quitte le corps et

empêchant la formation des tourbillons , elle diminue la

résistance, mais elle a moins d'influence que la forme

antérieure.

34. Exposé des expériences concernant la résistance

des fluides, dans le mouvement de rotation. Après les

considérations dans lesquelles nous venons d'entrer sur

la résistance que les fluides opposent au mouvement des

corps, nous allons parler du résultat des expériences faites
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pour déterminer la valeur absolue de celle résistance , la-

quelle est indiquée parcellede k dansla formule p=A/S—

et variera, comme on l'a dit, suivant la forme du corps.

Si par une expérience faite avec un corps de forme

déterminée, animé d'une certaine vitesse, dans un certain

fluide, c'est-à-dire pour lequel S, V et/ sont connus,

on parvient à connaître la résistance p qu'il éprouve ; on

aura évidemment la valeur de k par la relation

SS V

Les. expériences devront en outre indiquer dans quelle

étendue les valeurs de S et de V pourront varier sans

faire changer celle de k, ou de combien devra varier k

avec les diverses valeurs de ces quantités.

Nous établirons une distinction entre les expériences faites

sous de petites vitesses, sur des corps de diverses formes au

moyen de certains appareils, et les expériences aux très-

grandes vitesses, qui n'ont pu être faites qu'au moyen des

projectiles lancés par les bouches à feu de l'artillerie.

Nous commencerons par les expériences relatives au

mouvement circulaire , parce qu'il a été plus facilement

et plus complètement étudié.

35. Appareils employés. Borda a employé pour ses ex

périences' une espèce de volant (Fig. 9) dont l'axe hori

zontal AB porte un petit cylindre G sur lequel s'enroule un

cordon à l'extrémité duquel est suspendu un poids E qui

fait tourner le volant. Une verge mince FGK, taillée en

couteau , forme les deux bras du volant, aux extrémités

desquels étaient adaptées deux surfaces égales F et K ; leur

centre se trouvait à lm20 environ de l'axe de rotation. Le

1 Mémoire de l'Académie des sciences, 1763.
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cordon portail deux marques bien visibles; à l'aide d'un

pendule à demi-seconde , on mesurait à un quart de se

conde près l'intervalle de temps entre le passage des deux

marques, et, comme on connaissait le nombre de tours

auquel correspondait la longueur du cordon comprise

entre elles, on en déduisait la vitesse de rotation , et par

conséquent la vitesse absolue du centre des surfaces mises

en expérience; on s'était assuré qu'à partir du passage de

la première marque au cinquième tour , la vitesse était

devenue et demeurait uniforme. Durant les vingt -deux

tours qui correspondaient à l'intervalle de deux marques,

le poids moteur faisait par conséquent équilibre à la

résistance de l'air, et, d'après le rapport des rayons du

volant et du cylindre, on concluait la résistance qu'é

prouvait chacune des surfaces mises en expérience. En

employant des poids différents, on obtenait les résistances

pour des vitesses différentes.

Pour estimer les résistances inhérentes à l'appareil ,

on le chargeait de poids faibles , en observant la vitesse

que chacun lui imprimait et l'on retranchait du poids

nloleur celui qui imprimait la même vitesse à l'appareil

seul.

36. D'autres expériences avaient été faites antérieure

ment à celles-ci par Robins, avec un appareil de rotation,

que Hullon employa postérieurement, de 4786 à 1788.

Cet appareil" est composé d'un cylindre en cuivre BCDE

(Fig. 10) qui tourne autour d'un axe maintenu vertical

à l'aide d'un châssis solidement fixé et presque sans

frottement. A la partie supérieure est fixé un cône

creux AG ; une longue pièce de bois GH très-mince taillée

en lame d'aviron, part de la base du cône et porte à son

1 Voir pour plus de détails, Nouvelles expériences d'artillerie

de Hutton, deuxième partie, traduction de O. Terquem, page 8i.
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extrémité le corps léger P destiné à recevoir le mouvement .

circulaire dans l«air. Un fil de métal AH fixé d'un côté

au sommet A du cône, de l'autre à l'extrémité II du bras

empêche ce bras de fléchir sous le poids du corps. Le

cylindre est enveloppé' d'un fil de soie très-mince, qui,

après avoir fait plusieurs tours passe sur une poulie L,

et tient suspendu le poids moteur M. Celui-ci descendant

en vertu de la pesanteur fait tourner le cylindre, le bras

et le corps mis en expérience. Le mouvement du corps

s'accélère et la résistance qu'il éprouve de la part de l'air

augmente jusqu'à ce qu'elle fusse équilibre au poids

moteur, alors le mouvement devient uniforme.

Pour opérer, on attendait le moment où la machine

parvenait au mouvement uniforme , ordinairement après

cinq ou six révolutions, on prenait le temps moyen de

plusieurs révolutions; ensuite on détachait le corps P et

on le remplaçait par un morceau de plomb aplati, de

même poids et placé horizontalement; on substituait au

poids M un poids m suffisamment réduit et déterminé par

quelques tâtonnements pour qu'il imprimât au bras la

même vitesse que lorsque celui-ci portait le corps. L'excès

du poids M sur le dernier mesurait la résistance qu'é

prouvait le corps de la part de l'air. Cet excès multiplié

par le rapport du bras GII au rayon du cylindre, donnait

la mesure absolue de la résistance. La vitesse du corps

était déterminée par le rapport entre la circonférence

décrite par le centre du corps et la durée d'une révolu

tion. En faisant varier le poids moteur, le corps restant

le même, on faisait varier la vitesse et l'on obtenait ainsi

une relation entre la résistance et la vitesse. La dislance

du centre du corps à l'axe de rotation était d'environ

1,n36; les vitesses ont varié depuis lm jusqu'à 8m par

seconde.

Des expériences ont été exécutées postérieurement, à
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Bresl, par M. Thibault, officier de marine1, avec un

appareil semblable à celui de Borda. La dislance du corps

à l'axe de rotation était de imSl, les vitesses ont varié

entre 0m5 et I1m par seconde. La manière dont on

mesurait les résistances de l'appareil était analogue à

celle de Hutlon.

37. Résultais des expériences. Examinons les résultats

de ces diverses expériences..

D'après les expériences de Borda faites sur des plans

animés d'une vitesse uniforme, variant de lm à Am par

seconde, le coefficient de k aurait varié * avec l'étendue

de la surface dirigée dans le plan de l'axe de rotation et

du rayon du volant, et, en exprimant la superficie en

mètres carrés

pour S = Ora'021 , S = O'026, S = 0">'059,

l'on aurait ft = 1 ,39, fc = l,49, k = i,Gl.

Ces résultats présentent quelqu'incertitude, parce qu'on

n'a pas tenu compte d'une manière suffisamment exacte,

ni des changements de la densité de l'air à chaque ex

périence, ni des résistances inhérentes à la nature de

l'appareil qui croissaient nécessairement avec l'intensité

des efforts et des vitesses sous lesquels on opérait.

D'après les expériences de Hutton ,

pour. ... S = Om'OH , S = 0n>'021 ,

on aurait & = 1,24, ft = l,43.

Ces nombres sont un peu plus faibles que leurs cor

respondants ci-dessus, parce que dans cette méthode, on

' Recherches expérimentales sur la résistance de l'air, par

L. A. Thibault, lieutenant de vaisseau; Brest, 1820, pages M, 62,

123, etc.

* Introduction à la Mécanique Industrielle, par J. V. Poncelet,

page 574.
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défalque, en l'exagérant un peu, l'influence des résistances

étrangères.

Ces résultats particuliers concernant le mouvement

circulaire et quelques autres, avaient fait croire que la

résistance des surfaces planes croissait en général, dans

un plus grand rapport que leur étendue, mais les expé

riences de M. Thibault ne permettent plus d'admettre ce

principe dans sa généralité.

D'après les expériences faites par cet officier sur des

carrés en carton mince

pour S = Om'026, S = 0">M03,

on aurait /c = 1,525, k = 1,784.

La résistance pour une même surface croissait un peu

plus rapidement que le carré de la vitesse, comme Hullon

l'avait remarqué ; cependant cet accroissement était tout

à fait négligeable pour des vitesses au-dessous de 8m par

seconde, mais il est certain que dans le mouvement cir

culaire la résistance croit dans un plus grand rapport que

l'étendue des surfaces.

Pour mettre cette influence hors de doute, M. Thibault

a fait mouvoir dans des circonstances identiques et sous

l'action d'un même contre-poids, trois plans minces de

0m,10304 de surface chacun : le premier était un carré

et les deux autres des rectangles égaux dont le long côté

double de l'autre fut alternativement dirigé dans le sens

du rayon du volant et dans le sens perpendiculaire , de

manière que les centres se trouvassent pour les trois cas

situés à la même distance lm37 de l'axe de rotation.

11 a ainsi obtenu

pour le rectangle, le côté 0m454 dans le sens du rayon, k = i ,900,

pour le carré de 0m321 de côté k = 1,784.

pour le rectangle, le côle 0m227 dans le sens du rayon, k = i ,677.

Enfin M. Thibault ayant fait mouvoir sous un même
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contre -poids, trois carrés minces de 0m323", 01U227,

0m16l de côté, aux distances respectives de l'"370,

0m966 et 0m685 proportionnelles à leurs côtés, les résis

tances sous une même vitesse ont été trouvées sensible

ment égales entre elles.

38. De ces expériences on est en droit de conclure

que dans le mouvement circulaire les résistances qu'é

prouve un corps sont d'autant plus petites qu'il est placé

à une plus grande dislance de l'axe de rotation, mais que

si ce mouvement ne peut pas donner la résistance absolue,

il peut du moins servir à en donner les valeurs compa

ratives quand, étant semblables, les surfaces sont en outre

placées à des distances de l'axe de rotation proportion

nelles à leurs côtés homologues.

Remarquons qu'à mesure que les dimensions de la sur

face dirigée dans le sens du rayon diminuent, l'influence

du mouvement circulaire devient moindre pour un même

rayon, et qu'il en est alors comme si la surface de mêmes

dimensions était placée à une distance de plus en plus

grande de l'axe de rotation; ce mouvement se rapproche

ainsi du mouvement rectiligne; l'on voit ainsi que l'on

peut se servir des expériences de M. Thibault pour déter

miner la résistance de l'air dans ce dernier cas. Pour

cela, on a pris pour abscisses les dimensions 0m454,

0m3"2\, 0m227 placées dans le sens du rayon et pour

ordonnées les trois valeurs de k correspondantes 1,900,

1,784, 1,679; par les trois points ainsi déterminés, on a

fait passer une courbe (Fig. 11); on l'a prolongée par

analogie du côté de l'origine, par celte seule considéra

tion que pour des diminutions égales des dimensions sui

vant le rayon, les diminutions des différences des ordon

nées k étaient égales entre elles; on a trouvé que pour

une dimension extrêmement petite ou à la limite, la.valeur

de k serait égale à 1 ,28 ; celte valeur doit se rapporter à

G
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celle du mouvement circulaire d'un très-grand rayon et

se confondre ainsi avec le mouvement rectiligne.

D'après une formule de M. le général Duchemin', re

lative à la résistance au mouvement circulaire suivant la

distance du corps à l'axe de rotation, on aurait Zi=1,254.

39. Expériences sur le mouvement rectiligne. Il a été

fait à Metz en 1835 et en 1836 des expériences sur le

mouvement rectiligne des corps mus dans l'air ou daus

l'eau*. Dans les premières, le plateau AB (Fig. 12) avec

lequel on opérait était horizontal et fixé à l'extrémité d'un

cordon de soie de petit diamètre; ce cordon s'enroulait

sur une poulie CD à axe horizontal et assez élevé pour

donner une chute suffisamment grande; le corps des

cendait par l'effet de la pesanteur seule; l'on accélérait ou

l'on diminuait sa vitesse de chute par des poids addition

nels ou par des contre-poids. Un pinceau chargé d'encre

de Chine était fixé à la poulie parallèlement à l'axe; à

côté de la poulie était un plateau circulaire FG vertical

recouvert d'une feuille de papier blanc auquel on com

muniquait un mouvement uniforme de rotation; on en

observait la vitesse avec une grande précision, au moyen

d'un chronomètre à pointage de Breguet, donnant les

dixièmes de seconde. Le pinceau de la poulie décrivait sur

ce plateau une courbe dont la forme dépendait des vitesses

relatives de la poulie et du plateau. Celte trace du mou

vement permettait, après que l'expérience était terminée,

de connaître la vitesse de la poulie et par conséquent celle

1 Recherches expérimentales sur les lois de la résistance des

fluides, insérées au Mémorial d'Artillerie, N« 5, page 206, et

Introduction à la Mécanique, par J. V. Eoncelet, page 577.

' Mémoire présenté à M. le Ministre de la guerre et au concours

pour le grand prix de Mathématiques de l'Institut, sur la Résis

tance fies fluides, par MM. Piobert, Morin et Didion , 1837, et

Mémorial d'Artillerie, N« 5, page 553.
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du corps à chaque instant de sa chute; comme de plus on

connaissait le poids moteur, on déterminait la résistance

variable que le plateau éprouvait à choque instant durant

la première partie de sa chute où le mouvement était

accéléré; on l'obtenait plus particulièrement vers la fin et

lorsque le mouvement était devenu uniforme, alors que

la résistance était devenue constante. On tenait compte

d'ailleurs avec un très-grand soin des résistances passives

de l'appareil, calculées directement et vérifiées par des

expériences spéciales.

Les expériences dans l'air ont été faites sur des pla

teaux carrés de 0mfi00 et de lm000 de côté, mus verti

calement dans une étendue de 12m environ, et avec des

vitesses qui ont varié entre 0m et 9m par seconde. L'en

semble des résultats nous a conduit à la formule

p = S ^(0,036 + 0.084V).

0

En remarquant que J' représente le poids 1k214 d'un

mètre cube d'air à la température et à la pression aux

quelles on a rapporté les résultats, cette formule devient

P = 8S (0,03 + 1,357 H).

Ici, comme on le voit, pour les très-grandes surfaces

sur lesquelles on a opéré, se présente un terme indépen

dant de la vitesse; mais pour les vitesses de 4m à 9m,

limites de celles qui ont été observées, on pourra prendre

sans erreur sensible

a = i,357ÔSH ou k = 1,357.

Remarque. Le terme indépendant de la vitesse conduirait à ce

résultat qu'un corps qui se mouvrait horizontalement dans l'air

finirait par s'arrêter entièrement, ce qui n'aurait pas lieu si la

résistance ne dépendait que d'une puissance plus grande que
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l'unité ; cela, néanmoins, ne présente rien de contradictoire. Ce

terme constant -sert d'ailleurs à représenter les frottements de

toute espèce que l'air exerce sur le corps, obligé qu'est le fluide

de circuler tout autour du corps, pour lui faire place, en passant

de l'avant à l'arrière. Le frottement existe ainsi quelque lent que

soit le mouvement ; mais, sans trop s'arrêter sur ce sujet, on peut

remarquer que le mouvement des plateaux ayant eu lieu de haut

en bas et à travers une ouverture du plancher d'un grand bâti

ment, il a pu exister un léger courant ascendant à travers celte

ouverture, quelque soin qu'on ait pris de fermer les portes et

les fenêtres. Ce courant, peu appréciable aux moyens ordinaires

d'observatinn, a dû avoir le même résultat qu'une augmentation

constante de vitesse dont on n'aurait pas tenu compte. Cette erreur

dans l'estimation de la vitesse relative du plateau et de l'air, a dû

en causer une autre dans le calcul des résistances et les aug

menter. Celte erreur augmentant d'une manière plus sensible les

résultats relatifs aux petites vitesses, elle a dû produire une exa

gération dans le terme constant, et peut-être lui donner nais

sance ; elle a dû augmenter également l'autre terme. Cela expli

querait aussi l'excès de la valeur de k sur celle qui est déduite

des expériences sur le mouvement de rotation, corrigées d'après

le résultat des expériences de M. Thibault.

40. D'après les résultats de toutes ces expériences et

ceux d'autres expériences faites sur la résistance de l'eau,

M. Poncelel* propose en attendant des expériences déci

sives, la valeur moyenne k = 1,30 pour le cas des plans

minces en mouvement dans un fluide en repos et sauf à

décider ultérieurement si l'étendue effective des surfaces

offre ou non une influence dont il soit nécessaire de tenir

compte dans les calculs, du moins pour les très-petites

surfaces. Nous verrons plus loin qu'il n'en est rien en ce

qui concerne le mouvement des projectiles.

41. Résistance dans le cas où (c fluide cul en mauve*

' Introduction à la Mécanique , page 587.
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ment et le corps en repos. Le cas que nous avons consi

déré jusqu'ici est celui d'un corps en mouvement dans

un fluide en repos; mais lorsqu'au contraire le corps

est en repos et le fluide en mouvement, la résistance

parait notablement plus considérable ; sans nous occuper

de la cause de cette différence ni des expériences faites

à cet égard, nous nous contenterons de rappeler que

M. Poncelet ' admet pour le coefficient de celte résis

tance k = 1,85.

42. Résistance des corps de diverses formes en mouve

ment dans un fluide. Il nous reste à examiner la résis

tance que les corps de diverses formes éprouvent lors

qu'ils se meuvent dans l'air.

Quoique la forme de la sphère soit celle des mobiles les

plus généralement en usage, il sera nécessaire de s'occu

per aussi des autres formes, parce qu'elles sont mainte

nant appliquées aux boulels oblongs, récemment adoptés

pour les bouches à feu, aux balles oblongues des armes

à feu nouvelles et qu'elles sont nécessaires pour les fusées

de guerre.

Des expériences ont été faites pour déterminer l'in

fluence de la forme de différents corps pleins, tels que

prismes ou coins triangulaires à face plane ou courbe,

cônes, demi-cylindres, sphères et hémisphères, mus cir-

culairement dans l'eau et dans l'air sous des vitesses mé

diocres et de manière à leur faire présenter alternative

ment la saillie ou convexité et la base, à l'action directe

du milieu. Les résultats auxquels on est parvenu, en com

parant pour chaque cas spécial la résistance sur la con

vexité à celle sur la base, sont consignés dans le tableau

suivant*.

1 Introduction à la Mécanique, page 587.

' Idem, page 612.
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Rapport de la résistance des différents corps.

Du coin triangulaire à faces planes , à {„ .„ . . _ »™

r>Olla rlû C4 hnca ra^linrrtilnÎT<â l'ini-rla / V 'celle de sa base rectangulaire, 1 angle », ,, ,,
, ,. , . 8 ' e 160° (Hutton) 0,a20

au sommet étant de l

Du coin triangulaire à faces courbes for

mées de deux arcs de 60°, décrits du

sommet opposé comme centre, à celle

de sa base rectangulaire (Borda) 0,390

Du demi-cylindre elliptique (ellipse cir

conscrite au triangle équilatéral), à

celle de sa base rectangulaire (Borda) 0,430

Du demi-cylindre circulaire, à celle de

sa hase rectangulaire (Borda) 0,570

De la convexité du cdnc , à celle de sa /90° Borda 0,691

base circulaire, l'angle au sommet |60° (Id.) 0,543

étant de [51» ii' (Hutton). . . 0,433

De la demi-sphère , à celle de la sphère

entière (Borda et Hutton). 0,990

_ , , . . „ , , .Moyno d'apr. Borda 0,405

De la ilemi-suhcre, a celle de son plan l,T " „ ,.„
.. , / ' „ /n~ r {Hutton 0,413

diamétral (movenne 0,40/) J... „.„„
N ' \\ ince 0,403

« On doit regretter que les résislanccs de chaque espèce

» n'aient poinl été comparées directement à celle des

» plans minces, de même forme et surface que les bases

» indiquées au lableau, car elles eussent mis à même

i d'apprécier l'influence comparative des poupes isolées.

* Toul ce qu'il est permis de conclure de l'ensemble des

» résultais obtenus par Hutton, dans des circonstances

» qui, malheureusement, ne peuvent êlre considérées

» comme absolument identiques, c'est que la première

» de ces résistances, celle des plans minces, eût été géné-

» ralcmenl trouvée un peu moindre que la seconde, celle

» des mêmes plans accompagnés de leurs poupes. Pour

» les bases de l'hémisphère et du cône soumis à l'expé-

» rience par Hutton, la résistance, dans l'air, et sous des

» vitesses de 3 à A mètres, a surpassé de 0,01 et 0,02
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» environ de sa valeur, celle du plan mince correspon-

» dant. Ce résultat joint à ce que le rapport des résis-

» tances doit, d'après les observations déjà faites (37,

» 38), rester à peu près le même dans le mouvement

* rectiligne et le mouvement circulaire, permettra de dé-

» terminer parle calcul, la résistance absolue des corps

» indiqués au tableau ci-dessus, si celles des plans minces

» était exactement connue. »

43. D'après le résultat des expériences de Hutton', le

rapport de la résistance de l'air sur la sphère entière et

sur le plan dans le mouvement circulaire diminuerait un

peu avec les vitesses; pour celle de 6 à 7 mètres, il serait

de 0,42, et en adoptant l'un des nombres 1,254, 1,28

ou 1,30 (37, 40) pour la valeur de k relative au plan

dans le mouvement rectiligne, on aurait pour la valeur

de k relative à la sphère 0,53, 0,538 ou 0,546.

Hutton ne tenant pas compte de l'influence du mouve

ment de rotation trouvait & = 0,594 et avait adopté 0,60

pour des vitesses de 2m par seconde dans l'air.

D'autres expériences entreprises par Newton sur la chute

verticale dans l'air, de globes en verre de même diamètre,

ont donné d'après les calculs de Dubuat k = 0,537 sous

des vitesses de 0m à 9m par seconde". On voit d'après ces

divers résultats que la valeur du coefficient k de la résis

tance dans l'air, pour des vitesses qui ne dépassent pas

8 à 9m par seconde, doit être d'environ 0,54.

44. Les expériences sur les plans minces ont fait voir

que dans le mouvement rectiligne, la résistance pouvait

être regardée comme proportionnelle à l'étendue des

surfaces, du moins dans de certaines limites. Cependant

' Nouvelles expériences d'artillerie, deuxième partie, traduites

par M. O. Terquem, page 110, tableau.

* Introduction à la Mécanique, par J. V. Poncelct, page 615.
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Hulton avail Irouvé que dans le mouvement circulaire, en

passant d'une sphère de 0m121 de diamètre, à une autre

de 0m162, il fallait augmenter de } le coefficient de la

résistance. Mais, d'après ce qu'on a vu (SI), cet ac

croissement doit être attribué à la nature particulière du

mouvement et ne se présenterait pas dans le mouvement

rectiligne.

Dans des expériences sur le mouvement recliligne ver

tical de sphères dans l'eau, exécutées à Melz en 1836'

pour des diamètres de 0m118, 0m129, 0m'148l 0m162,

0m330, le coefficient de la résistance proportionnelle au

carré de la vitesse et rapportée à une seclion de 1m carré

a été respectivement 21,2, 21,2, 22,4, 22,9, 24,5. 11 est

probable que les plus gros projectiles ont éprouvé d'une

manière sensible l'influence du fond du bassin dans lequel

on faisait les expériences, et que par suite les derniers

nombres sont trop forts. De sorte que pour des sphères

dont les diamètres ont varié dans un grand rapport l'ac

croissement, s'il est réel, serait très-faible.

Trois cylindres équilatères de 0m1, de 0m2, de 0m3

de diamètre et dont les superficies variaient ainsi dans

le rapport de 1 à 9, ont présenté des résistances qui ne

croissaient pas plus rapidement que ces superficies.

D'après cela, on pourra regarder, au moins dans les

limites ordinaires des calibres des boulets et des obus et

aux faibles vitesses, la résistance comme sensiblement

proportionnelle à la superficie; des expériences qui seront

rapportées plus loin ont mis cette question hors de doute

pour les projectiles.

1 Mémoire présenté à M . le Ministre de la guerre et au con

cours pour le grand prix de mathématiques de l'Institut, par

MM. Piobert, Morin et Didion ; Mémorial d'Artillerie, N» VII,

1852.
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45. Les expériences dont on vient de parler permettent

de déterminer la résistance comparative des cylindres ter

minés par un hémisphère et par des cônes plus ou moins

aigus, comme ceux qu'on emploie pour les fusées. Elles

ont été faites sur des cylindres équilatères de 0m10 de

hauteur et de diamètre, surmontés d'un cône dont la hau

teur a été respectivement 1, 1 j, 2, 3, A fois le rayon de

la base ; on a trouvé que la portion de la résistance pro

portionnelle au carré de la vitesse rapportée à une section

d'un mètre carré a été respectivement 73k26, 53k99,

47k74, 44k29, 40k69, elle a ainsi diminué avec l'acuité du

cône dans les limites de l'expérience. ''Le même cylindre

surmonté d'un hémisphère, a donné 43l03 pour coefficient

de résistance; de façon que le cylindre terminé par un

hémisphère, présente la môme résistance que s'il était

terminé par un cône dont la hauteur serait égale à 3 \

fois le rayon.

46. Lois de la résistance de Pair à de grandes vitesses;

moyen de la déterminer. Dans ce qui précède, nous n'avons

considéré la résistance de l'air que dans le cas de vitesses

faibles en comparaison de celles dont les projectiles de

l'artillerie sont animés et nous avons trouvé que pour des

vitesses de lm à 8in la résistance était sensiblement pro

portionnelle au carré des vitesses ; cependant nous avons

été amené à pressentir que pour des vitesses beaucoup

plus grandes, la résistance devait croître plus rapidement.

Pour mesurer la résistance de l'air au mouvement des

projectiles de l'artillerie, on a recours à des procédés par

ticuliers. Pour cela, on mesure au moyen d'un appareil,

le pendule balistique ou le pendule électro-balistique ', la

vitesse d'un projectile, à deux distances différentes de la

bouche à feu qui l'a lancé, et l'on compare à la longueur

■ Voir section VIII , la description et l'emploi de ces appareils.

7
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du chemin parcouru les vitesses au commencement el à la

fin du trajet; on peut le faire de plusieurs manières:

1° Soit P le poids d'un projectile, V sa vitesse à la dis

tance a de la bouche à feu, V sa vitesse à la distance a',

p

g étant la pesanteur, la force vive du projectile sera -V

P 9

au premier point considéré, et -V* à la fin du trajet. La

p

force vive perdue sera donc -(V1 — V"). Mais si l'inter-

9

valle a' — a entre les deux points est assez peu considé

rable pour que V et V diffèrent peu entre eux, la résistance

à chaque instant variera peu elle-même, et en appelant p

la résistance moyenne, le projectile, pour la surmonter,

aura consommé une quantité de travail représentée par

p(a'— a); par conséquent, en supposant que la direction

du mouvement soit horizontale et en vertu du principe

connu des forces vives, on aura l'équation

V"),

IP

P(a' -«) = --(V>-

d'où l'on tire

P V — V"

.1» P 9n r,< n

Celte résistance moyenne est relative à la vitesse

V +V

moyenne v = —-—. En la divisant par la section du

grand cerclo de la sphère, et le carré de la vitesse

moyenne, on aura pour le coefficient p' de la résistance

m f- p "
r «rRV *?lVg (a' — a)v

Si l'on opère de la même manière pour d'autres vitesses,
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on aura autant de valeurs particulières de la résistance;

oh pourra donc déterminer la relation entre les vitesses

V V
et les résistances. La quantité est, dans chaque

a' — a '

expérience, la vitesse perdue durant un trajet égal à l'unité

de longueur.

Connaissant la valeur de p pour la vitesse moyenne, le

diamètre du projectile, ou la section d'un grand cercle de

la sphère et la densité de l'air, on déterminera la valeur

de k correspondante (art. 34) qui sera

P 2ff_ 2P V— V

— S»" S — ïrfT' (a' — a.y (3)

Comme on ne peut avec le pendule balistique mesurer

la vitesse d'un projectile qu'en un seul point de son trajet,

on tire sur cet appareil de deux distances différentes a

et a', mais avec la même charge de poudre, avec de* pro

jectiles égaux et dans des circonstances aussi ég;ilc^ qu'il

est possible, afin d'obtenir à chaque coup des vitesses ini

tiales égales ou très-peu différentes entre elles, et par

conséquent la vitesse qu'aurait eue le même projectile à

chacune des deux distances a et a'; pour avoir plus d'exac

titude, on répèle l'expérience un certain nombre de fois

à chaque distance, et on prend la moyenne des vitesses

obtenues.

2° Au lieu de supposer la résistance de l'air constante

dans l'étendue du trajet observé, on peut la regarder

comme proportionnelle au carré de la vitesse du projec

tile, ce qui s'approche davantage de la vérité et donne un

peu plus d'exactitude.

p , .

P étant le poids du projectile, - sa masse, la résistance

9

variable p dans le trajet a dépendra de la vitesse variable v

à chaque instant, et aura pour expression p — pVRV,
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f' étant la constante à déterminer; la force retardatrice

g „, g n „ (/»R*0 1 P
sera p . - ou pVRV . -. On fera ■ - ' = — ou - = 2c ;

r p r P P 2c pWR'sf

la force retardatrice sera —.
2c fev

En considérant le mouvement comme horizontal, repré

sentant à chaque instant le trajet parcouru par x, le temps

de

écoulé par t, la vitesse sera — , l'accroissement de vitesse

1 dt

dv „ , . dv vJ dx

—, et 1 on devra avoir — = — ; et, comme on a v =—, en
dt' dt 2c ' dt'

... . . dv dx . , .

éliminant dt, on aura — = — ; d ou, en intégrant depuis

x = a jusqu'à x = a', ou depuis v = V jusqu'à v = V,

on aura

logV — logV =

2c '

En faisant a' — a = *, on aura, en représentant par e

la base des logarithmes népériens,

(4) V' = Ve~"£.

Pour chaque expérience on connaît V, V et «t; on

pourra donc déterminer 2c, qui, d'après les relations ci-

dessus, sera, en désignant par Log les logarithmes tabu

laires,

1 1 LogV — LogV , ,. , \ P

ô = ^l — et de là P' = --— .

2c a Loge 2c«rR\/

3° Lorsqu'on adopte, pour exprimer la résistance de

l'air, deux termes, l'un proportionnel au carré de la vi

tesse du projectile et l'autre au cube de cette vitesse, on

a une expression de la forme p'=A [l + -) ; et, lorsqu'on
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connaît déjà, au moins approximativement, ou qu'on se

1

donne, le rapport - des deux termes, on obtient dans la

détermination du premier terme A une exactitude qui ne

laisse rien à désirer.

Dans l'hypothèse en question, la résistance de l'air

est p = A(l+ -J v'-jrR' et la force retardatrice est

■ /. "\ . ^ 9 „ • AotR'jt i „ , P 1

A l-4--]tArR'-: en faisant =—, d ou A= .— ,
V r) P P 2c' <7«rR* 2c'

1 + - ) —. (5)

rllc

En supposant le mouvement horizontal, le trajet étant

x et le temps t, on aura

dt ~ 2cA + J '

dx dv v I v\ ,

et, vu que v = —, on aura — = —— (1 -4- - ) ; a ou
* dt dx 2c V ri

- dv

dx — — 2c -

•('+;)

Intégrant par les moyens connus, en mettant celte

équation sous la forme dx = — 2c /
/ni» a» \

on aura

se = — 2c logf — log M H— J +const = 2clog |-const.

Prenant cette intégrale entre les limites a et a', aux
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quelles correspondent les vitesses V et V, et remarquant

que a' — a = «., on aura

(i+-)v * m

(1+-)v

d'où l'on tire, en représentant par Log les logarithmes

des tables,

et,

W (i +£) = Log (l +|) + ^Loge ;

P 1

et comme (éq. 5) A = , on aura

Celte valeur est tout à fait exacte si celle de r est bien

choisie. Il suffit que celte dernière soit approchée pour

que la formule présente toute l'exactitude désirable.

47. En comparant entre elles les trois méthodes, on

voit que les résultats différent par les trois termes sui

vants qui se remplacent mutuellement, les logarithmes

étant népériens,

i-T^; 2o ,og I; 8.(i+tff±îi)to|iîi.
i(V+V')' bV' V T r ) " r

Une comparaison des résultats numériques fera mieux

ressortir les degrés respectifs d'exactitude des trois mé

thodes.

Dans une expérience de tir d'un boulet de 24 dans un

canon de siège à 1a charge de lk50 de poudre, les vi
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tesses des boulets (moyennes sur plusieurs coups) aux

dislances de 15m et 90m du pendule balistique, ont été

respectivement 365m72 et 346m03; le diamètre du boulet

étant 2R = 0mU804, son poids P = 12MM0, la densité

moyenne de l'air étant 1 ,2031 (poids d'un mètre cube en

kilogrammes), la pesanteur 9m809; prenant pour r la

valeur de 435m:s, les trois expressions ci-dessus donne

ront respectivement :

p' = 0,052485 ; f/ = 0,052490 ; f/ = 0,052505.

La première donne un résultat trop faible de j^ relati

vement au véritable ; la différence relative à la seconde est

réduite aux trois quarts de cette fraction.

Ces quantités sont réellement négligeables dans la re

cherche de la résistance de l'air, elles ne correspondent

qu'à trois dixièmes de millimètre sur la hauteur du baro

mètre à mercure dans l'estimation de la densité de l'air.

Dans le cas le plus défavorable qu'on aura à considérer,

l'erreur relative ne sera que de 0,001, quantité qui cor

respond à trois quarts de millimètre de mercure sur l'es

timation de la hauteur du baromètre dans la détermination

de la densité de l'air.

La dernière méthode, outre sa plus grande exactitude,

a l'avantage de se prêter beaucoup mieux à la détermina

tion du coefficient que l'on cherche, lorsque les vitesses

observées ne résultent pas de l'observation du mouvement

d'un même projectile, parce que, quand r est connu

approximativement, la valeur de A peut se déterminer

par la moyenne sur des observations à diverses vitesses.

Elle se prête particulièrement à l'emploi des procédés

graphiques '.

' Lois de la résistance de l'air sur les projectiles, par Is. Didion ;

in-8<\ 1857.
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48. Expériences de Robins. Les premières expériences

entreprises pour apprécier directement et d'une manière

assez exacte la vitesse d'un projectile, l'ont été par

Robins, en Angleterre, antérieurement à 1742, sur des

balles de plomb, et à l'aide du pendule balistique qu'il

avait imaginé '.

Les expériences peu étendues ont été faites sur des

balles de fusil de 0m019 de diamètre. Il en a conclu

qu'aux petites vitesses des balles, la résistance était plus

grande que ne l'indiquait la théorie de Newton, et que le

rapport croissait avec les vitesses.

49. Résultats des expériences de Hulton. Les expé

riences de Hulton ont été exécutées à Wolwich, de 1787

à 1791. Hutton a opéré sur les calibres de lliv, 3liv et 6Iiv

(avoir du poids), avec le pendule balistique de Robins

perfectionné; il tirait à des distances qui ont varié de 10,n

à 130m. Avec le boulet de lliY, il a observé des vitesses

qui ont varié depuis 100m:s jusqu'au delà de 600m:s;

avec le boulet de 3liv, depuis la vitesse de 275m:s jusqu'à

celle de 520m:s; et avec le boulet de 6liv, depuis 365m:s

jusqu'à 550m:s. Hutton en a déduit les résistances corres

pondantes aux vitesses des projectiles; d'après ces quan

tités, la résistance croîtrait plus rapidement que le carré

des vitesses, jusqu'à un certain point, passé lequel la résis

tance croîtrait moins rapidement. Cette résistance expri

mée par le coefficient k de la formule (art. 40, éq. 3)

p %7

« = — — est approximativement":

Vitesse {met: sec.) 1, 3, 5, 10, 25, 50, 100, 200, 300, 400, 500, 600.

Valeurs de * 0,59,0,61, 0,63, 0,65, 0,67, 0,69, 0,71, 0,77, 0,88, 0,99, 1,0-1, 1,01.

1 Nouveaux principes d'artillerie , par Robins, chap. II, pro

position II.

2 Introduction à la Mécanique , page (518.
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Les nombres qui représentent les résistances ont été

obtenus par des méthodes d'interpolation imparfaites, et

ces résultats ne s'accordent pas avec les effets naturels,

surtout pour les faibles et pour les grandes vitesses.

M. Robert a remarqué que pour les grandes vitesses le

coefficient de la résistance avait été déterminé par les plus

faibles résultats de l'expérience et non par leur moyenne;

de sorte que l'existence de ce maximum n'est pas démon

trée. Quant aux faibles vitesses, le coefficient ayant été

déterminé d'après les résultats obtenus dans le mouve

ment circulaire, est par cela même trop grand quand il

s'agit du mouvement recliligne. Ilullon ne tenait pas

compte de l'influence qui pouvait être due à la grandeur

du diamètre des projectiles.

50. Formule de M. le général Piobcrt. M. le général

Pioberl', en 1836, reprenant les résultats immédiats des

expériences de llutton sur les boulets et non les résultats

portés dans les tableaux des vitesses dites régulières, en

a construit une courbe dont les ordonnées représentaient

les vitesses successives que possédait le boulet en traver

sant des couches d'air proportionnelles aux abscisses, et

a obtenu des résistances régulières. Les résultats relatifs

au boulet de fonte de une livre ou de 0m(H996 de dia

mètre et exprimés en mesures métriques, sont indiqués

ci-après*:

Vitesses en mètres 10O, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550, 600.

Hésist*» en lilog. 0,81, 1,95, 3,68, 6,10, 9,35, 13,00, 18,50, 24,60, 81,80, 40,30, 50,00.

Ces nombres font voir que les résistances croissent plus

rapidement que les carrés des vitesses et M. le général

■ Mémoire présente au concours pour le grand prix de mathé

matiques de l'Institut, par MM. Piobert, Morin et Didion, en

1837.

* Introduction à la Mécanique, par J. V. Poncelet, pa^e 020.

8
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Piobert a reconnu que par l'addition d'un terme propor

tionnel nu cube des vitesses on représentait assez bien ces

résultats; de façon que le carré de la vitesse devait être

remplacé par V -+- BV3 et que la valeur de B = 0,0017

satisfaisait assez bien pour toutes les vitesses.

La formule de M. le général Piobert, basée en partie

sur le résultat des expériences de Hutton aux petites vi

tesses, avant qu'on eùl reconnu l'influence du mouvement

circulaire sur la valeur de la résistance, devait par cela

même donner des résultats un peu forts pour les gros

projectiles et pour les faibles vitesses, ainsi que cet offi

cier l'a reconnu lui-même. En se basant sur celte expres

sion binôme de la résistance de l'air, ce savant officier

a pu donner dès lors des formules exactes de l'étendue

et de la durée du trajet, en fonction de la vitesse du

projectile, et en former une table qui pouvait s'appli

quer au tir.

51. Premières expériences de Metz en 4859. D'après

l'examen des résultats des expériences faites à Metz en

1839 et 1840, par la commission des principes du tir,

avec des boulets des calibres de 8, de 12, de 24 et des

obus de 22 centimètres, nous avions reconnu qu'effecti

vement la formule de M. Piobert donnait des résistances

trop grandes; et que le coefficient du carré de la vi

tesse devait être diminué, tandis que le rapport des deux

coefficients devait être augmenté, et qu'enfin, le résultat

pour les gros projectiles et pour l'état atmosphérique

moyen durant l'été, pour lequel la densité de l'air avait

été 1,174, était assez bien représenté par la formule1

P = *R\ 0,024(1 -+- 0,0023V) V.

M. le général Piobert, en reprenant la discussion des

1 Mémoire sur la Balistique, présenté au Comité d'Artillerie,

un 1844.
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résultats des expériences de Hutton, a été conduit à mo

difier la première expression et à lui substituer

«rR'V0,030 586(1 + 0,0023V),

trouvant ainsi pour le rapport des coefficients le nombre

0,0023 qui résultait des expériences de Metz; coïncidence

remarquable qui rapprochait déjà les résultats obtenus

sur des projectiles de fort et de petit calibre.

52. Résultat des expériences de Metz en 4839 et 4840.

Les expériences faites à Metz en 1839 et 1840, par la

commission pour l'établissement des principes du tir, sur

des projectiles de fort calibre et sous les vitesses habi

tuelles des boulets et des obus, sont les plus propres à

faire connaître la loi de la résistance de l'air au mouve

ment des projectiles.

Ces expériences ont été faites avec des boulets de 24,

de 12, de 8 et des obus de 22e, surtout des deux pre

miers calibres, au moyen d'un pendule balistique, sur

lequel on tirait à la distance de 15m, et à des distances

augmentées de 25m, 50m, 75m et 100m. On a déterminé,

par la différence des vitesses, les pertes de vitesses sur

des trajets de cette longueur. Les projectiles de 12 et de

24 ont été tirés à des charges variées depuis yj du poids

du boulet jusqu'au j de ce poids, avec des canons de côte

en fonte, ce qui donnait des vitesses de 200m à 460m. On

a dépassé ces vitesses en tirant à moitié du poids du bou

let, dans le canon de 12 de place en bronze, et en tirant

à grandes charges des obus dans les canons. On a été

ainsi jusqu'à 560m et on a dépasse les plus grandes vi

tesses qu'on obtient dans le service.

On a déterminé pour chacune des vitesses moyennes la

valeur du coefficient p' (art. 46, éq. 2), qui doit multi

plier le produit du carré de la vitesse, par la section du
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grand cercle, pour donner la résistance éprouvée par le

projectile sous celte vitesse, d'où l'on déduit k par la

relation k = p'—. Toutes ces valeurs ont été ramenées à
o

ce qu'elles eussent été si la densité de l'air eût été cons

tante et égale à 1,2083 qui est celle de l'air à la lempé-

ralure de 15°, à la pression barométrique de 0m750 de

mercure et à moitié saturé de vapeur d'eau.

Pour déterminer la relation de ce coefficient p' ou de k

suivant les vitesses et reconnaître particulièrement s'il

croissait proportionnellement à la vitesse, on a formé

trois groupes composés chacun d'un égal nombre d'ex

périences, on a pris pour chacun la moyenne des vi

tesses et la moyenne des valeurs de p'; on a eu ainsi un

résultat moyen fourni par l'observation de la perle de

vitesse, sur des trajets dont la somme est pour chaque

groupe de 2400m environ, et qui par conséquent doit être

regardé comme très -précis. Ces résultats se résument

ainsi qu'il suit :

Vitesses 337^22, 428"i81, 535mi5,

Coefficient (! . . . 0,0479, 0,0535, 0,0010.

Les deux premiers termes se rapportent aux vitesses

comprises entre 288m:» et 45um:s, qui sont dans les limites

habituelles du tir, et l'on doit plus particulièrement s'at-

tacber à les représenter. Le troisième se rapporte aux

vitesses de 460m's à 62fJm:8 qui dépassent les valeurs

les plus habituelles. En prenant les vitesses pour abs

cisses et les valeurs de p' pour ordonnées, on a trois points

qui sont presque en ligne droite. Le dernier point n'est

au-dessus de la ligne qui passe par les deux autres que

d'une petite quantité; les deux premiers suffisent pour

donner les coefficients de l'expression p' = A + IÏV. On
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trouve B = 0,00006114 et A = 0,0273, et par suite

n

- = 0,00224. L'expression de p' qui salisfail le mieux
A

aux vitesses comprises entre 288m:s et 453m:s est donc

r'=0,0273(1+0,00224v). Celte formule, pour v=b$om\ 5,

donne p' = 0,0600, très-peu inférieure à la valeur obser

vée. En s'arrêtant pour — à deux chiffres, et prenant le

nombre rond au-dessus, c'est-à-dire 0,0023, qui dimi

nuera un peu la différence, l'on arrive à la valeur déjà

indiquée. En l'adoptant, et en cherchant à satisfaire à la

valeur de p' observée pour v — 428m:s81 , on arrive à l'ex

pression

f! = 0,027(1 + 0,0023V) ou ,.'= 0,027 (l +^^), (0)

et, la résistance absolue, en supposant la densité de l'air

égale à 1,2083, est assez exactement représentée par la

formule

f = «rRV .0,027(1 + 0,0023V)

ou

P = «rRV. 0,027 (l + ^g). (7)

D'après les expériences faites par Newton sur la chute

des corps dans l'air, où la vitesse allait en s'accélérant,

et celles dans lesquelles on observait avec un appareil de

rotation la résistance éprouvée dans les mouvements uni

formes, où les vitesses ont été jusqu'à 9m seulement, et

où les diamètres ont été compris entre ceux des boulets

de 12 et de 24, on a (arl. 43) h = 0,537 ou P'=r 0,0331 ;

tandis que pour une vitesse moyenne de fim:s, on aurait,

d'après la formule trouvée plus haut, p' = 0,0274.
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Colle différence s'explique parce que pour les projec

tiles la vitesse est constamment décroissante, et que la

poupe fluide que le projectile entraîne après lui a la

même vitesse que ce mobile et agit sur lui comme une

masse supplémentaire, masse qui a pour effet de rendre

la diminution de la vilesse moins rapide.

Lorsqu'on sépare le groupe des expériences sur les

boulets de 12 de celui qui se rapporte au boulet de 24,

on trouve, pour chacun, des résultais peu différents.

Cependant, si l'on compare la formule ci-dessus, dé

duite des expériences sur ces deux calibres de 0m12 et

01U15 de diamètre, avec celles de M. le général Piobert,

d'après le résultat des expériences de Hutton faites prin

cipalement avec les calibres de 1Ut ou de 0m05 de dia

mètre, on trouve que les valeurs de p' seraient dans le

rapport de 0,0270 à 0,0306 et iraient en augmentant

quanti les calibres diminuent. Mais, en remarquant que

dans ces dernières on n'avait pas apporté les correc

tions qui l'avaient été dans les autres, on ne peut rien

conclure relativement à la variation de la résistance avec

le diamètre des projectiles. Nous avons donc repris les

résultats d'expériences et y avons apporté diverses correc

tions.

53. Nouveau calcul des expériences de Hutton. Après

les corrections indiquées plus haut, les résultats des expé

riences de Hutton relatives au boulet de 4liT se trouvent

ramenés aux nombres indiqués dans le tableau ci-après '

où l'on a conservé les mesures anglaises, en pieds (0m3048)

et once (0<<028338).

' Lois de la résistance de l'air sur les projectiles, page 53.
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Vitesses corrigées à diverses distances du bo-ulet de i livre,

tiré à diverses charges de poudre.

toids VITESSES (EN PIEDS ANGLAIS) AUX DISTANCES DE !

delà

charge '"""
de

poudre. 30P 60P 120P 180P 240P 300P 300P

Onces. p:s l"S p:s p:s P:s PIS p:s

16 2079,4 1973,9 1895,8 1780,8 1726,3 1647,0 1581,5

8 1587,01549,9 1509,8 1455,7 1307,6 1316,5 1275,4

4 1346,0 1323,81247,7 1181,6 1228,4 1076,3 1033,2

3 1184,9 1109,8 1071,7 1052,6 1007,4 955,3 934,1 !

2 876,9 849,8 843,6 803,4 783,2 764,0 733,7[

1 644,9 634,7 612,5 611,2 600,9 » S 1

3/4 545,9 543,7 522,5 517,1 » » »

1/2 488,8 422,6 418,3 405,9 » » »

Nous avons appliqué à ces résultais la Iroisième méthode

(art. 46, 3°) en les rapportant à la densité adoptée pour

1

l'air et en prenant pour - la valeur déjà trouvée d'après

les expériences de Metz, et égale à 0,0023, ou r=434m78

ou 1421*4.

Nous avons trouvé', sur l'ensemble des résultats,

A = 0,02786 et pour les valeurs de / correspondantes

aux charges différentes employées, les résultats ci-aprés

exprimés en mètres :

Vitesses (m: s).. 542, 433, 315, 244, 169, 162, 129.

Valeurs de , '.... 0,0614, 0,056D, 0,0521, 0,0417, 0,0400, 0,0408, 0,0357.

En prenant les vitesses pour abscisses et les valeurs de p'

pour ordonnées, on obtient un ensemble de points (Fig. 1 3)

qui présente toute la régularité à laquelle on pouvait pré

1 Lois de ta résistance de l'air, page 55.
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tendre. II ne donne pas lieu à admettre l'existence d'un

maximum comme Ilutton l'avait conclu d'une fausse inter

prétation des résultats; on voit, au contraire, que la ligne

droite, dont l'expression est P' = 0,02786(1 + 0,0023 1-),

les représente suffisamment Lien; on voit aussi qu'ils

le seraient un peu mieux encore par l'expression

f' = 0,0-27(1 + 0,00257 v).

54. Nouveau calcul des expériences de Mclz; formule

adoptée. Les résultats des expériences faites à Metz en 1839 •

et 1840, sur les calibres de 24, de 12 et de 8, des diamètres

0m15, 0m12 et 0,n10, calculées par la même méthode que

1

les expériences de Hutton (art. 46, 3°) avec - = 0,0023,
V

et en ne considérant que les vitesses au-dessous de 500m,

ont donné A = 0,02705; ce résultat confirme entièrement

la valeur trouvée en premier lieu.

En comprenant dans les résultats d'expériences ceux

qui correspondent aux vitesses supérieures à 500'", on ne

trouve que des différences tout à fait négligeables. On peut

donc adopter pour p' l'expression p'= 0,027(1 -+- 0,0023 v).

En recherchant pour chacune des vitesses différentes

observées quelles sont ces valeurs de p' avec les calibres

de 12 et de 24 seulement, celles auxquelles se rapportent

les expériences les plus nombreuses; puis, en partageant

les quinze résultats en trois groupes et en prenant les

moyennes dans chacun d'eux, on arrive à trois systèmes

de valeurs qui se résument ainsi qu'il suit':

Vitesses moyennes (m :s). 336,9, 428,8, 535,2.

Valeurs de p» 0,04712, 0,05500, 0,05719.

l'ensemble est assez bien représenté par la formule (7)

e' = 0,027(1 + 0,0023 1>).

1 Lois de la résistance de l'air, paye 76.
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55. La formule est indépendante du calibre des projec*

liles. Les expériences de Hutton sur les boulets de ïJlw, en

prenant pour A la valeur 0,027, indiqueraient 0,00274

pour - ; et, celles faites sur le boulet de 0liv, indiqueraient

0,00272; tandis que pour le boulet de 1Uï on n'a trouvé

que 0,00257. Ces résultats sembleraient indiquer un ac

croissement avec les calibres ; mais, cet accroissement

n'est pas réel et il s'explique par le peu de rigidité du

pendule balistique de Hulton , comparé à celui qui a été

employé dans les expériences de Metz.

Par l'effet du manque de rigidité du pendule, il a dû

arriver que quand le canon en était plus éloigné, et que

par suite le projectile frappait naturellement en des points

plus éloignés du centre de ce pendule , celui-ci éprouvait

une torsion un peu plus grande. Or, par suite de celle

lorsion, une partie de la force vive du projectile était

perdue el le pendule n'éprouvait pas un recul aus?i fort

que si le pendule eût été plus rigide; il indiquait donc

une vilesse relativement plus faible aux grandes dislances

qu'aux petites et par conséquent une perte de vilesse el

une résistance trop grande.

La lorsion élait sans doute insensible aux faibles vitesses

et les résistances ont pu être ainsi exactement détermi

nées; mais elle a été sensible aux grandes ebarges et la

résistance a été eslimée trop grande aux grandes vitesses,

ce qui fait que le coefficient A est exact ou à très-peu

\

près et que - est trop fort; la torsion ou l'ébranlement
r

élail aussi plus fort avec les boulets plus pesants et le

coefficient a dû être plus fort avec les boulets de 5IiT et

de 6H* qu'avec celui de 1liv. On doit reconnaître égale

ment que si le boulet de 6Iiv n'a pas donné de plus

grandes valeurs que ceux de poids moindre, c'est que

9
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Hutton ayant remarqué des ébranlements trop forts avec

ce fort projectile s'est abstenu, comme il l'indique, de

tirer à grandes vitesses.

Ces résultais sont encore confirmés parles expériences

de Robins' dont le pendule était beaucoup moins rigide.

D'après les expériences avec la balle de plomb de 0in019,

en prenant r=435m:s, on a A= 0,027 aux petites charges

et A = 0,0403 aux grandes vitesses.

De l'ensemble des expériences on est conduit à conclure

que pour les projectiles spliériques, depuis les balles de

fusil jusqu'aux boulets des plus forts calibres, la résistance

de l'air, lorsque la densité est p = 1,2083 peut être re

présentée par la formule

(I = 0,027 (1 + 0,0023 v) ou p' = 0,02" (l +~V

et la résistance absolue peut l'être par ces quantités mul

tipliées par wRV.

Au moyen de ces formules, on a calculé dans le tableau

ci-après les valeurs de ff et les résistances qu'éprouvent

les boulets, les balles et les bombes de quelques-uns des

calibres en usage, dans les limites ordinaires des vitesses :

* Lots de la résistance de l'air, 1857.
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RÉSISTANCE P = «rRVf>'

VITESSE EN KILOGRAMMES.

des
P' = 0,097

x (1+ 0,0023 r). 2 S =5 B
g*

- & 1?
■S s,

ritOlECTILES.

ô a = a S s
ilO e» o en — ™

S) 5 03 'S

k

251,3

k k k

s
50Cm:s 0,058050 400,2 3,175

450 0,054945 495,0 422,7 2,465 »

400 0,518400 443,5 94,4 4,810 »

350 0,048735 103,4 68,5 1,306 I

300 0,045630 71,1 45,3 0,899 237,0

250 0,042525 46,0 29,3 0,582 453,3

200 0,039420 27,3 47,4 0,345 91,0

L'examen de ces résultais numériques montre que la

résistance décroit très-rapidement avec les vitesses.

En effet, à la vitesse de 250m:s la résistance est moindre

que le cinquième de celle qui correspond à la vitesse

double, ou de 500m:s. Comparativement à celle du boulet

de 24, la résistance du boulet de 12, d'un poids moitié

moindre, en est d'environ les deux tiers; celle de la balle

de fusil, dont le poids est ~ de celui du même boulet,

présente une résistance qui n'en est que la 79e partie.

Celle de la bombe de 27cm, d'un poids plus que quatre fois

aussi fort, présente une résistance qui n'est que le triple

de celle du boulet de 24, malgré l'infériorité de densité.

A la vitesse de 45Gm:s,la résistance qu'éprouve le boulet

de 24 est de 195k ou de seize fois son poids , et celle de

la balle de fusil est de quatre-vingt-onze fois son poids;

à la vitesse beaucoup plus faible de 200m;s, la résistance

qu'éprouvent les projectiles est encore, par rapport à leur
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poids : de plus du double pour le boulet de 24 ; du triple

pour le boulet de 12, de treize fois aussi grand pour la

balle de fusil, et d'un peu moins du double pour la bombe

de 27cm. On voit par là qu'aucun de ces projectiles ne

•pourrait, par l'effet de la pesanteur, conserver dans l'air

une pareille vitesse en tombant suivant la direction ver

ticale de haut en bas.

56. Limite des vitesses que les projectiles peuvent ac

quérir par l'effet de leur chute dans l'air. Lorsqu'un pro

jectile est abandonné dans l'air à l'effet de la pesanteur,

son poids étant d'abord supérieur à la résistance qu'il

éprouve de la part de l'air, d'après sa vitesse , celle-ci va

en augmentant de plus en plus, mais non pas indéfini

ment; elle a nécessairement une limite qui est déterminée

par la condition que la résistance de l'air soit égalé au

poids du corps.

Or, si P est le poids du mobile, mesuré dans le vide, le

poids dans l'air sera diminué du poids d'un volume d'air

égal à celui du corps, lequel sera P- , si / et D sont les

densités respectives de l'air et du mobile ; et, par consé

quent, le poids du mobile dans l'air sera PI 1 — -). Mais,

ô

pour les projectiles de l'artillerie , le rapport - est assez

petit pour qu'on puisse le négliger devant l'unité, et c'est

ce que nous ferons ; d'un autre côté, si v est la vitesse

cherchée, 2R le diamètre du projectile, en conservant les

notations connues, et supposant à l'air la densité moyenne

1,2083, la résistance de l'air sera AsRV f 1 4- -J ; et l'on

aura l'équation

!>= A<frWi-|--V
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En faisant comme précédemment (art. 46, éq. 5)

— = -AuR' ouc = , on devra avoir
2c P 2</A«rR1

2gc=v*(l+l). (8)

On voit que la vitesse maximum v dépend de la valeur

de c, laquelle dépend du poids et du diamètre du projec

tile et représente la nature du mobile: elle s'obtient par

la résolution d'une équation du troisième degré.

On peut donner à c, en remplaçant P par f*-R', cette

2RD „ ,

autre forme c = ; elle montre que la valeur de c est
3 grA

proportionnelle au produit du calibre parla densité; elle

croit aussi en raison inverse de la densité de l'air, à la

quelle le facteur A est proportionnel.

Si l'on ne considérait dans la résistance de l'air que le

terme proportionnel au carré de la vitesse, l'équation

ci-dessus se réduirait à i/ = 2</c, c'est-à-dire que v serait

ce qu'on appelle la vitesse due à la hauteur c, exprimée

en mètres.

Le tableau qui suit donne la vitesse limite pour les di

vers projectiles en usage; et comme les valeurs de c et de

1

- se présenteront fréquemment, on les a rapportées dans
c

le tableau suivant, pour les diamètres et les poids moyens

des boulets et pour ceux des obus ou bombes en usage

renfermant la charge ordinaire de poudre; on suppose

aussi que l'air est à la densité moyenne. Ce sont des don

nées que nous adopterons d'ailleurs toutes les fois que le

contraire ne sera pas spécifié. On prend ainsi A = 0,027

et r=435m, % = 9,809.



70 SECTION II.

1 '"

Tableau des valeurs de c et de — pour les divers projectiles

spltériques en usage, et vitesses maximum qu'ils peuvent

acquérir par leur chute dans l'air.

DÉSIGNATION

des

VITESSB

Yi LEURS VALEURS

de1-.

maximum

DIAUtTBES POIDS.
de

de e.
rhute

PBOJECTILF.S. C

dnns

1 air.

Mètres. Kilog. Mètres. m:s

de 30 0,1 59C 15,07( 1422,2 0,0007032 144,7

de 24 0,1485 12,0l(i 1309,1 0,000763* 139,2

Boulets { de 16 0,1296 8,02f 1149,)- 0,0008007 131,7

de 12 0,118: 6,07( 1042,6 0,0009591 126,0

\ de 8 0,1031 4,020 909,1 0,0011000 118,5

Balles d'infanterie 0,0167 0,027 224,4 0,0044564 62,0

Bombes / de 32' 0,3206 75,000 1754,0 0,000570! 160,5

et ] de 27 0,2711 50,000 1655,0 0,0006042 154,8

obus ( de 22 0,2202 23,000 1140,'2 0,000877( 131,2

[ de 16 0,1 62f 10,700 969,3 0,0010317 121,8

J de 15 0,1487 7,700 837,1 0,001 194(. 114,2

et j de 12
0,1184 4,280 733,8 0,0013626 107,6

grenades

, de 8

1

0,081 2 1,150 419,f, 0,0023852 85,7

On voit, par ce tableau, que les petits projectiles comme

les balles de fusil ou les grenades de petit calibre, qui en

même temps ont peu de masse, ne peuvent pas avoir un

grand effet destructeur par leur chute dans l'air.

57. Expériences avec le pendule électro-balistique. De

puis peu d'années, on a employé à la mesure des vitesses

des projectiles des appareils élcctro-balisliques qni per

mettent de mesurer la durée du trajet d'un projectile

entre deux cibles distantes l'une de l'autre d'une certaine

quantité (riO"< à 50m par exemple)', et, par suite, la vitesse
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moyenne au point milieu'. En faisant du même coup la

même opération pour le même projectile, à une autre

dislance, on a la vitesse du projectile en deux points de

son trajet et l'on peut déterminer ainsi les lois de la

résistance de l'air, comme on le l'ait à l'aide du pendule

balistique.

Des expériences ont été faites à Metz dans les années

1856, 1857 et 1858 pour compléter les recherches sur

les lois de la résislance de l'air, en y appliquant le pen

dule électro-balistique. Les premières expériences ont eu

lieu avec des boulets sphériques des calibres de 8, de 12,

de 24 et des obus de 22cm. On lirait sur deux premiers

cadres distants enlr'eux de.80m et sur deux autres situés

respectivement à 100m des premiers. On obtenait ainsi

la vitesse de chaque projectile en deux points, laissant

enlr'eux un intervalle de 100m de trajet. Pour chacun

d'eux, on obtenait le coefficient p' de la résistance de l'air.

Les résultats n'ont pas été formulés, ils font voir qu'aux

vitesses moyennes la valeur de p' est égale à celle qui a

déjà été donnée, mais que pour des vitesses plus petites

la résistance diminuerait beaucoup plus rapidement que

par la formule déjà obtenue (art. 52, éq. 7), et qu'elle

décroîtrait même trop rapidement pour être dès mainte

nant admise.

Ces recherches ont été continuées avec les mêmes ap

pareils et avec de nouvelles précautions, en 1857 et en

1858, sur les balles des armes à feu portatives. Elles ont

présenté, comme les précédentes, une diminution trop

rapide dans les valeurs de p', et les résultats n'ont pas

donné une formule qu'on puisse appliquer au tir avec une

entière confiance.

1 Voir, section VII, la description des appareils et des pro

cédés.
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D'après les expériences de 1858, la balle sphérique de

0m0175, tirée dans la carabine à tigf\ donnerait la valeur

de p' indiquée pnr la formule (art. 52, éq. 7) pour la vi

tesse d'environ 320m:s; mais, elle diminuerait beaucoup

plus rapidement avec les vitesses que ne l'indiquent les

autres expériences et notamment celles de Uullon.

La balle oblongue sur laquelle ont élé faites les expé

riences est cylindro-ogivale et pleine ; elle a la forme ogi

vale à la partie antérieure, avec des cannelures sur la par

tie cylindrique, et sa partie postérieure se termine par un

plan perpendiculaire à l'axe; elle pèse 48u ; elle a, dans

la partie cylindrique, 0in(M72 de diamètre, après le for

cement, et Un,0'2'J de hauteur, avant la déformation que

produit le chargement. Cette balle, à la vitesse de 30Ûm:s

que donne la charge en usage, éprouve dans son trajet

dans l'air une résistance qui n'est que les — de celle de

la balle sphérique de même diamètre; de plus, le rapport

va en diminuant avec les vitesses plus rapidement que

pour la balle sphérique, de telle sorte qu'elle n'en est que

les ^ à la vitesse de 240m.

La balle creuse, modèle 1857, ayant un diamètre de

0m0172 après le forcement, et une longueur de 0m0215

avant toute déformation dans le chargement, et un poids

de 32i;, présente, à la vitesse de 305m qui correspond à

la charge en usage, une résistance des trois quarts de

celle de la balle sphérique de môme diamètre. Comme

avec la précédente, le rapport de ces résistances diminue

avec les vitesses. Celte balle a la forme ogivale, à la par

tie antérieure; elle a une cannelure sur la partie cylin

drique. Le creux, à la partie postérieure, ne laisse sur le

rebord qu'une partie annulaire de très-faible largeur.

Ces expériences, d'ailleurs, doivent être reprises et con

tinuées avec de nouvelles précautions. On les exécutera

notamment sur des obus en fonte des canons rayés de
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campagne et de siège dont les dimensions sont celles

indiquées ci-après :

i° Obus en fonte de campagne: diamètre de la partie

cylindrique 0m085, partie antérieure ogivale, sans canne

lure, douze ailettes ayant une très-faible saillie; terminée

par une partie plane à la partie poslérieure ; sa longueur

totale est de 0m172.

2° L'obus en fonte du canon de 12 rayé a, comme le

précédent, une partie cylindrique sans cannelure, les

ailettes ne présentant qu'une faible saillie ; son diamètre

est de 0mH9; la partie antérieure est ogivale, la partie

postérieure est plane ; la longueur totale est de 0m240.

Des expériences sur le tir des projectiles oblongs du

calibre de 0m15 et dans lesquelles on avait observé les

portées et la durée des trajets m'ont indiqué que le coef

ficient qui les représentait le mieux était les j du coeffi

cient A = 0,027 déterminé pour le boulet sphérique,

c'est-à-dire A = 0,018.

D'après tous ces résultais et en attendant que des tra

vaux plus précis aient éclairé celte question , nous

adopterons cette donnée A = 0,018 pour tous les projec

tiles oblongs termines par un plan à la partie postérieure,

et nous prendrons A == -J 0,027 ou A = 0,020 pour les

balles oblongues creuses à la partie postérieure.

On peut remarquer que celte diminution de résis

tance, due à la forme de la partie antérieure et à la

longueur du projectile, a lieu malgré les rayures prati

quées sur la partie cylindrique perpendiculairement à

l'axe de figure et malgré la forme non arrondie de la

partie postérieure.

On doit remarquer que ces résistances se rapportent

aux balles oblongues lorsqu'elles sont encore à très-petite

distance de l'arme, et qu'elles ne se rapportent pas abso

lument à la même balle alors qu'elle a parcouru un ccr

10
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tain trajet. En effet, après ce trajet, l'axe de figure ne se

confond plus avec la trajectoire, et en même temp? le

rapport de la vitesse de rotation à la vitesse de transla

tion est plus grand qu'au sortir de l'arme, parce que cette

dernière vitesse diminue plus rapidement que l'autre. Ces

deux circonstances sont une cause d'augmentation de la

résistance.

On reviendra, section IX, sur les résistances de divers

genres que l'air fait éprouver aux balles oblongues ; mais

en attendant que des expériences plus précises aient fourni

des résultats plus certains, nous admettrons pour les balles

oblongues pleines et pour les boulets oblongs, un coefficient

de résistance égal aux deux tiers de celui de la balle sphé-

rique, c'est-à-dire A= 0,018 et P'= 0,01 8 (1-4-0,0023 v);

il en sera les trois quarts pour les balles creuses, comme

celle du modèle 1859, c'est-à-dire égal à 0,020. On adop

tera, pour les boulets oblongs de campagne et de siège,

le même coefficient A = 0,018.

i

D'après ces données, on a calculé les valeurs de c et -
c

pour les quatre projectiles depuis peude temps en usage

dans l'armée française. On a calculé également la limite

de la vitesse qu'ils pourraient acquérir par leur chute

dans l'air, comme on l'a fait pour les projectiles sphé-

riques (art. 56); les résultats sont renfermés dans le

tableau ci-après:
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DÉSIGNATION

de*

P»OJECTILES.

Balle creuse (M'«

1857)

Balle oblongue .

Obus du canon de

campagne rayé

(Mi" 1857)..

Obus du canon rayé

de siège. . . .

DIAMETRES POIDS.

V.tLEUBS

de e.

Mètres. Kilog. Mètres.

.0,0172 0,032 352

0,0172 0,048 585

0,0850 4,200 2095

0,1190 12,000 3050

VALEURS

toi.
c

0,00285

0,00171

0,0004775

0,0003275

VITESSE

maximum

de

chute

dans l'air.

]

ni : s

76,6

90,7

171,7

202,1

On doit remarquer que la valeur de - pour la balle

creuse, Mle 1857, n'est que les f de cette valeur pour la

balle sphérique et que pour la balle oblongue elle n'en

est même que les f. Celle valeur relative à l'obus du

canon rayé de campagne, comparée à oelle du boulet de 8,

de même poids n'en est que les |. O^voit par là que

sous le rapport delà diminution de l'effet de la résistance

de l'air, les nouveaux projectiles présentent un grand

avantage sur les projectiles sphériques.

58. Calcul de la densité de l'air. La résistance de l'air

étant proportionnelle à sa densité et celle-ci variant avec

la hauteur du baromètre, la température et l'état hygro

métrique de l'air, il est utile de la déterminer pour chacun

des cas où ces quantités sont connues, lorsqu'on veut cal

culer le mouvement des projectiles avec beaucoup de pré

cision.

Soit A la densité de l'air parfaitement sec à la pression

barométrique 0m7G0 et à la température 0° ; cherchons

quelle est la densité / à la pression H, à la température
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t cl lorsque l'air contient de la vapeur d'eau à un degré

de saturation représenté par s.'

L'air se dilatant de 0,00375 de son volume pour chaque

degré du thermomètre centigrade et la densité étant pro

portionnelle à la pression barométrique on aura pour l'air

parfaitement sec

— - A

O'"70O -1+0,00375? '

Si l'air contient de la vapeur d'eau sa densité sera moin

dre. Soit F la force élastique de cette vapeur, mesurée de

la même manière que H, la force élastique H sera due à

la somme de celle des deux fluides ; celle de la vapeur

d'eau étant F, celle de l'air sera H — F. Or, la densité de

la vapeur n'étant que 0,6235, ou les j de celle de l'air,

la densité de l'air humide à la pression H sera moindre et

représentée par la fraction — =1 — --; de sorte
H S H

que la densité de l'air humide à la température t sera

i-3-l

i = s
H 8 H

0,700 1 + 0,00375 1

1 Plusieurs procédés peuvent être employés pour déterminer le

degn'' de saturation de l'air. L'hygromètre à cheveux, de Saus

sure, est un dos plus commodes, sans être le plus précis (voir à la

table IV). L'hygromètre à condensateur, de M. Regnault, est à la

fois commode et précis. Il consiste en un tube renfermant de IVther

sulfui ique, dans lequel est plongé un thermomètre. Par l'insuffla

tion, on détermine rabaissement de la température de lYtlier et

l'on observe le point de rosée, ou la limite de température à laquelle

commence la condensation de la vapeur d'eau contenue dans l'air.

On observe également la température, de l'air, puis on cherche, dans

les tables connues, la force élastique de la vapeur d'eau à chacune

de ces températures. Le rapport lie ces deux forces donne le degré

s de saturation.
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La tension F est toujours très -petite et elle dépend

de la température de l'air. A 0° le maximum de F

est 0m005059, et à la température de 30° il est de

0m030643; entre ces deux limites, on aura sensiblement

F = 0,005059 + 0,0008528*. En substituant cette va

leur de F dans l'expression de /, on aura la densité de

l'air saturé de vapeur; mais si l'air ne contient que la frac-

lion s de la vapeur qui produit la saturation complète, la

force élastique ne sera que la fraction s de cette quantité;

et, en remplaçant F par s(0,005059 -4- 0;00085280, on

aura pour la densité de l'air en partie saturé d'humidité

r, 1 — ^(0,005059 + 0,00085280
H on

a = A-

0,700 i +0,003 75 1

D'après le résultat des observations les plus précises, le

poids du mètre cube d'air sec à la température de 0° et à

la pression de 0m760 de mercure est de 1 k299 1 ou ^

du pareil volume d'eau distillée; c'est la valeur de A.

On peut mettre la valeur de i sous une forme plus

simple et qui facilite le calcul , en remarquant que le

facteur de - qu'on doit retrancher de l'unité est toujours

très-petit et qu'en donnant à II une valeur moyenne égale

à 0m750 on aura

. . ™™ H 1 — 0,0025295s — O,0004264si

0,7(30 1 +0,003 75 f '

ou à très-peu près

H \ — 0,002 529 5.s

3 = 1 ,2991 -

0,760 1 + (0,00375 + 0,00042(>4.«)t

1 En faisant s = -j dans cette formule, le facteur de II au numé
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59. Table de la densité de l'air. Pour établir la densité

moyenne de l'air, dans les circonstances les plus habituelles

de l'emploi des bouches à feu, nous prendrons une tem

pérature moyenne entre le printemps, l'été et l'automne,

en France, laquelle est < = 15°; nous prendrons la pres

sion barométrique qui correspond à la hauteur la plus ha

bituelle au-dessus du niveau de la mer, c'est H = 0">750,

et enfin nous supposerons l'air à moitié saturé de vapeur

d'eau, c'est s = 0,5. On tire de la formule, pour le poids

en kilogramme d'un mètre cube d'air, / = 1,20832, qui

répond à 8-fj du poids d'un pareil volume d'eau.

Pour faciliter la détermination de la densité de l'air,

nous avons calculé une table (table IV) relative aux di

verses pressions barométriques de 0"'005enOm005 depuis

0m700 jusqu'à 0'"800 et aux divers degrés de température

de 4° en 4°, depuis — 8° jusqu'à 36°, pour l'air supposé

à moitié saturé de vapeur d'eau.

Pour tenir compte de la diminution de densité aux de

grés de saturation plus élevés, on remarquera que de la

valeur des densités du tableau calculées pour s = j, il faut

retrancher /(0.0025295 + 0,00042640(5- ±).

Cette correction restant sensiblement la même quand

la pression varie de plusieurs centimètres, en inscrivant la

valeur de £(0,0025295 + 0,00042650* pour les divers

degrés de température et pour des pressions qui varient

dans une étendue de 0m020 on a rendu l'opération très-

simple; en effet il suffit pour chaque cas de faire le pro

duit de cette quantité par 2s— 1, et de le retrancher du

nombre qui, dans les tables, correspond aux valeurs pro

rateur devient 0,908735 et le dénominateur \ + 0,003903* ou à

très-peu prés 1 + 0,004 1 , c'est la formule donnée par Laplace pour

l'état hygrométrique moyen et pour le calcul des hauteurs par le

baromètre.
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posées de / et de H. Ce produit doit être ajouté lorsque

s est plus petit que j. En relranchant cette quantité tout

entière, on aura la densité qui correspond à l'humidité

extrême, ou. à s — \ ; en rajoutant on aura celle qui

correspond à la sécheresse absolue, ou à s — Q; en négli

geant la correction , on aura la densité qui correspond à

l'humidité moyenne.

Exemple. Trouver la densité de l'air à la pression barométrique

de 0m7625, à la température de 15°4; le degré de saturation

étant 0,653 de la saturation complète (ce qui a lieu pour 83° de

l'hygromètre de Saussure). Parlant de la hauteur barométrique

0m760etdela température 16°, pour lesquels la densité contenue

dans la table est 1 ,220 1 ; remarquant que d'après la table pour 4°

en moins on a une différence de 0.0185 en plus, et que pour une

augmentation de 0m005 sur le baromètre on a une augmentation

de 0.0080 sur la densité, on aura

2 6 0 005=1

8 = 1,2201+^0,0185+^0,0080 = 1,2361.

Puisque s = 0,655 on aura 2s — 1 = 0,31 .

La quantité à retrancher pour tenir compte du degré d'humidité

sera 0.0058 . 0.31 = 0,001 8. et la densité cherchée sera

8 = 1,2343.
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mouvement des projectiles dans L'air.

60. Considérations générales. La solution générale de

la question du mouvement d'un projectile dans l'air, a été

regardée comme un des plus difficiles problèmes d'ana

lyse. Ce problème a été, à plusieurs reprises, proposé au

concours par les sociétés savantes, et, les géomètres les

plus distingués ont essayé de vaincre les difficultés qu'il

présente; Euler, Lambert, Besout, Dorda, Tempelhof,

Legendre, Français, l'ont attaqué par des méthodes sa

vantes et profondes, dans l'hypothèse que la résistance

du milieu était proportionnelle au carré de la vitesse du

mobile ; cependant aucune méthode rigoureuse n'a pu

jusqu'ici exprimer une relation finie entre les angles de

projection, la vitesse initiale et l'amplitude du jet; peut-

être même ne pourra-t-on jamais résoudre celte question

dans toute sa rigueur; aussi l'on a dû recourir à des

méthodes d'approximation. Dans les unes, on a rejeté des

quantités qui embarrassent le calcul et qui ne semblent

pas influer d'une manière sensible sur les résultats; dans

les autres, les résultats ont été exprimés au moyen de

séries qu'on est dans l'impuissance de remplacer par des

expressions finies.

Si les difficultés du problème du mouvement des pro

jectiles, dans un milieu résistant, ont été aussi grandes
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lorsqu'on a supposé la résistance simplement proportion

nelle au carré de la vitesse, qu'elles ne devront pas être

celles que présenterait ce même problème, dans l'hypo

thèse d'une résistance exprimée par deux termes. On ne

peut donc espérer de le résoudre que par approximation.

Une nouvelle difficulté se trouve introduite par l'emploi

des projectiles oblongs tirés dons les armes rayées d'où

résulte pour eux un mouvement de rotation ; car , outre

la résistance tangenlielle, la seule dont on tient compte

lorsque l'on considère les projectiles sphériques, il faut

ajouter ici l'effet qui résulte de la forme oblongue du pro

jectile, de l'inclinaison de l'axe de figure sur la trajec

toire et du mouvement de rotation ; trois circonstances

d'où résulte une dérivation assez grande pour qu'on soit

obligé de la corriger dans le pointage.

Dans l'espèce et le degré d'approximation que nous

rechercherons, nous aurons toujours en vue les applica

tions utiles et nous éviterons de compliquer outre mesure

les formules, dans le seul but d'embrasser tous les cas,

même ceux qui ne se rencontrent pas dans l'application.

C'est peut-être pour n'avoir pas élé assez pénétrés de cette

idée, que les géomètres distingués qui se sont occupés de

la balistique, et en particulier Legendre, n'ont pas amené

cette science au degré d'utilité qu'elle aurait pu atteindre.

Nous considérerons le cas le plus général du tir, sous

de très-grands angles de projection et avec de très-grandes

vitesses, dont l'usage restreint jusqu'à présent par suite

de l'incertitude qu'il présente, s'étendra de plus en plus

comme conséquence du perfectionnement qui s'introduit

dans l'emploi des bouches à feu. Nous nous attacherons

plus particulièrement au cas des vitesses modérées, les

plus habituellement usitées dans le tir sous les grands

angles de projection, et à celui des grandes vitesses sous

les petits angles de projection.

i\
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Dans les deux cas que l'on vient de ciler, il n'est pas

possible de représenter la résistance par un seul terme

proportionnel au carré de la vitesse, même en détermi

nant le coefficient de la résistance pour chaque cas par

ticulier. La vitesse est alors trop variable depuis le point

de départ jusqu'au point d'arrivée. Dans le tir sous 45°,

par exemple, même à de petites distances, celte vitesse

varie dans un rapport plus grand que celui de 1 à \A,

ou d'environ 10 à 7; par suite, les formules auxquelles

sont arrivés les savants géomètres que nous avons cités,

reposant sur une loi inexacte de la résistance de l'air, ne

peuvent pas représenter exactement le mouvement des

projectiles, même lorsqu'ils sont sphériques et sans mou

vement de rotation. La question analytique, sous ce rap

port, présente donc des difficultés nouvelles plus grandes

que celles que l'on a déjà surmontées.

61. Equation différentielle de la trajectoire. Soit 0 le

point de départ du projectile (Fig. 14), V sa vitesse ini

tiale suivant OA, 9 l'angle de projection au-dessus du plan

horizontal, h la hauteur due à celte vitesse, P le poids du

projectile, R son rayon, D sa densité, x et y l'abscisse

horizontale et l'ordonnée verticale d'un point quelconque

M de la trajectoire comptés dans le plan vertical de pro

jection et v la vitesse du projectile en ce point ; soit de

plus, s la longueur de l'arc OM, t le temps employé à le

parcourir, 6 l'angle d'inclinaison de l'élément de la trajec

toire ou de la direction du mouvement du projectile lorsqu'il

est arrive en ce point; soit p la valeur de— qui représente

la tangente de l'inclinaison de la trajectoire, on aura

du dx . . du ds

-^- = » = tangfl. cos8 = —-, smO = -^- et v = — ;
dx r 8 ' <U ' ds dl'

soit g la pesanteur, ou la vitesse acquise par un corps



MOUVEMENT BANS LAIR. 83

après la première seconde de sa chute dans le vide,

et p la résistance de l'air, que nous savons être (55)

P = A*RVM+ -J, et qui est supposée agir, à chaque

instant, suivant la tangente à la trajectoire,

p

- étant la masse du projectile, la force accélératrice

due à la résistance de l'air sera

Pp.

les composantes horizontales et verticales de cette résis

tance seront

pPds pPds

La pesanteur agissant dans le plan vertical des coor

données qui passe par la ligne de projection, la résistance

de l'air agissant tangentiellement à la trajectoire, et au

cune autre force que cette résistance n'ayant action sur

le projectile, celui-ci ne sortira pas de ce plan vertical;

on aura donc pour les deux équations du mouvement,

conformément aux principes de la mécanique, savoir:

Suivant l'axe des abscisses,

,dx q dx ,

et, suivant l'axe des ordonnées,

Observons que si le poids P est celui du mobile mesuré

dans le vide, le poids dans l'air sera diminué du poids
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d'un volume d'air égal à celui du corps représenté par

P-, et que par conséquent le poids sera P(l ); la

force accélératrice due à la pesanteur réduite dans le même

rapport sera grfl — -}. Mais pour les projectiles de l'ar-

i

tillerie le rapport - est assez petit pour qu'on puisse le

négliger devant l'unité, et c'est ce que nous ferons.

Effectuant la différentialion en regardant dx comme

constant, on lire de l'équation (a)

Observant que dy = pdx et que par suite d'y = dpdx,

la différentialion de l'équation (6) donnera

dpdx dyd't , a dy , .

ajoutant membre à membre à celle équation la précédente

multipliée par dy, on aura

(1) -£-- + gdt=0 ou dpdx + gdt' z= 0.

Cette équation, comme on voit, est indépendante de p

et subsiste quelle que soit la relation de la résistance de

l'air à la vitesse.

Différenciant cette équation, puis tirant la valeur de

d't, divisant celle-ci par la valeur de dt' tirée de l'équa

tion (1) elle-même, on aura

d't _ d'p

rfF — îdp"dt'
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Soustrayant cette équation de l'équation (c), on aura

gdt _£p_

*Vds Zdpdt v '

1 gr

Or,enfaisantcommeprécédemment(46,éq.5)— = A-a-R1-,

on aura

*-b('+3-

ds

et, en remplaçant v par —, on aura

dt

g A ds' / lds\

d'après quoi l'équation (tf) devient

4 ds / 1 das d'jî

2cdf l + rit) ~2dpdt'

tirant de cette équation la valeur de — et élevant au carré,

on aura

dt1 Vdsdp / 'dsdp

en substituant à dt' sa valeur tirée de l'équation générale

dpdx -+- gcW — 0, on aura

\dulp l ' r* dpdx'

Enfin remplaçant ds par sa valeur d#\/l + p', puis />

dy dp d'y d'p dy3

Par S' £ Par 5? et d7 Par *?» on oura pour ' equa"

tion de la trajectoire
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/ cd'_P A*_ gd + p^dx

[dpVÏ+fdx ) ' r' dp

ou

dhj d'y,/ dfVgf d,/Yd*y_

Cette équation est trop compliquée pour que les moyens

connus d'intégration permettent d'arriver à une expres

sion finie entre x et y.

Si l'on fait - = 0, ce qui est le cas de la résistance pro

portionnelle au carré de la vitesse, l'équation précédente

devient simplement.

(2) cd'p — dpdxVi + ;? = 0.

C'est sur le système des deux équations (I) et (2) qu'ont

été fondées jusqu'ici les recherches entreprises pour la

solution du problème balistique. Elles n'ont pu conduire,

même dans ce cas simple, les grands géomètres Ber-

nouilly, Euler, Lambert, Tempelhof, Français, qu'à des

valeurs approximatives ou exprimées par des suites infi

nies, dont ils ont calculé un certain nombre de termes,

et qui forceraient dans les applications numériques à des

calculs très-pénibles. Ces difficultés n'ont pu être évitées

par Dorda, Besout, Legendre et Français, qu'au moyen

de formules dont le degré d'approximation a dépendu des

complications auxquelles ces géomètres ont consenti à

s'astreindre. Nous essaierons de suivre une marche diffé

rente qui nous conduira plus promptement aux résultais

que nous cherchons.
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C2. Equation différentielle d'un arc de trajectoire. Re

prenons les équations (a) et (b) du mouvement

Effectuant la différentiation en regardant d£ comme cons

tant, remplaçant p- par sa valeur — (i + -), on aura
P 2c » ri

(3) dF=-s,'(1+;J*

et

v ' df <2.c \ ^ ri ds v

L'équation (4) par la substitution de la valeur du fac-

dx

leur de — de l'équation (3) devient

d'y d'xds^dy d'xdy

dF~~9+'dFdxds~~g+dT'dx'

dij dx

Or, on a dy = pdx ou — = p--, d ou, en différenciant,

d'y d'x dpdx . , . d'y

— = p 1 et par conséquent, en substituant —-
df ' df dtdt* ' df

on aura

dp dx

& dldl = -g-

Pour faire disparaître la valeur du temps et avoir une

équation de la trajectoire, reprenons l'équation (3)

v\ dx

d?

d'x * . t* j_ v\ '
-dF=-ïcV[i + rY

Remarquons d'abord que le second membre exprime
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la composante horizontale de la force retardatrice de l'air

l

et que dans le vide — serait nul. Remarquons aussi que

ds

le rapport — d'un élément de l'arc de la trajectoire à sa

projection horizontale, ou la cotangenle de l'inclinaison

est variable d'un point à l'autre de la courbe. Si donc

dans le second membre on modifie légèrement le facteur

ds

—, on ne fera que modifier, dans le même rapport, la

dx

grandeur qu'on attribue à la résistance de l'air, et si on

remplace cette valeur variable le long d'un arc de trajec

toire d'une certaine étendue, par une valeur moyenne le

long de cet arc, on altérera légèrement cette résistance

en chaque point sans altérer sa moyenne; l'on ne commet

tra ainsi qu'une très-légère erreur dont on appréciera plus

loin l'importance. Il sera donc permis, pour un arc de

ds
grandeur limitée, de remplacer la valeur variable de —•

dx

par sa valeur moyenne dans l'étendue de cet arc, c'est-à-

dire par le rapport de l'arc entier « à sa projection x ;

soit a. ce rapport.

r, • , • . . , <** , ds dx

Puisque la vitesse v est égale a — ou a -— , on aura
1 ° dt dxdt

aussi v = *— ; d'après cela, l'équation d'un arc limité

de longueur sera

'x _ « rdx\*f a.dx\

ë~~ %;\lï) { +rdt)'

d'x

"dt1

en représentant par v, la composante horizontale de la

, dx

. vitesse en chaque point qui est — , on aura

dv,*—«-•(«+;-).
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et puisque — = v, , on aura aussi en divisant membre à
dx

ue

membre

dv, a /. a \

ïJ—£•'(*+;•■)•

Ces équations donnent la valeur de </# et de dt en

fonction de t>, et on peut les intégrer; en effet, on aura

par les procédés connus '

dx—l 2c «foi 2e /de, « du, \

et, en intégrant,

x = —— [log«, — log U + -t>, X\ -f- const

2c 1+;'"
= — log y- const.

a v,

Déterminant la constante par la condition que la vitesse

initiale soit V, c'est-à-dire qu'à la fois la valeur de v , soit

la composante horizontale de celle vitesse ou Vcos<p, que

nous représenterons par V, et que x soit 0, on aura

■h l£±j *, ,+&

x = —log— ou a;=—log-

•■(«+?•) "'<+;?;'

1 Si l'expression de la résistance de l'air contenait d'autres puis

sances de la vitesse que la deuxième et la troisième, on obtiendrait

également la valeur de dx en fonction rationnelle de v , et son

intégrale.

12
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dx

d'où l'on tire la valeur de v, qui n'est autre que — , et,

en représentant par e la base des logarithmes népériens,

on aura

dx v,
,|B«,S- '

élevant cette quantité au carré et divisant membre à

membre avec l'équation (5), on aura pour l'équation dif

férentielle d'un arc de la trajectoire

<6ï

l=-£R<+*)-£T

63. Equation finie d'un arc de la trajectoire. Faisant

passer dx dans le deuxième membre, développant le carré

et remplaçant ^— ou par , en rappelant

que Y* = Sgh, on aura

*=-^[(<+v)--^(<-^)^>.->

Intégrant et déterminant la constante par la condition

qu'on ait à la fois x = 0 et p = tangç, on aura, puisque

' = £•

rf.c
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Faisant passer dx dans le deuxième membre, intégrant et

déterminant les constantes par la condition qu'on ait à la

fois x = 0 et y = 0, on aura

Cette expression peut se mettre sous la forme

ax
—- ax
ec 1

x )/, . aV, \» c
i/ = ;rtangl> — — —((H -)

^cos^jV ri 1 /<xx\*

2\T)

eut

.fr . «V,>"V, 2c «'V,'|

A r / r 1 /our\3 r5

2\2c/

Nous représenterons par une même caractéristique F la

forme des fonctions de x qui multiplient fl-4-— ) et

/ «V.vaV,

[H 1 — et qui ne différent entre elles qu'en ce que

ax ax

— est remplacé par — ; c'est-à-dire que nous écrirons
c 2c

H")=-ï7^- •• '(5)'
2c

1 /«œ\' V2c / 1 /<kc\'

2\TJ 2V2Ô7
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L'équation de la trajectoire deviendra alors

»—••-b£ï(('+t1),'(")

Telle est l'équation d'un arc de la trajectoire dans l'air,

lorsque la résistance de ce fluide est exprimée par deux

termes proportionnels, l'un au carré, l'autre au cube de

la vitesse, que cet arc est d'une étendue limitée, et

que dans le facteur de la résistance de l'air on remplace

les cotangenles des inclinaisons en chaque point par leur

moyenne ou par le rapport de l'arc à sa projection.

Si l'on compare celte équation à celle de la trajectoire

dans le vide qui est, comme on sait, y=xlang<p ,
Ah cos* <p

on verra qu'elle en diffère en ce que le second terme est

multiplié par une certaine fonction de x et de V divisés

C V

respectivement par les quantités constantes - et -. On

remarquera en outre que le second terme représente

rabaissement dû à l'effet de la pesanteur; le premier étant

au contraire l'élévation qui serait due à la vitesse du pro

jectile s'il s'avançait en ligne droite suivant la direction

de la ligne de projection.

En représentant cette fonction par ik(x, V), c'est-à-dire

en écrivant

l'équation de l'arc de la trajectoire deviendra simplement

(7) y = «ta„,_Sï|l-*(x,V).
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L'expression de la hauteur du projectile à une distance

donnée x, ne diffère donc de ce qui aurait lieu dans le

vide qu'en ce que l'abaissement est augmenté

dans le rapport de ift>(a;, V) à 1.

64. Inclinaison, durée, vitesse. La valeur de Vinclinai

son de la trajectoire en un point quelconque s'exprime

aussi très-facilement au moyen de la valeur précédente

de p qui n'est autre que tangS; on aura donc

-ï(<+^p-<)+^l'

expression qu'on peut mettre sous la forme

B 2/»cos-'9j\ ri

rji.l

«V,\*ev— 1

C

*('
+
^)

a.t

aV,\aV, e^ — i a^V,2

r KX

Te

En représentant par la caractéristique F'ies fonctions de

x qui entrent dans les termes sous la parenthèse, c'est-à-

ax ax

e c — 1 „. (ax\ C~c — 1

dire en écrivant = F'( — 1 et =F 5- ,
«X \ C I ax VlC/7

T 2c

on aura
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-*-"-"-B=iîl(4+T')V(7)

Enfin, on remarquera que la quantité comprise entre

— J comme la fonction

nfi qui se trouve dans l'équation de la trajectoire l'est

avec F(—)> nous pourrions la désigner par ii»'(x,\);

mais pour indiquer qu'elle se rapporte à l'inclinaison,

nous préférons la représenter par une caractéristique

distincte 3 et nous écrirons

L'expression de la tangente en un point quelconque de

l'arc de la trajectoire sera donc simplement

(8) iang8 = tangç-§j-^3(x,V).

Dans le vide, on aurait comme on sait

tangO = tangtp — ■ x ,.

L'expression de l'inclinaison dans l'air (8) ne diffère dono

de celte dernière qu'en ce que l'abaissement angulaire

X

doit être multiplié par le facteur ô(x,\).

Durée du trajet. La durée du trajet en fonction de la

vitesse du projectile se déduit (62) de l'équation

dv,
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d'où l'on tire par les procédés connus

2c dt'i _ 2c /du, adv, a1 d«i

et, en intégrant,

2c pi a a / a \T

t = _^-+j>logu1— -log (! + -«. JJ + const

2/l -, i + ïV> V ,
= — \ log / + const.

« \ «, r v, /

Déterminant la constante par la condition qu'au com

mencement du mouvement t soit égal à zéro et que v,

soit la composante horizontale de la vitesse initiale ou

Vcosç = V,, on aura

(9) <=Lc[l_i__ïlog. ^ • i

«•(1+M

Expression de la durée du trajet en fonction* de la vi

tesse à l'extrémité de ce trajet. En vertu de la valeur déjà

trouvée (62) de x, celle de t se simplifie et devient

(-10) ' = - —v-) — -*■

Si de plus on substitue à v, sa valeur en fonction de x
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et de V, (62), on aura pour la valeur de t en fonction de

l'étendue du trajet parcouru

On arrive plus directement à celle relation en partant de

dx
la valeur de v, ou de — (62). En effet, en la renversant

on obtient

£-*•*"+
r J r

En intégrant et déterminant la constante de façon qu'on

ait à la fois x = 0 et i = 0, il vient comme ci-dessus

En mettant cette expression sous la forme

«V,\e'2c'-1 «V,

•-*(. («+*)■

2l

on reconnaîtra que le facteur de 1 +— est ce que nous

-J, de sorte quon

aura, en rappelant que V, =Vcos<p

Si l'on compare cette expression de la durée dans l'air
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à celle qui aurait lieu dans le vide, qui est comme on

X

sait É = , on verra qu'elle n'en diffère qu'en ce que

celle-ci doit être multipliée par le facteur entre paren

thèses qui est une fonction particulière de F'( — J et de

«V,

— , que, vu qu'il se rapporte à la durée, nous représen
ta

tcrons par ©; c'est-à-dire que nous écrirons

d'après cela l'expression de la durée sera

et l'on voit que le rapport de la durée dans l'air à la

durée dans le vide pour la même distance horizontale est

égal à celui de ûE>(#, V) à l'unité.

05. Vitesse. Nous avons déjà trouvé pour l'expression

de la vitesse (art. 62)

„,_ Il . (i2)

En remarquant que le dénominateur de V, est formé

eue X '

avec e'c, comme le facteur de dans l'expression

Vcos? *

de la durée (art. 64, éq. 11) l'est avec F'(r-), on verra

que l'on pourrait le représenter par une caractéristique

analogue ®'; mais comme elle se rapporte à la vitesse,

on la représentera par la caractéristique particulière t),

13

f Bayerische j

I Staatsbibliothek
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*

en faisant (l+ -V, ) c7c —— = v(x, V) de sorle qu'on

V V ' T

aura

V(x, V)

En remarquant de plus, que V, = Vcosç el que v,

= vcos8, on aura pour la valeur absolue de la vitesse

en un point quelconque

( ' ° XD(x, V)cos8"

Dans le vide on aurait simplement, comme on sait,

cos y

v = V , de sorle que l'expression de la vitesse du pro

jectile dans l'air à une distance horizontale x du point de

départ ne diffère de celle de la vitesse dans le vide qu'en

ce que la première est divisée par xd(x, Y); et, le rapport

de la vitesse dans l'air à la vitesse dans le vide est celui

de 1 à v(x, V).

66. Relations entre les facteurs par lesquels les équa

tions du mouvement dans l'air diffèrent de celles du mou

vement dans le vide. Il y a entre les facteurs par les

quels les équations du mouvement dans l'air différent de

celles du mouvement dans le vide, des relations qu'il est

utile de connaître.

Trois de ces quantités' sont, en appelant z la variable

olX ,

— , représentées par les trois fondions
c

e1 i e1 z 1

*, —— = F'(r) et , , =F(0-

1 Voir aux tables VII, VIII et IX les valeurs numériques de ces

• * "^ "V i -,

quantités qui sont toutes fonctions de — et de . Les tables sont

ainsi indépendantes de la nature des projectiles et de la grandeur

des coefficients de l'expression de la résistance de l'air.
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La première est l'exponentielle dans laquelle e est la base

des logarithmes hyperboliques, égale à 2,718281 828; sa

valeur est exprimée par la série convergente connue

La seconde se forme de celte première en en retran

chant le premier terme du développement et en divisant

le reste par le second terme ; elle a pour valeur

F'(r) = i+i+£+JL+ etc.

La troisième se forme également de la première, en en

retranchant les deux premiers termes du développement,

et en divisant le reste par le troisième terme ; l'on a alors

r
-3

Il est facile de voir qu'entre F(r) et F(2) il y a celle

F'(:) -1 e'— i

relation F(z) =—^—— , analogue à celle-ci F'(:) = ,

laquelle consiste pour l'une et pour l'autre à retrancher

le premier terme du développement, et à diviser le reste

par le terme suivant.

Chacune des trois fonctions e', F'(:), F(:) a l'unité

pour premier terme de son développement; les autres

termes sont tous positifs. Ces fonctions sont donc tou

jours plus grandes que l'unité, et elles s'en rapprochent

d'autant plus que z est plus petit; elles ne se réduisent

à l'unité que quand z est égal à zéro.

Les seconds termes des séries qui expriment la valeur

de ces trois fondions, sont respectivement z, ±z, jz; on

déduit les troisièmes termes des seconds en augmen



100 SECTION III.

lanl l'exposant de : d'une unité et en donnant au déno

minateur un second l'acteur égal au précédent augmenté

d'une unité; les quatrièmes termes et les suivants se dé

duisent des préeéden!s-de la même manière. On voit par

là, que quelle que soit la valeur de 2, hors le cas où cette

quantité est nulle, la valeur de F'(i) est plus petite que

celle de c', et celle de F(:) est plus petite que celle de

F'(:). Fufin, puisque le développement de e1 est toujours

une série convergente, le développement de F'(:) et celui

de F (2) seront plus rapidement convergents encore.

Dans un certain nombre de cas les séries sont assez

convergentes pour qu'on puisse se contenter d'un très-

petit nombre de termes. Ainsi pour F(:), si z — 7, le

second terme de la série est -J- , le troisième est égal à -^ ,

le quatrième à j—^, le cinquième à ^l-^ ; un terme aussi

petit que ce dernier est presque toujours négligeable; le

quatrième le serait dans beaucoup de cas.

e est exactement le. carré de e' ; mais si F (2) et F' (2)

ne sont pas respectivement les carrés de Fvïz) et de

F'(ïi), ils n'en différent que très-peu. En effet, en pre

nant les carrés de ces fonctions, et en les retranchant de

ceux de F (2) et de F'(:), on trouve

FW - [Ftë»)]' = h* + rir;S + rîr,* + ïï±t.7*s + ••••

(B+5)(n-M)g'- + B + S— g'»»..

3.4.... (« + 4)2"-'

F'W - [F' (H* = i-.z" + -h*? -+- j^*4 + ttÎtô*5 + ....

(n-2)g— + 1

~*~ 2.3.4.. ..(n + 2)4"—

de sorte que quand z est une petite fraction, ces diffé

rences sont très-petites.

67. Les fondions représentées par les caractéristiques
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ift, 3, (£> et t),' et qui sont composées, comme on l'a dit,

des fonctions F'(z) et du rapport — que, pour simplifier
Y

les expressions, nous représenterons par V0, ont des pro

priétés analogues à celles des fonctions F et F'.

En effet, si l'on élève au carré x)(x, V), qui a pour

valeur (1 + V0)e2 — V0, on aura

[©(x, V)]' = (1 + V,)'* - 2V0(1 + V0)>+ V,« ;

celte quantité est composée en c comme celle qui est

représentée par la caractéristique iii, l'est avec F(z) et

comme la fonction 3 l'est avec F'(:). Cette propriété nous

aurait permis (art. G<i) de représenter celle-ci parti»,'; de

sorte que vu l'analogie avec les précédentes, on pourrait

représenter la première par la caractéristique tll" et écrire

PO(x,V)]» = afl,"(*,V).

Remarquant en second lieu que les valeurs de [F'(jz)]'

et de [F(jz)]* ne sont pas tout à fait égales à celles de

F'(-) et de F(z), mais qu'elles n'en diffèrent que très-peu

quand z est petit, l'on aura, en représentant par (Qt [x, V)

la fonction (©(.£, V) quand on y remplace F'(:) par F(z),

3(x. V) - [©(*.V)]« = (\ + Vor(i1z>+±z?+1^nrJ+...,

(n-2)2"- + i

2.ZA. .,.(n

-)2-' + i \

' ' (h+-2)2"~' ' "")'

M-': V)- [©.(*. V)]' = (1 + Voy^z'+^'+^-K...

(n+5)(n+4)2"-'+» + 5—2"+3 „ \

3.4. ...(b+4)2"-j -*-J

1 Dans la première édition de ce Traité, en ■18-18, les raractéris-

tiques adoptées étaient <(■ et I' au lieu de ift, et 3 et x' et x" au lieu
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Ces quantités sont très-petites quand z est une petite

fraction, V„ n'ayant jamais une grande valeur.

Remarquons aussi que les valeurs de ©(#, V) el de

(&(x, V) ne diffèrent entre elles qu'en ce que e" est rem

placé par F' (2); de sorte que pour la valeur de z' qui

représenterait — et qui serait telle que e = F'(~), on

aura

X)(x, V) = cD(i', V).

De même, pour les valeurs de xt telles qu'en représen

tai •. Tl I \

tant — par z, on ait I' (:,) = e', on aura

c

©(*, V) = ûb,(x,, V).

Il existe une relation semblable aux précédentes entre

les valeurs des fonctions représentées par les caractéris

ai at'

tiques \ft> et 3. Kn effet, si les valeurs de : = — et : = —
1 ce

sont telles qu'on ait F(:) = V'{z'), la différence entre

*(*, V) = (l+V0)«F(a)-2V«(l +Y.)F(«-s) + V.')

cl

3 («• , V) = (1 + V.)' F' (*') - 2V„ (t ■+• V.) F' (• z1) + V

sera simplement

*(x. V)-3(x'. V) = 2(1 + V.,)V„[F'(i 0— Fa*)].

c'est-à-dire que 3 (3?, V) ne sera inférieur à iffefo V) que

de la quantité (1 + V0)V„X2[F(^')-FGz)].

Or tant que : n'est pas considérable, F'iU1) n'est qu'un

de ut) et 13. Si elles laissaient entrevoir plus facilement les relations

qui existaient entre elles, elles présentaient la difficulté de l'ex

pression et laissaient craindre des confusions.
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peu supérieur à F({z) et comme V0 ne dépasse presque

pas en général une unité, (1 ■+■ V0) V0 ne dépassera que de

trés-peu deux unités; le produit

(l + V„)V.xî[F*(i*') — F(î«)]

sera donc presque toujours une très-petite quantité.

On a utilisé cette propriété dans l'établissement des

tables numériques des diverses fonctions, de manière

qu'une seule table a pu donner les valeurs de <© (x, V) et

de v)(x, V), et une autre donner les valeurs de u>,(a;, V)

et de a(x, V), comme on va l'indiquer.

Après avoir calculé pour un certain nombre de valeurs

de \'0 les valeurs de X)(x, V) relatives à une série de

valeurs de z, ce qui donne une table à double entrée,

on a calculé la série des valeurs de î' qui donnaient

F'(z') = e", et on les a inscrites en regard des valeurs

de z; de celle façon, et pour chacune des valeurs de V0,

en entrant dans la table par la ligne des z on trouve les

valeurs de xd(x, V), et en entrant par la ligne des z' on

trouve les valeurs de Od(x, V).

Il en a été de même quant aux valeurs de nh et de a.

Après avoir calculé pour un certain nombre de valeurs

de Vo les valeurs de ife correspondant à une série de

valeurs de :, ce qui donne une table à double entrée,

on a calculé la série des valeurs de z' qui donnaient

F'^*) = F(z), et on les a inscrites en regard des valeurs

de z; de celte façon, et pour chacune des valeurs de

Vo, en entrant dans la table par les valeurs de z, on

a les valeurs exactes de ifl>(£, V), et quand on y entre

par la ligne des valeurs de z', on obtient une valeur qui

n'est supérieure à 3(x, V) que de la quantité

(1+V„)V0x2[F'(iî')-Ftts)]:

de sorte que trouvant calculé pour chaque valeur en
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regard de i et z' le double de la différence F'^z') — F(^:),

et inscrit dans chaque colonne, sous le nom de correction

négative, il n'y a plus qu'à multiplier dans chaque cas

celte dernière quanlilé par la valeur de (1 4-V0)V0, et

retrancher ce produit de la valeur de i)i>(.r, V) donnée par

les tables. Cela a permis de réduire à moitié l'étendue des

tables numériques'.

08. Simplifications lorsqu'on suppose la résistance de l'air

proportionnelle au carré de lu vitesse. Si la résistance de l'air

était supposée proportionnelle au carré de la vitesse, il

faudrait faire - = 0, ce qui donnerait ?— — -v ; dans ce
)* r J.C

cas, les fonctions composées représentées par les caracté

ristiques iiî, et 3, cO et "O se réduiraient respectivement

aux fonctions simples représentées parles caractéristiques

F, F' et par e\ c'est-à-dire que ift>(aj, V) se réduirait à

eux

F("), 3(*,V) à F'(f), ofc V) à F (g), v(x,\) à e",

et l'on aurait pour les lois du mouvement des projectiles

ta„ge = tang?-^-/'(^),

_ x 17/,<^M _ _y_ cosv

'~~ VcÔsT l'2c/ ' ' «-r'cose'

A mesure que x devient plus petit, c'est-à-dire à mesure

que l'on considère des arcs de moindre étendue, ou que c,

qui croit avec le diamètre et la densité du projectile, est

plus grand, les valeurs de F ("), F'(^), V [-) et e'lc

' Voir les tables numériques X et XI, XII et XI11 de ces fonctions.
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rapprochent de l'Unité ; il en résulte que l'influence de la

résistance de l'air, dont ces fonctions tiennent compte, va

en diminuant de plus en plus, et que le mouvement se

rapproche de ce qui aurait lieu dans le vide. Pour ce

dernier cas il faudrait supposer p = 0, et par conséquent

i = 0, alors les fonctions F (~), F'( j), F g) et F*

seraient toutes quatre égales à l'unité, et on retomberait

sur les formules du mouvement dans le vide.

Ainsi , à mesure que l'on considère des arcs de moindre

étendue ou des projectiles de plus fort calibre, ou de plus

grande densité, l'arc de trajectoire dans l'air se rapproche

de plus en plus de l'arc de la trajectoire (fans le vide,

c'est-à-dire d'un arc de parabole.

69. Tables des valeurs représentées par les caractéris

tiques F' et F. Les valeurs qui caractérisent l'effet de la

résistance de l'air entrant dans toutes les applications nu

mériques des lois du mouvement des projectiles, des

tables de ces valeurs étaient indispensables; elles ont été

calculées avec le degré de précision suffisant et néces

saire. (Voir à la fin de ce Traité.)

La table VII est celle des valeurs de e*, z étant ici la

ttX

valeur de — que l'on aura à calculera l'avance. Cette table

c

donne les nombres dont les logarithmes hyperboliques

sont 0,01, 0,02...., et croissant ainsi par 0,01 jusqu'à

3,00; quoi qu'on n'ait habituellement dans les applica

tions à n'employer que quatre décimales, on a donné les

trois décimales suivantes pour le cas où il serait nécessaire

d'arriver à un degré d'approximation plus grand; mais on

les a séparées par un intervalle blanc pour la facilité des

calculs ordinaires.

c*— 1

La table VIII donne les valeurs de F'(i) = pour



10G SECTION III.

des valeurs de z, de 0,01 en 0,01 jusqu'à 2,40, avec sept

décimales ; on les déduit facilement des valeurs de e* pourvu

que celles-ci soient calculées avec assez de décimales". On

a séparé les trois dernières décimales par un intervalle

blanc; les quatre premières suffisent pour les applica

tions ordinaires à la balistique. On peut alors calculer les

valeurs intermédiaires entre celles des tables par les par

ties proportionnelles aux différences.

et — - — i

La table IX donne les valeurs F(i) = 2 ou
Z

F'(î) — 1

2 avec sept décimales, de 0,01 en 0,01 jusqu'à

0,30, et avec* six décimales jusqu'à 2,40; les quatre pre

mières suffisant dans les applications ordinaires à la balis

tique, on les a séparé par un intervalle blanc. Les valeurs

intermédiaires à celles des tables s'obtiennent avec quatre

décimales par les parties proportionnelles.

Exemple. Calculer F(0.2117) avec quatre décimales. En re

marquant que F(0,21) est 1,0738 et que la différence entre

F(0,21) et F (0.22) est 0.0057. on aura

F(0,2117) = 1,0738 + 2z2°l? . 0,0037 = 1,0742.

On aurait pu de la même manière calculer F(z) avec cinq déci

males. Pour avoir six décimales exactes, on devrait recourir aux

différences secondes.

On sait qu'en général tant que les différences secondes ne sur

passent pas huit unités du dernier ordre, on peut se contenter

des parties proportionnelles sur les différences premières.

70. Table des valeurs représentées par les caracléris

' Cette table et la précédente m'ont été communiquées en 1853

par M. le capitaine d'artillerie Franchini ; j'ai calculé la table sui

vante des valeurs de F(i).
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tiques on. et a, table X. Cette table à double entrée a été

calculée avec quatre décimales pour toutes les valeurs

ax

de — ou z inscrites clans le haut de la table de centième
c

en centième, depuis 0,00 jusqu'à 1 ,50, et, de cinq en cinq

centièmes de 1 ,50 jusqu'à 2,00; elle est calculée pour les

«v,
valeurs de — ou V0) de cinq centièmes en cinq cen-

lièmes, depuis 0,00 jusqu'à 1,30. Ces tables contiennent

aussi les différences relatives à z et les différences relatives

à V0, excepté pour les valeurs de z supérieures à 1,00.

Chacune des colonnes verticales de la table X contient

les valeurs de ui,(:r, V) pour la valeur de z inscrite en tête

et pour toutes celles de V0 qui sont dans la première co

lonne de chaque page. Ainsi, pour z= 0,66 et Vo = 0,90,

c'est-à-dire pour \j!,(0,66; 0,90), on trouve dans la

colonne verticale qui porte à l'entête, z = 0,66, et en

descendant jusqu'à la ligne horizontale correspondnnt à

V0 = 0,90, on trouve, disons-nous, 1 ,5354. Lorsque la

valeur de z est comprise entre deux de celles qui sont

inscrites dans l'entètc du tableau, ou que celle de V0 se

trouve comprise entre celles de la première colonne ver

ticale, ou que cela a lieu pour l'une et pour l'autre, on

opérera par les parties proportionnelles. A cet effet, dans

chaque colonne relative à une valeur de z et à la droite

des valeurs de in>(aj, V), sous l'entête D.V0, on a inscrit

les différences entre les deux valeurs consécutives de

*(«, V) correspondant à deux valeurs respectives de V0.

Ces différences,. pour une augmentation de 0,05 dans la

valeur de V0, sont à mi -hauteur entre les deux valeurs

de ifb(x, V).

Dans une seconde colonne à droite, sous l'indication

D.z, on a inscrit les différences entre les valeurs afi,(a;, V)

voisines, relatives à la même valeur de V0 et correspon
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dant à un accroissement de 0,01 dans la valeur de z. On

prend sur chacune de ces différences une partie propor

tionnelle à l'excès de la valeur de z et à l'excès de la

valeur de V0 sur les valeurs inscrites dans la table, et on

les ajoute à la valeur principale de ift>(a;, V) du tableau.

Exemple. Trouver la valeur de il\>(x.V) pour « = 0,6627 et

V0-: 0.9379.

En parlant de 2= 0,66 et V„ = 0,90 auxquelles correspond

1,5354, et des différences D.V„ = 162 etD.z = 102, on aura

0 0027

^(0,6627 ; 0,9379) = 1,5354 + ôjôïôô0»010*

Pour plus de commodité on peut disposer les calculs numé

riques de la manière suivante :

.1(1,(0,66; 0.90) =1.5334

tVj 102 = 28

m 162 = 123

■Kl (0.6627; 0,9579) = 1.5505

L'emploi d'une règle à calcul pour calculer les parties proportion

nelles abrège beaucoup les opérations.

Lorsque z sera plus grand que 1 ,00. on aura à prendre les dif

férences D.z et D.V0 que l'on n'a pas inscrites dans les tables

dans la crainte de leur donner trop d'étendue.

Pour déterminer les valeurs de 5(x,\) dans laquelle on

représente — par z', on entre dans la table par les valeurs

de z' qui sont au pied des colonnes; les différences rela

tives à z' sont à la droite des valeurs de z' et indiquées

par l'abréviation Dif.

Ces différences ne sont pas, comme pour les valeurs

de ifi,(#,V), égales à une quantité constante, choisie arbi
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trairement et qu'on a prise égale à 0,01 ; elles résultent

au contraire de celles-ci et vont en augmentant avec z.

Les valeurs de V0 et les différences restent les mêmes.

Au-dessous est le coefficient indiqué par le nom correc

tion ; il doit être multiplié par le produit V0 (I + V0) pour

la valeur que l'on considère, et le produit doit être re

tranché du résultat des autres opérations.

aX

Exemple. Soit à trouver la valeur de s(x. V) pour — ou

c

*' = 0.6627 et V„ = 0.9379. Pour z' = 0.6574 qui est dans

les tables et qui est inférieur à la valeur proposée de O.U013 et

pour Vo = 0,90. on aura (dans la même colonne que z = 0.96)

3(x.\)= 1.8758 et la différence avec la valeur immédiatement

supérieure à z' est 125. La quantité à ajouter au nombre de la

table sera donc — 0,0125; la différence relative àY0sei'a cal-

0,0070

culée comme ci-dessus, et en observant que le coefficient de cor

rection est 0,0055, on aura

0 0043
3(0,6627 ; 0,9379) = 1 ,8758 + -!Ï=j . 0,0125

•+£t^7> 0,0281 —0,0055.0,9379.1,9379 =1,8906.

Pour la facilité des opérations numériques, on disposera le

calcul comme il l'est ci-après, en considérant comme unités les

décimales du quatrième ordre :

3(0,6574:0.90) = 1.8758

f^ 123 = + 77

Hf 281 =-+- 213

Correct: 55.0.9379.1,9379 == — 100

3(0.0627:0.9379) = 1,8918

Celte manière d'opérer par parties proportionnelles sur plu

sieurs différences peut donner une erreur de deux unités du der
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nier ordre, ce qui est sans inconvénient notable pour les applica

tions ordinaires de la balistique.

71 . Table XI des valeurs représentées par les caractéris

tiques v et (D. Les tables des valeurs de x)(x, V) sont cal-

culées avec quatre décimales pour les valeurs de — ou z,
c

depuis 0,00 jusqu'à 2,00 et de 0,02 en 0,02, qui cor-

al

respondent aux valeurs de —, de 0,01 en 0,01 . Elles le

sont pour les valeurs de V0 de 0,05 en 0,05 jusqu'à

Vo=l,30.

Chacune des colonnes verticales correspond à une va

leur de z inscrite en tête. En face de chaque valeur de

V0 se trouve la valeur de xd(x, V) correspondante. On

opère d'ailleurs comme on l'a indiqué (70) pour la valeur

de ^{x, V), en remarquant toutefois que l'intervalle rela

tivement à z est double, et que la différence relative à V0

est constante et écrite une fois pour la colonne et au bas,

ce qui simplifie les tables ; elle est désignée par Dif.

Soit pour exemple à trouver la valeur de t)(x, V) pour

* = 0,5254 et V0 = 0.9570. on aura

0 (WSi
©(0,3254; 0,9370) = 1,3297 + ^L^. 0,0224

' +SB-M--W-.

Pour plus de commodité, l'opération peut être disposée comme

ci-après :

0(0,5200.0.9000) =1.5297

&i 224 = 61

ÎK 87 = 64

0(0.5254. 0,9570) = 1 ,5422
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Pour trouver les valeurs de ®(x, V), on entre dans la

aX

même table XI par les valeurs de z' = — inscrites au pied

des colonnes verticales; les différences entre les valeurs

consécutives sont inscrites à droite, sur la même ligne, et

désignées par la caractéristique d. 11 n'y a pas de correc

tion à apporter au résultat comme pour les valeurs de

3(*,V).

Exemple. Soit à trouver la valeur de a>(x. V) pour * ou
c

s' = 0,5254 et V0= 0.9370. On remarquera que la valeur de

z'. des tables, inférieure à la quantité donnée, est 0,3158; la dif

férence avec la suivante est 588; la différence relative à Vc étant

42, on aura

(©(0,3254; 0,9370) = 0,1582 + tt» 207 + JH 42 = 0,1664.

Pour plus de facilité, on disposera l'opération comme ci-des

sous :

09(0,3188.0.90) =0,1582

= 51

m& = 3i

^207 51

CD (0.5254. 0.9570) =0.1064

72. Tables à trois décimales pour les valeurs de ifi,, 3,

o et CD. Outre ces deux tables à quatre décimales (art. 70

et 71), on en a établi deux autres à trois décimales seu

lement, et variant, pour la valeur de z, par intervalle cinq

fois plus grands, c'est-à-dire de 0,05 en 0,05 pour les

valeurs de in>(x, V), table XII, et de 0,10 en 0,10 pour

les valeurs de X!)(x,\), table XIII. Elles ne contiennent

pas les différences relatives à z ni à V0, ce qui force à les

déterminer pour ebaque opération, mais elles offrent l'en

semble des valeurs sur une seule page. A cela près, on

opère comme pour les tables X et XI.
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Il en est de même pour le calcul des voleurs de 3(2, V)

el celles de (Q{x, V) pour lequel on cnlrc dons la lable

par le pied des colonnes verticales. La correction pour

les premières s'opère de la même manière que pour la

table X.

73. Propriétés générales du mouvement des projectiles

dans l'air. Nous allons exposer plusieurs propriétés du

mouvement des projectiles que l'on peut démontrer sans

être arrivé à l'équation finie de la trajectoire dans l'air.

Vitesse. A mesure que le projectile s'élève dans In branche

ascendante, la vitesse diminue tant par l'effet de lu pesan

teur que par celui de la résistance de l'air. Durant les pre

miers instants après le passage au sommet de la trajectoire,

la vitesse va encore en décroissant par l'effet de la résis

tance de l'air; mais neu après la pesanteur commence à

agir sensiblement pour contrebalancer celle cause de dimi

nution. Son effet augmente avec l'inclinaison de la direc

tion du mouvement, de sorte qu'à une certaine dislance du

sommet, il compense celui de la résistance de l'air; la vi

tesse est alors au minimum. Au delà, la vitesse augmente

par la prépondérance de l'effet de la pesanteur qui agit

suivant une direction de plus en [dus rapprochée de celle

du mouvement du mobile; mais la vitesse n'augmente pas

indéfiniment, parce que l'effet de la composante de la

pesanteur suivant la direction du mouvement, a pour li

mite le poids du mobile. La vitesse de celui-ci ne pourra

par conséquent pas dépasser celle pour laquelle la résis

tance serait égale au poids du corps dans l'air. Celte vi

tesse sera donc donnée (50) par l'équalion

p(l-£) = A.Rv(l+y ou 2ffC(l-^) = V'(l+i),

ou plus simplement, en négligeant la densité de l'air de

vant celle du projectile, par l'équation
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2<,C = v'(l+£).

On voit par là que la limite de la vitesse sera d'autant

, , , P . 2RD

plus grande que c qui est égal a ou a , vu que
2^A«rR' 3 Ao

P =—rR'D, sera lui-même plus grand, ou que le projectile

sera d'un plus grand diamètre et d'une plus grande den

sité, comme on l'a déjà vu (art. 56).

Ce que l'on vient de dire relativement au minimum de

la vitesse se déduit aussi de l'équation du mouvement. En

parlant de l'équation d'un arc de trajectoire pour lequel on

connaît la vitesse initiale V et l'angle de projection <p, la

vitesse en un point quelconque aura pour expression

(65, éq. 12 et 13)

cos*

(*+=w-»-;

On voit qu'à mesure que le projectile s'élève dans la branche

ascendante, x augmente ainsi que cos9 et par conséquent

que le dénominateur de la valeur de v augmente et que

la vitesse diminue. Mais, au delà du sommet, cos9 va en

diminuant quand x augmente, et il y a par conséquent un

point où l'eflel de l'accroissement de x compense l'effet

de diminution de cosô et que la vitesse est au minimum.

Pour déterminer l'abscisse de ce point, on substituerait dans

— , ou dans son égale V\ + p\ la valeur de » déduite
cos8 r r

de l'inclinaison de la trajectoire (64. éq. 8). On différen

cierait par rapport à a; et on égalerait le résultat à zéro;

mais l'expression qui en résulterait serait trop compliquée

pour qu'il soit utile de la rechercher ici.

15
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74. Asymptote. Dans la branche ascendante la vitesse

allant en diminuant, par les deux effets réunis de la résis

tance de l'air et de la pesanteur, à mesure que le projec

tile s'approche du sommet, il s'ensuit que si l'on considère

la trajectoire en deçà du point de départ, la vitesse doit

au contraire aller en augmentant indéfiniment à mesure

qu'on s'éloigne du sommet; mais l'inclinaison n'augmen

tera pas de la même manière.

On fait voir en effet (sect. V) que lorsque l'on suppose

la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse,

la branche ascendante a une asymptote dont on peut dé

terminer facilement l'inclinaison ; de plus, celle asymptote

s'écarte d'autant plus de la verticale que le coefficient de

la résistance de l'air est plus grand. On comprend donc,

que lorsque la résistance contiendra un second terme pro

portionnel au cube de la vitesse, il y aura aussi une asymp

tote et que celle-ci s'éloignera de la verticale plus que

dans le cas précédent.

On fait voir aussi que dans celte même hypothèse la

branche descendante a une asymptote verticale qui se

trouve à une distance horizontale finie du sommet. Il est

facile de voir aussi que quand la résistance de l'air sera

augmentée par un terme proportionnel au cube de la vi

tesse, la direction du mouvement se rapprochera plus rapi

dement de la verticale, et qu'il y aura aussi une asymptote

à une distance finie du sommet ; et que de plus celle dis

tance sera moindre que dans le premier cas.

75. Rayon de courbure. L'expression du rayon de

courbure est, en regardant dx comme constant,

dp

de

Or, la valeur de y ou de tang9 en un point quelconque
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d'un arc Je trajectoire et celle de — qui ont été données

dx.

(art. 62, éq. 6 et 64, éq. 8), étant substituées dans la

valeur de y on aura en un point dont l'abscisse est x

['+(<-—SS^)"]'

#î[t>(x,V)]«

Ce rayon de courbure appartient à un arc qui diffère un

peu de la véritable trajectoire en ce que, dans l'expression

de la résistance de l'air, on a remplacé le rapport variable

* 1 * w •

— par le rapport moyen - ou <*. Mais, si on suppose
dx x

l'arc extrêmement petit , auquel cas a. devra être remplacé

1 .

par , les deux arcs se confondront, et, au point de
cos<p

départ, pour lequel on a x = 0, v(x, V) = 1,

S(x, V) = 1, on aura simplement

» V,2 i- 2A

y = (1 +tang'<p)» . — = 2/i(1 + tang'*)2 = .

Ce rayon est donc indépendant de la résistance de l'air;

il ne dépend que de la vitesse et de l'inclinaison au point

donné et appartient aussi à la parabole qui est ainsi os-

culalrice à la véritable trajectoire.

Du côté de la brandie descendante où la vitesse va en

croissant jusqu'à devenir infinie , le rayon de courbure ,

proportionnel à h, serait infini, ce qui est la propriété de

l'asymptote ; du côté de la branche descendante, où <p va

en augmentant jusqu'à devenir un angle droit, tang<j> de

vient infini, y est donc infini aussi. Entre ces deux limites

il doit y avoir un point où le rayon de courbure est un

minimum. Pour connaître ce point, il faudrait considérer
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l'arc qui comprend la portion voisine du sommet et pour

lequel <ç et V devraient être déterminées, prendre la dif

férentielle par rapport à a; et l'égaler à zéro , on aurait

ainsi une relation qui servirait à déterminera;. Mais cette

expression serait très- compliquée; d'ailleurs la valeur

de <p étant pelile, l'arc de trajectoire approché s'écarterait

très-peu de la trajectoire exacte ; il en serait de même du

point cherché'.

Après ces considérations sur les propriétés générales

des trajectoires, nous allons nous occuper de leur déter

mination, des relations entre les portées, les angles et les

vitesses de projection, et des propriétés de ces trajec

toires directement applicables au tir des bouches à feu

ou des armes à feu.

7G. Rapport d'un arc à sa projection. Dans l'équation

que nous avons obtenue pour représenter un arc de la

trajectoire, est entré le rapport <* de l'arc à sa projec

tion, pour remplacer dans l'expression de la résistance de

l'air, le rapport moyen de ds à dx; cherchons ce rapport.

Considérons un arc AM commençant sous l'inclinaison

ç et se terminant sous l'angle <t>' (Fig. 15). Comparons-le

à un arc Am de parabole ou de trajectoire dans le vide,

commençant sous le même ongle <p et finissant sous des

angles égaux à <p'. Choisissons sur l'un et sur l'autre des

points rapprochés B, C, D... b, c, d... où les inclinaisons

soient respectivement égales entre elles, nous aurons ainsi

décomposé les deux arcs en éléments AB, BC, CD... ab,

bc, cd... commençant et finissant respectivement sous les

mêmes inclinaisons et ayant respectivement la même in

clinaison moyenne. Le rapport entre deux petits arcs cor

1 Nous indiquerons plus loin (sect. VI) un tracé de la trajectoire

qui donnera le minimum de la vitesse et le minimum du rayon de

courbure.
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respondants tels que DE, de et leurs projections DE', de!

sera sensiblement le même. A l'origine, les arcs élémen

taires de la parabole et de la trajectoire auront des lon

gueurs égales; à l'autre extrémité, les arcs de parabole

auront un peu plus d'étendue; mais la différence sera

très-faible et d'autant plus faible que la résistance de l'air

se fera moins sentir. Les rapports entre les arcs élémen

taires et leurs projections, étant respectivement les mêmes,

il y aura aussi à très-peu près égalité entre les sommes

de ces éléments ou entre les arcs AM, Am et leurs projec

tions AM', Am'. Cberchons ce rapport dans la parabole.

L'équation de la parabole et celle de l'inclinaison en

un point quelconque étant

dy
y = ztang? — — — et p=-2 = tangip

4/icos*? r dx e 2AcosV

la longueur d'un arc s sera

,=fds=fd,\/l +(g)\

d'où, en observant que dp — , on aura

a = 2/icos* <p/\/l -+- p* x dp.

En intégrant celte quantité, on trouvera par les pro

cédés connus

fdPVi+p*= \ [PV\ +P* + log(p+ V\ +p'-)] +const.'

' En remarquant que

= log ; * = -log(^ï+F+p),

vT+p+p
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Colle expression pcul prendre une autre forme, en re-

\

marquant que p = tangO, que \/l + p' = sécO = —-,

sin8 + 1
enfin que p -+- \/\ ■+■ p' = tangS -+■ sécfl = ■■ ^

= lang(45° + 79).' On aura ainsi en prenant l'intégrale

de façon qu'elle soit nulle pour p = 0, c'est-à-dire en

comptant l'arc à partir du sommet,

r ./ 1 / sinO , sinO-|-l\

*' e 2\cos'0 cosfl /

= - TtangO sécO + log ( tang45" + -8 J J ■

Désignant par la caractéristique £ celle fonction de 9,

, . ,. , . -\ 1 sinO , sinO-f-l\ -/a\. ;i
c'est-à-dire écrivant 3 —— -f-log—~-\ = ç(9); il en

2\cos0 cosO /

résultera que la longueur d'un arc compris entre les

points où les inclinaisons sont respectivement <j> et 9 sera

s = 27icos» *[?(<?) — f(8)],

el pour le rapport cherché de s à a;, ohservant que d'après

on reconnaîtra que quandp change de signe la valeur dej dxV \ +p'

reste la même, au signe prfs.

, En général sinb + sina = *ïïlifi±2.> et si 6 = 90» on aura

sinl» — sina tangy(6 —a)

1 ± sin" = ^g(/t5°+>) = tang(45o + *a)coUng(45. - 7«)

1 — sin a tang (45<> + 7 à)

1-t-sino 1-f-sina Vl-4-sina

= lane'^o -4- 7a) ; or = — - = . —'■>
*l Tih cosa V\-sm'a V\ -sina

donc l±lfL° _ tang(4fi» + ya).
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l'équation de la parabole ;r=(lang9 — tang9)2/*cos'<p,

on aura

s _ ?(<P)-f(8)

x tang? — tangO

On trouvera de la même manière

y 7(tang*ç— tang'6) i(tang? + tangO)

Lorsque l'on considère un arc compris entre le point

de départ et le sommet, il faut l'aire 9 = 0, ce qui donne

2(6) z= 0 et l'on a simplement

« _ g(»)

x tangip

qui se réduit à

«o = 7séc(p+ jcot(Flog(45" + ^<f)>.

77. CTto-ùc (/&$ points de division d'une trajectoire en

plusieurs parties. Si l'on examine les valeurs de *, on

verra que quand les angles sont très-petits comme de 0°

à 5°, le rapport de l'arc à sa projection ne dépasse l'unité

que de yfj environ, que pour un arc de 1U° à 0°, l'arc

ne surpasse sa projection que de 7^ environ, et qu'enfin

pour des angles de 15°, limite des angles de tir des ca

nons et des obusiers, l'arc ne surpasse sa projection que

de jj environ.

On a déjà fait remarquer que le rapport variable —

n'est remplacé par sa valeur moyenne - que dans les

' Voir aux tables les valeurs numériques de i(f), de ao et de a.
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termes qui tiennent compte de la résistance de l'air,

puisqu'il n'y entre que comme diviseur de c et comme

diviseur de r. L'erreur que l'on commet par cette subs

titution ne peut donc affecter que l'influence attribuée

au milieu résistant; elle est du même genre que toutes

les causes qui font varier la résistance de l'air, telle que

sa densité: sous ce rapport, on peut voir que même

en négligeant entièrement la voleur de « dans le tir sous

l'angle de 15°, c'est comme si c était augmenté de 57 de

sa valeur ou si la pression barométrique de l'air était

réduite dans une semblable proportion, c'est-à-dire de 8

à 9 millimètres de hauteur de mercure; c'est une quan

tité qu'on néglige habituellement dans les applications.

On ne pourrait plus négliger la valeur de l'inclinaison

de la trajectoire dans les arcs plus grands; mais il -est

permis comme nous l'avons fait, de remplacer la valeur

ds ».

variable de — par sa valeur moyenne - prise sur l'arc
dx x

entier.

Pour faire apprécier l'étendue des erreurs que l'on peut

commettre, comparons cette moyenne aux valeurs extrêmes

sur des arcs de différentes grandeurs et de différentes in

clinaisons, en remarquant qu'aux extrémités de ces arcs

ds , ,

lerapport— n est autre que la sécante tngonometrique

dx .

de l'angle sous lequel il se termine.

Celle comparaison est établie dans le tableau suivant

pour des arcs de 5° en 5°; pour des arcs de 10° en 10°;

pour des arcs de 15° en 15°; pour des arcs entiers à par

tir du sommet et dont l'étendue varie par 5°.
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Tableau du rapport des arcs s de parabole à leurs projections x,

comparé aux valeurs y ou sécantes des inclinaisons aux ex-

trémités de ces arcs.

1

■
SÉCA.NTES

RAPPORT
DIFF. M' RAP1*1

ÉTENDUE

RAPPORT
DIFP. DU RAPI1

« des arcs
moyen aux des arcs

moyen aux

y trigono-

métrii|ucs

a leurs

projec

val"extrê*»r^ des arcs

depuis 0*

à leurs
val" extrê™ ^

■
-

■s

projec

tions.

en en
tions.

en en

■-j

deg

moins plus.

deg

moins plus.

/60 2,0000

35
1,8009

1.0485

i i

G0 1,5802
3 2

51,7454
i &

i

1 4

l

1 u

50

145

1.555"

1,4142

t 8 i 7

1,4857
1_

55 1,2758
7

1

2 2 4

140 1.5054

1,5589

1 ,2G25

1

35

j_
i 50 1.2019 i. X

■ )55

§i/ 50

« ]25

i ,2208

1.1547

1.1054

5 1

1,1870

1.1285

1

5 8

i

3 5

45 1,1478
7T "71 1

424 4

120 1.0041
1,0851

1,0491

1

Ê 4 40 1.1073 x 1

1

U

F 15 1 .0555
7 0

1

7 6

1,0247
i_

55 1,0760 j_ JL

10 1,0154
» 8 1 0 B y 1 s

1 .0090

1,0015

1 1

5 1 ,0058
i 5 g

i

i y 3

i 50 1.0531
i

i 2

i

i y

\ o 1 .0000
4 0 2 7 88

'go 2,0000
25 1.0351

i i

i 50

«140

l,5o5/

1 ,5054

1.7750
y 7

1 rj 2 H

1,4270

1.22G9

Ta

i

t i
20 1.0217

I

2 5

1

te / ~ f\

i

. G

S < ûtl 1,1547
1.1 06G

i '2. 15 1,0118
1 1

o i 20

f 10

1,0641
1.0572

'i. 4

i

'i ft

1

8 5

1.0154

1 ,0000

1,0051

4 U)

1 00

iC

10 1 ,0052
1 _J

\ o
1 90

1 bO i y t>

/GO 2.0000
5 1.0015

1 1

A l 45

1.G975
1 X

402 7 8 8

1| 50

1,4142
I.2772 _i 1

0 1 .0008 P B

1,1547

1 .0555

1 1 1 0

1 .0887

1.0118

1 1

i 8 i y

i

v o 1 .0000
4 4 H 6

 

1fi
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D'après l'inspeclion des nombres contenus clans le ta

bleau qui précède, on reconnaît que pour des arcs d'un

même nombre de degrés, la valeur moyenne de — diffère

dx

d'autant moins des valeurs extrêmes, que l'inclinaison au-

dessus de l'horizontale est plus petite ; et, par conséquent,

pour que les différences soient égales, les arcs doivent

avoir d'autant moins d'étendue qu'ils s'écartent davantage

de l'horizontale ; ainsi , cette différence est de -— pour les

arcs de 0° à 20°, de 20° à 30° ou de 40° à 45°; elle est

de tV environ pour les arcs de 0° à 25°, pour ceux de 15°

à 30°, de 30° à 40° ou de 50° à 55° ; elle est de -^ au

plus pour les angles de 0° à 3C°, de 30° à 45° ou de 55°

à 60° ; elle n'est encore que de - environ pour l'arc de 0°

à 45°. Ces quantités sont les différences les plus grandes

et elles se rapportent aux extrémités des arcs; mais, comme

vers le milieu de chaque arc la différence est nulle, il s'en

suit que la différence entre - et — n'est moyennement
^ x dx J

que la moitié des fractions que nous avons indiquées. Si

ils

l'on remarque de plus, que la différence entre — et sa va-
dx

leur moyenne est d'abord en moins et ensuite en plus,

on verra qu'on prend au commencement une résistance

trop faible et à la fin une résistance trop forte, et qu'on

altère l'arc d'abord dans un sens puis dans l'autre; mais,

comme la moyenne des valeurs de — est égale à -, il
dx x

en résulte que les erreurs partielles se compensent à peu

de chose près sur l'arc tout entier tant qu'on reste dans

de certaines limites. Cependant, comme à la partie infé

rieure des arcs dans la branche ascendante la vitesse est

plus grande qu'à la partie supérieure, c'est comme si l'on

prenait la résistance trop faible; la môme chose se pré
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sentant dans la branche descendante, il s'ensuit qu'en

réalité les portées calculées seront un peu trop grandes;

on diminue la différence en multipliant les divisions.

On remarquera aussi que le rapport des àx dans la

portion qui comprend l'angle 0° est commune à la branche

ascendante et à la branche descendante, de sorte qu'il

s'étend à un nombre de degrés double de celui qui est

indique par les inclinaisons aux extrémités.

Lorsque les vitesses initiales ne seront pas considé

rables, et que les projectiles seront de fort calibre et de

grande densité, comme dans le tir ordinaire des bombes,

où l'angle de projection ne dépasse pas habituellement 45°,

ni les portées 1000 à 1200 mètres, l'influence de la résis

tance de l'air sera assez faible pour qu'on puisse embras

ser toute la trajectoire dans une seule formule, en prenant

(table V, 2e partie) la valeur de & qui convient; dans ce

cas, la plus grande différence entre la valeur variable de

ds

— et leur valeur moyenne est ■— en moins au commen-

dx

cernent ou à la fin du trajet, 4 vers le sommet de la tra

jectoire et moyennement -~j, d'abord dans un sens et

ensuite dans l'autre. La simplification ayant pour effet de

rendre la résistance trop faible au point de départ et vers

le point de chute, et trop forte au sommet, il en résultera

une trajectoire qui passera au-dessus de la véritable à

partir du point de départ; elle s'en rapprochera dans la

branche descendante, de façon que vers le point de chute

il n'y aura qu'une faible différence.

78. Valeur de la 'projection d'un arc en fonction des

inclinaisons extrêmes. Pour déterminer une trajectoire

lorsqu'on connaît la vitesse V et l'inclinaison <p au point

de départ, on la divisera en plusieurs arcs limités aux

points où l'inclinaison est donnée (77) ; on en déduira

immédiatement la valeur du rapporta (table V). La pro
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jeclion x de cet arc sera déterminée par la relation

X

—3(j-, V) = tang v — tangO.

2/i cos' <9

Mais x se trouvant en exponentielle en même temps qu'à

la première puissance dans la valeur 3(.t,V), on ne peut

l'exprimer en quantités finies; on l'aura par approxima

tion, en mettant l'équation sous cette forme

(i) — S(*,V) = (tang? — tang0)-2/tcos'q> = p,

Connaissant * d'après les angles q> et 9, et h d'après V, on

déterminera la valeur numérique du second membre, qui,

a

à l'exception du facteur - , n'est autre que la valeur qu'on

aurait pour x dans le vide. Ayant déterminé —-, on pourra

prendre plusieurs valeurs successives de —, et l'on déduira

c

pour chacune d'elles, au moyen de la table X, la valeur

correspondante de 3(2;, Y); on fera leur produit, et, lors

qu'on aura deux produits rapprochés qui comprendront les

valeurs du second membre, la valeur de — s'obtiendra,
c

avec le degré d'approximation nécessaire, par les parties

proportionnelles entre les différences.

ocx

La table XIV donne les produits de —s(x,\) tout for

més pour des valeurs de — = z, croissant par 0,01 jus-

. «V,

qu'à 0,40, et pour celles de — = V0 croissant par 0,05
Y

jusqu'à 0,50.

Connaissant V0, on cherchera dans la ligne horizontale

qui s'y rapporte, le nombre correspondant à la valeur de
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p, et on trouvera en tête la valeur de z cherchée. Ainsi,

pour V0 = 0,20 et p = 0,2386, on trouvera que p étant

dans la colonne z = 0,21 , la valeur cherchée est z = 0,21 .

La valeur de V0, ni celle de p, n'étant en général exac

tement dans la table, on calculera la valeur de z par les

parties proportionnelles. Pour cela, on partira du nombre

des tables correspondant aux valeurs de z et de V0 les plus

voisines, mais plus petites, et des différences avec les nom

bres voisins sur la ligne horizontale et dans la colonne

verticale (différences qu'on n'a pas inscrites afin d'évité,

la trop grande étendue des tables et qu'il faudra calcu

ler chaque fois). Un exemple rendra l'application facile.

Application. On se propose de déterminer l'arc compris entre

45° et 30° de la trajectoire d'une bombe de 27cm ayant à l'origine

une vitpsse initiale de 120ra:s. On aura V = 120m:s et de là

h = 734m0. <p = 45°. 8 = 30°; iang<p — tango = 1,0000

— 0,5774 = 0.4226; d'après la table V. entre 45° et 50°. on

a a =1.2772; on a aussi cos<p = 0,707 1. cos'ip = 0.5; et si.

comme à l'article 56, l'on prend 2R =0'"271 1, P=50kG0. on

\

aura c = 1655.0; on aura aussi - = 0.0023 ou V = 4511,,77.

r

D'après cela, on aura

\ Ttll

p = 0,4226 . j7=-: . 2 . 734 . 0,5 = 0,2393 ;

on aura d'ailleurs

Or, dans la table XIV, on voit que dans la ligne horizontale

Vo = 0,20, la valeur la plus voisine de />, mais [dus petite, est

0,2586 et qu'elle est dans la colonne z = 0,21 ; appelons A la

partie proportionnelle cherchée qu'il faut ajouter à 0,21 pour

avoir, avec V„ = 0,2482, la valeur de ;> donnée; on aura, en

ajoutant à 0,2386 les parties proportionnelles aux différences
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relatives à z et à V„, et qui sont respectivement 0,0129 et 0.001 5 ;

on aura, disons-nous,

0,2392 = 0,2386+ A°-^ h- 482°-^,

d'où l'on lire

0,2392 — 0,2386 — 0,0013
A = ~ feâ —= -0.0305;

ce qui donnera, pour la valeur cherchée,

z = 0,2100 — 0,0005 = 0,2095.

La valeur négative de A montre que la valeur de z. qui. à pre

mière vue, paraît devoir être comprise entre 0,21 et 0.22, est effec

tivement comprise entre 0,20 et 0,21.

Pour plus de commodité, on dispose l'opération comme ci-

après, où le nombre marqué d'un astérisque est calculé, comme

si l'on vérifiait l'addition.

Nombre proposé 0,2592

0.21.3(0.21;0,20) = + 0.2386

\ iiî — 7*
<j îini — — i

482^ = + 13

Somme égale 0,2392

d'où A= —=— 5 et de là 2 = 0.2095.

1,29

Si l'on eût opéré entre les valeurs z = 0,20 et z = 0,21,

l'opération eût été comme ci-après :

Nombre proposé 0,2392

0,20.5(0,20;0.20) = 0.2258

AfH =+ 125*

482^ = + U_

Somme égale 0,2292

et de là
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-I fVf)

A = -^i.0,W23 = 0,0096 et i = 0,2090;

ce résullat et le précédent ne différent que par suite de décimales

négligées ou forcées.

IXX

De la valeur z ou — = 0,2095, on tire
c

a'=îSSiG53=27i,"2;

c'est la projection horizontale de l'arc compris entre les deux points

ou l'inclinaison de la trajectoire est respectivement 45° et 30°.

Dans le vide, un arc de parabole entre les mêmes limites se

rait 510™.

79. Calcul des arcs. Maintenant, on va montrer com

ment on devra se servir des diverses formules pour ré

soudre le problème de la trajectoire dans une application

donnée. Nous le prenons d'abord dans toute sa généralité,

cas où il présente le plus de difficultés.

Supposons qu'on connaisse l'angle de projection ç>

(Fig. 16) et la vitesse initiale V, dont est animé un pro

jectile de diamètre et de poids connus, pour lequel on

connaît ainsi la valeur de c (table VI). Si la valeur de o

est de 45°, par exemple, et que l'on veuille obtenir une

grande précision , on divisera la trajectoire en trois arcs ;

on les choisira ainsi : le premier de 4-5° à 30°, de la

branche ascendante ; le second de 30° de la branche as

cendante, jusqu'à 30° de la branche descendante; le troi

sième de 30° à 45°, et au point de chute. On opérera

ensuite de la manière suivante :

1° On déterminera les valeurs de « (lab. V, 3e partie)

qui seront pour le premier et pour le troisième arc

r,_ g(45o)-?(30°) ^1C_7.2

tang45° — tang30° ' '

et pour le deuxième
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„ _ 1(30")

tang30<>

2° Dans l'équation (arl. 78, éq. 1)

<xX a.

— &(x,\) = (tangip4— tangB)-2Acos'<p = p,

V 2

on fera 9 = 45°, 8 = 30°, V, = Vcosç, 2/icos'<p = —

el on déterminera la valeur de x qui satisfait à l'équation ;

ce sera l'abscisse x? du point extrême du premier arc;

3° Connaissant x' on déterminera la valeur y' de l'or

donnée du point m' au moyen de la formule

4°' On aura la composante horizontale W de la vitesse

du projectile à l'extrémité ni' de l'arc, au moyen de la

formule

5° On aura la durée du trajet par la formule

<- = £©(*-, V).

Le premier arc Am' est ainsi complètement déterminé.

Pour déterminer le deuxième arc m'm", on opérera

absolument de la même manière, en faisant <p = 30°,

8 = — 30° el en remplaçant V, par la valeur de V,' qu'on

vient de déterminer : on obtiendra ainsi, rapportées au

point m', les coordonnées a?, y" du point de la branche

descendante de la trajectoire où l'inclinaison est a/' =

— 30°. On en déduira ensuite la composante horizontale

V," de la vitesse, el la durée /".
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Pour déterminer le troisième arc m"m'", on fera

<j> = — 30° et 6 =. — 4-5° et au moyen de la valeur V,"

on aura, de la même manière que précédemment, les co

ordonnées x"' et y'" du point de la branche descendante

de la trajectoire où l'inclinaison est — 45° (ym sera

négative). On déterminera aussi la valeur de V,'" et la

durée l'".

Ce dernier point m'" sera toujours plus élevé que le

point de départ, et si l'on veut obtenir le point de chute

sur un plan KL (Fig. 16), situé à une certaine hauteur b

au-dessus du point de départ , on devra encore faire une

dernière opération.

80. L'élévation du dernier point au-dessus du plan de

chute est égale à y' + y"-t- y'"— b; cette quantité pourra

être positive ou négative: si elle est négative, c'est que le

point de chute est plus élevé que le dernier point m'"; il fait

doncparlicdu dernierarcet il faudra faire y = y' -*-y"— b

a?

dans l'équation y 3= #tang<p ifb(£,V) qui s'y
4/icos'cp

rapporte et déterminer la valeur de x qui y satisfait. On

déterminera x à l'aide de la table X des valeurs de

i(b(a;,V) et au moyen des parties proportionnelles; pour

plus de facilité on mettra l'expression de y sous la forme

(2) -tang<P. —— -•(— ) DKas,V) = y,
w oc C 4/la'cos'cp V c /

et on essayera successivement plusieurs valeurs de — prises

dans les tables.

On peut, après avoir déterminé tàfe,]') pour la valeur

ax

connue de V et une valeur approchée de a; ou de —, dé-

terminer presque exactement la valeur de — en résolvant
c

17
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l'équation du deuxième degré relativement à cette va

riable. On trouvera par les formules précédentes les

valeurs de v, 8 et t qui y correspondent.

Si y'-i-y" + ym— b est positif, le point de chute sera

situé en dehors du troisième arc; s'il doit être peu éloigné

de m'", on le regardera comme sur le prolongement de

ce troisième arc et on le calculera comme on vient de le

dire; mais s'il devait en être très-éloigné , on estimerait

approximativement l'angle de chute sur le plan d'après la

différence entre les deux hauteurs. Soit <j>" cette valeur

approchée, on déterminera la valeur de al", qui est

«"»= .?(r)~^(45o) (tab. I et tab. V, 2<> partie) et l'équa-

tangip1' — tang45°

tion de ce nouvel arc sera

x'

y = xtangT — y. — ifefa-, V).

Dans cette équation on fera <j> == ?'", V, = V,m,

y m

2/icos'cp = -!— . On déterminera la valeur de x en met-

9

tant l'équation sous la forme de la précédente (2).

On obtiendra aussi la valeur de x en série, ou au moins

une première approximation, par le retour des suites, en

iah 2a/î

faisant — sinçcosç ou — sin2ç = m; on trouvera alors
c c

w tangç( M/isin'tp^L T3V ^ r )}
(4/isin'<p)'

+[5+5m(l+^)+g(t+^)()+!^)] <
1 (4/i sin'qj)1

+[„_,„(l+i)+-(t+i)-(5+|^)

+œV^)(<+!^)]<^W

Tant que y sera petit et h assez grand , les termes calculés
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de cette série seront suffisants pour une approximation.

On devra faire attention que dans le cas dont il s'agit y

est négatif, de sorte que les termes où il entre à la pre

mière et à la troisième puissance sont négatifs ; il en est

de même quant à m lorsque, comme ici , <p est négatif.

Connaissant ainsi cette dernière valeur de x que nous

désignerons par x", on aura comme précédemment la

valeur de l'angle final de l'arc , lequel sera ici l'angle de

chute ; on aura aussi la vitesse finale et la durée t" du

parcours de l'arc; on aura enfin pour la portée totale

X=;tf + a?' + x," + x";

et , pour la durée totale ,

T = f +t" + e" + vs

Tel est le problème de la trajectoire dans sa généralité;

il se simplifie beaucoup dans les cas les plus ordinaires,

comme on le verra plus loin.

Application. Nous donnons ici comme application numérique '

le résultat du calcul de la trajectoire de la bombe de 32cm de la

marine, tirée dans le mortier à plaque à grande charge, c'est-à-dire

à M1 de poudre. Les circonstances du tir sont les suivantes :

Angle de projection. <e= 42° 30'; poids de la bombe. P = 92k;

diamètre, 2R= 0m5206; vitesse initiale, V= 420m:s; résistance

de l'air, P' = 0,027(1 + 0,0023 V); pesanteur, g =9-8088;

i

on en conclut c = 2151™ ; - = 0.0004G48. C'est une des Ira-

c

jectoires les plus étendues qu'on puisse avoir à considérer.

Un premier calcul a été fait en divisant la trajectoire en arcs

de 5°, à partir de 40° jusqu'à — 65° au-dessous de l'horizontale,

le premier arc étant seulement de 2° 50'.

' Le calcul numérique a été t'ait par M. le capitaine d'artillerie

Welter, adjoint au professeur du cours d'artillerie à l'École d'ap

plication de l'artillerie et du génie à Metz.
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On a calculé, pour l'extrémité de chacun des arcs, le trajet

horizontal x, , l'élévation y, , la vitesse v , , la durée t, de ce trajet,

et l'on a déterminé les mêmes quantités rapportées au point de

départ; on a recherché ensuite ce qui se rapportait au point où

le projectile couperait le plan horizontal qui passerait par le point

de départ , le point où l'inclinaison est zéro n'est autre que le som

met de la trajectoire et fournit la hauteur du jet.

On a repris le même calcul en considérant les arcs de 10° en

10°, à partir de 40°, et en les continuant de la même manière

dans la branche descendante. On a ensuite calculé la trajectoire

en considérant les arcs de 15° en 15°. puis de 2">° en 25°.

Les résultats de ces calculs sont compris dans le tableau

ci- a près :
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Trajectoire d'une bombe de 0'"32 de la marine, pour laquelle

c = 21511", projetée sous l'angle de 42° 30', avec une vitesse

initiale de 420m: s.

Calcul des arcs de 5° en o .

Incli

naison

Projection

de l'arc

Durée

do
Vitesse Coordonnées Durée

de la

trajec
a.

hori verti-

trajet

de

du

projec projectile

du
du

trajet
toire zontale cale l'arc,

tile

8. X,
!/. t,

V.
X. !/• t.

42«30' ■

2.0495

ni m ■

»0 >

1,33106 343,39 479,24

420.00 0 0 0

55 »

1,96332 539,71 434,1» 2,8094

297,58 313,59 179,91 2,0193

1,18695 338,04 216,86 2,3091

114,63 1103,30 913,42 1,8389

50 »

1,12833 241,20 126,21 1,6445

177,38 1441,34 1130,2»
6.91801

1» >

1,08306 192,80 80,25 t,4176

155.01 1682,54 1256,4» 8,3625

90 ,

1,04901 161,60 31,21 1,239!)

140,10 1873,34 1336,74 9,97*9

13 ,

1,02473 139,40 51,03 1,1444

129.30 1058,94 1387,95 11,23'J.s

10 >

1,00896 126.08 16,69 1,0721

121,70 2176,54 1418,9» 12,3842

5 >

1.00196 115,12 s, on 1,0145

113,86 2302,12 1455,67 13,1503

0 >

1.00126 107,86 - 4,65 0,9820

111,59 2417,54 1440,76 11,1708

- 3 ,

1,00896 103.63 - 13,62 9,9725

108,55 2525,10 1436,11 13,4528

.10 ,

1,02473 98,77 - 21,89 0,9548

106, 13 2629,03 1122,19 16,4235

.15 >

1,04907 97,71 - 30,83 0.9732

105,31 2727,80 1400,06 17,3801

.10 »

1,08306 98,43 - 40,85 1.0104

103,30 2823,32 1369,23 18,3333

-15 ,

1,12853 101,08 - 32,68 1,0709

103,89 2923,97 1328,40 19,3637

.50 >

1,1869.1 103,82 - 66,24 1,1584

107,21 3025,05 1273,72 10,4546

.33 >

1,26232 108,37 - 83,47 1.23G2

109,39 3128,87 1209,4» 11,3730

-40 »

1,33406 36,66 - 49,73 0,6648

112,10 3237,11 1126,01 22,8092

-m 30

1,38192 38,77 - 36,29 0,7063

114,23 3294,10 1076,21 23,1710

i

116,32 3332,87-15 »

1.48372 124,43 -136.14 1,9350

1019,95 24,1805

Lio »
1.64830 136,10 -177,33 1,8073

121.21 3477,30 8»3,81 23,7335

1
1,3 ,

1,86890 130,77 - i37,3:i 2.160?

126.93 3613.40 706,26 27,542f.[

.00 >
1. 1811(1 168.22 -324,51 2,6631

133,73 3764,17 468,67 29.703.V

-63 ,

2,46236 73.32 -164,84 1.260(1

111,60 3932,39 141,36 32,3660

'-G7 >

61,21- -141,36 1,0993

114.87 1005,71 - 20,48 53.6261;

1
»

-66 43 111,81 3996,60 0 33,4639

" La valeur ti4"'21 de x, est déterminée par une quatrième pro

portionnelle de façon que l'ordonnée y soit 0. Les valeurs de 0, /,

v, en sont la conséquence.
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Calcul des arcs de 10° en 10".

Incli

naison

delà

trajec

toire

»2»30'

*0 >

30 »

»0 >

10 >

o >

I» >

20 »

30 »

.»0 »

-50 i

60 »

67 ,

-67 3

1,331106

1,2209»

1,10663

1,03718

1,003111

1,00314

1,03718

1,10663

1, 2209(1

1,112698

1,77303

2,27717

Projection

de l'arc

hori

zontale

5*3,39

903,04

443,90

304,13

241,26

211,46

200,12

198,17

212,52

239,78

284,60

237.00

1,49»

verti

cale

479,24

656,18

211,31

83,11

21,77

- 18,20

- 33,70

- 92,78

-149,67

-242, 2t

-411,33

-481,41

- 3,46

Durée

du

trajet

de

l'arc,

(,

2,0495

4,8885

3,1139

2,4164

2,0835

1,9312

1,9692

2,0743

2,3816

2,9595

3,9601

3,8635

0,0239

Vitesse

du

projec

tile

420,00

297,38

178,56

140,34

121,91

111,79

100,74

104,97

100,91

112,04

120,70

133,41

144,69

144,02

 

0

543,39

1449,63

1893,33

2197,08

2438,94

2650,40

2850,52

3048,09

3201,01

3500,79

3783,39

4022,39

'1023,86

0

479,24

1135,42

1346.93

1430,04

14.11,81

1433,61

1379.91

1287,13

1137, 46

895,20

483,87

3,46

0.00

Durée

du

trajet

t.

o

2,0493

6,9380

10,0319

12,4683

14.5518

16,5031

18,4723

20,3468

22,9284

25,8679

29,8280

33,6913

33,7174

* Cette valeur de x, = 1,49 est déduite des données au

point où l'inclinaison est 67» et de façon que l'ordonnée soit

nulle.

Calcul des arcs de 15° en 1S".

42«30' 420,00

177,81

129,8»

111,83

105,63

107,23

116,27

133,81

144.78

143.44

0 II 0

so >

15 >

o ,

.13 ,

30 >

.43 ,

.60 >

.67 ,

• 67 17

1,23135

1,08877

1,01184

1,01184

1,08877

1,27690

1,69734

2,27717

2,27717

473,33

604,54

382,88

311,59

300,02

326,70

403,02

239,69

10.77

U.Ï6.14

261,91

53,23

- «0,44

-125,28

-254,89

-339,91

-485,38

- 23,38

6,9923

4,3574

3,2343

2,9178

3.0833

3,7423

3,4730

3,8993

0,1911

1475,

2077.

2460,

2772

3072

3393

3804

4043

4034

1136,14

1418,05

1471,28

1430,84

1305,50

1030,67

510,76

23,38

0,00

6,9933

11,3497

14,5842

17.5020

20,383:

I

24,3270

I

29.80^

33,7021

33,8932
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Calcul des ares de 25° en 25'.

Incli Projection Durée
Coordonnées Durée

naison de l'arc du

du

projec

tile

do
dn

de la

trajec

toire

8.

a.
trajet

projectile

hori- verti

cale

de

l'arc

trajet

lontale

t,
u.

X. y-
t.

X, y,

t
420,00

ni:. m m t

4S«30>
m

0 0 0

1,52100 1741,31 1302,04 8,7082

15 «

1,0531» 744,89 188,63 5,9313

155,63 1741,31 1305,04 8,7082

0 >

1,03314 308,83 -115,53 4,9147

111,81 5486,40 1490,67 14,6597,

-53 »

1,3090» 349,14 -441,37 6,3724

103,91 2995,25 1378,14 19,5744

-30 1

2.04318 310,90 -873.5S 7,7488

151,05 3544,39 936,37 23,9468

I
144,82 4055,59 63,19-67 ,

12.04318 26,82 - 63,19 1,5230

33,6956

I
147,54

34.91861
-67 43 | 4085,11 0,00

11

L'examen des résultats numériques d'une trajectoire

aussi étendue est très-propre à faire ressortir l'influence

de la résistance de l'air sur le mouvement des projec

tiles. L'on reconnaît immédiatement, qu'à même élévation

au-dessus du plan horizontal, l'inclinaison est plus grande

dans la branche descendante que dans la branche ascen

dante et que les vitesses sont plus petites; on reconnaît

aussi que le minimum de vitesse du mobile est. au delà du

sommet de la trajectoire et que ce sommet est plus près

du point de chute que du point de départ.

Pour juger du degré d'approximation auquel on arrive

par le calcul, on doit comparer entre eux les résultats

obtenus par une division en arcs de moins en moins

grands, comme le montre le tableau suivant :
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Tableau comparatif des résultats obtenus dans le calcul de la

trajectoire d'une bombe de 0m32 de la marine, divisée en

arcs de moins en moins étendus, et dont les données sont :

<f = 42" 30', V = 420:s, c = 2151m.

Vitesse (au sommet

duprojectiHau point de chute.

Durée (jusqu'au sommet.,

du trajet, (jusq. point de chute

abscisses .

données

_ (abscisses

0° 5

Coordonna/

en des l

points l

déterminés ' (sommet) (ordonnées.

Par |_30ojal,scisses

l'inclinaison! (ordonnées

de la f (abscisses, .

trajectoire \ (ordonnées

Portée horizontale

Angle de chute

ETENDUE DES DIVISIONS

DE LA TRAJECTOIRE.

25« 15» 10» 5» \

m :s m:s

111,8

m:s

111,8

m:s

111,6111,8

147,2 145,4 144,6 144,8

14*06 14^8 14*55 14,47

34,92 33,89 33,72 33,47

m m

1473

m

1450

m

1441

B 1156 1135 1130

2486 2401 2438 2418

149-1 1471 1451 1441

» 3072 3049 3025

» 1306 1287 1276

4055 4044 4022 4006

+ 63 + 26 + 3 — 21

4082 4055 4024 3997

- 67°43' - 67«1 7' -67°3' - 66»45'

L'examen des résultats de ces calculs permet de con

clure ce qui suit :

1» En comparant les coordonnées des points où l'incli

naison de la trajectoire est la même (soit 30°, 0°, — 30°,67°), on reconnaît que quand les divisions de la trajec

toire sont de moins en moins étendues, les abscisses et

les ordonnées sont moins grandes et que les trajectoires

obtenues sont renfermées clans les précédentes. Il en est

de même en ce qui regarde les portées horizontales. En
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remarquant d'abord que si les divisions étaient de plus en

plus multipliées on arriverait à la trajectoire exacle, et

ensuite qu'en passant successivement des arcs de 15° à

ceux de 10° et de ceux de 10° à ceux de 5°, on n'obtient

que des diminutions de moins en moins grandes, du

moins en général, on peut conclure qu'en réduisant de

plus en plus l'étendue des arcs on n'obtiendrait qu'une di

minution un peu moindre que celle que présentent entre

eux les résultats correspondants aux arcs de 10° et de 5°.

Ainsi, pour la portée en particulier, la diminution qu'on

obtient en passant des arcs de 10° aux arcs de 5° étant

de 27m, on doit admetlre qu'il n'y aurait pas une dimi

nution plus grande entre la dernière et la portée exacte,

et que celle-ci serait ainsi de 397CK Les résultais obte

nus par la division en arcs de 5° ne présentent ainsi tout

au plus qu'une erreur de -^.

2° Sous les mêmes inclinaisons les points correspon

dants de la trajectoire sont plus élevés, et l'on peut con

clure que les distances horizontales et verticales du som

met sont respectivement 2400m et 1430m.

3° De la diminution des dislances et de l'élévation des

points correspondants aux mêmes inclinaisons, il résulte

qu'aux mêmes hauteurs les portées et les inclinaisons sont

plus petites à mesure qu'on multiplie les divisions. Ainsi

la diminution des angles de chute sur un plan horizontal

ne dépassant pas 18' lorsqu'on passe de 10° à 5°, l'on

peut en conclure que l'angle de chute exact est à très-

peu près 6G° 30'.

4° La vitesse du projectile au sommet de la trajectoire

reste à très-peu près la même, ou ne diminue que fort

peu, quand on multiplie les divisions; il en est de même

de la durée totale de la portée horizontale; la légère

diminution correspond à la diminution de la portée. La

vitesse véritable au sommet est donc à très-peu près de

18
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1llm:,6; et la vitesse au point de chute sur le plan hori

zontal est 144m:»5.

5° La durée du trajet jusqu'au sommet, comme la

durée totale, diminue avec l'étendue des divisions, en

suivant ainsi la diminution des trajets ; on peut en con

clure que la durée du trajet jusqu'au sommet est de 14»4

et la durée totale est de 33»3.

6° La vitesse du projectile a un minimum qui est au

delà du sommet de la trajectoire, ce point compris entre

ceux où l'inclinaison est 15° et 20° correspond à l'incli

naison de 19°, la vitesse en ce point est 105m3.

81. Trajectoire des bombes considérée comme un arc

unique. Dans les circonstances ordinaires du tir des pro

jectiles, la solution sera plus facile que celle que l'on vient

de donner, et l'on obtiendra une précision suffisante en

considérant la trajectoire comme un arc unique. Tel est

le cas du tir des bombes aux distances habituelles ; il per

met d'arriver très-facilement à des relations en termes

finis entre les différentes quantités que l'on doit calculer.

Lorsque l'on considère la trajectoire comme un arc

unique, celui-ci se termine en général sous un angle dif

férent de l'angle de départ; la différence sera presque

toujours assez faible, particulièrement si le point de chute

est un peu élevé au-dessus du point de départ. La valeur

de a. dépendra donc de la dislance et de la hauteur du

point de chute. Cependant on pourra, de l'angle de dé

part seul, déduire * au moyen de la table des valeurs de

?<p
*o = (tabl. V, 2e partie); mais il sera mieux de

tangç

prendre pour 9 une valeur moyenne entre l'angle de pro

jection connu et l'angle de chute présumé ou déterminé

par une première approximation.

Application. Déterminer la trajectoire d'une bombe de 0m27

projetée sous l'angle de 45" avec une vitesse initiale de 138œ:,71.
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En prenant les données déjà adoptées (art. 56) A = 0,027 ;

- = 0.002 3 ; g = 9m808 8. et c = 1 655- ; considérant d'abord

r

les arcs de 45° à 30°, de 30° à —30° et de —30° à —55°.

ce dernier étant l'angle de chute présumé, et considérant ensuite

un arc unique, on a les résultats contenus dans le tableau ci-après :

Incli

naison

delà

trajec

toire

Projection

de l'arc
Durée Vitess*

du

Coordonnées

du
Durée

Rap

port hori

zontale

verti

cale

do

trajet

partiel

projec

tile

projectile du

trajet

6. x, y,
ti V.

X. !/• t.

1 o +»s« , 138,77

m

0 0

M

0

«
+50 >

1,27»» 352,69 281,30 3,8947

96,83 352,69 281,30 3,8947ci

1,0537 632,77 28,87 3,7435

77,10 1005,26 310,67 12,6382«*
-30 >

ss

-55 >

1,4270 328,95 -322,59 5.3362

99,18 1334,21 - 11,97 17,9744
°3ï

5
- 51 32' 98,73 1325,86 0 17,9641

En considérant la trajectoire sans divisions partielles, prenant

«="1.14777, correspondant à l'arc de -f- 45° à — 45°, on trouve

1 335m50 pour portée horizontale, 17»8322 pour durée du trajet.

54° 29' pour angle de chute et 100m:s74 pour vitesse finale.

D'après cette application à un tir dans lequel la portée

rie la bombe dépasse celles que l'on considère ordinaire

ment dans la pratique, on voit que la porlée obtenue, en

ne considérant la trajectoire que comme un seul arc, est

très-peu différente de celle qu'on obtient en la considé

rant comme divisée en trois arcs ; la différence, qui n'est

que de ■—, est négligeable dans la plupart des applica

tions; la différence dans les durées, qui est de -^, ne

serait pas appréciable dans des expériences ; la vitesse est

un peu plus forte. Les angles de chute, calculés dans les

deux cas, sont très-peu différents. Il en serait de même

par conséquent des divers résultats que l'on voudrait ob

tenir. On pourra donc, dans les cas ordinaires du tir des
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mortiers, calculer les résultats sans diviser la trajectoire

en plusieurs arcs partiels.

82. Solution de divers problèmes sur le jet tte bombes.

— Portées. Si l'on connaît la vitesse et l'angle de pro

jection d'un projectile dans l'air, on peut déterminer sa

portée sur un plan horizontal élevé d'une quantité quel

conque b au-dessus de la bouche « feu.

V étant la vitesse initiale et 9 l'angle de projection, on

déterminera a. comme on l'a dit (76). D'après la formule de

la résistance de l'air (55), connaissant le poids et le dia

mètre du projectile, on aura r et c qui s'y rapportent (voir

la table VI pour les projectiles en usage). On aura aussi

aVcosqj ... ,.

\0= ——• La portée du projectile sera déterminée par
V

l'équation de la trajectoire y = #lang9 —^(x, V)

dans laquelle on devra l'aire y = b; on la résoudra au

moyen de la lable X des valeurs de ify(x,\), en la mettant

sous la forme (art. 80, éq. 2)

c eue c" /txx\'

-tang* —-—t-.I— i)!,(x,\) = 6
a c 'tho? cos1 ? \ c /

et essayant successivement plusieurs valeurs de — prises

dans la lable X, comme on l'a déjà indiqué (art. 70 et 72),

et cherchant ensuite la valeur plus exacte par les parties

proportionnelles.

83*. Si le point de chute doit être sur le plan horizontal

passant par la bouche à feu, le problème se simplifie ; on

fera alors y = 0; on aura deux valeurs de x dont l'une

qui est x — 0 peut être négligée parce qu'elle n'apprend

rien ; quant à l'autre, en divisant par x, en remarquant

que -i/itang<pcob*9 est égal à 2/*sin29 et en appelant X

la portée cherchée, on aura

<2/isin2? = Xafl,(X,V)-
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Pour résoudre cette équation on la met sous la forme

aX et

-ift>(x,V) = 2^-sin2(p=p. (4)

La table XV donne les produits de — ilî>(a;,V) pour des

valeurs de — ou z, croissant de 0,05 en 0,05 depuis 0,00

jusqu'à 2,00, et pour des valeurs de V0> croissant par

0,05 depuis 0 jusqu'à 1 ,30.

On descend dans la première colonne jusqu'à la valeur

de V0, puis on cherche dans la ligne horizontale corres

pondante le nombre égal à p et on trouve à l'entête la

valeur de z ou —. Lorsque la valeur de V0 est comprise

c

entre deux valeurs des tables, ce qui est le cas général, on

détermine la valeur de z comme on l'a indiqué (art. 78)

pour l'emploi de la table XIV.

ocX os

Ayant — , on le divisera par - et on aura X.

c c

Application. Une bombe de 27cm ayant un diamètre de 0m27 1 1

et un poids de 50k5O. pour laquelle c= 1655m, étant projetée sous

l'angle <P = 4-5° avec une vitesse initiale V=83m:s343, quelle

est sa portée sur un plan horizontal?

On a sin2<P= 1,0000; cos? = 0,7071 ; de 4S° à 0°, comme

de 0 à 45°. on a « = 1,1478 (table V. Ir" partie) ;

aV, 1,1 478.83»343. 0,7071 n Âr.r
—= 75? ■ = 0,15o5 ;

r 435

et ensuite (table XV)

-p = 0,4160 et X = -/^g0,4160 = 599™61 ,

ou. en nombre rond, X = 600m.
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Dans le tir du même projectile sous 50° on aurait

a = 1.0531 ; ^ = 0,1747, p = 0,3902,
v

de là,

— = 0,3410 et X = 535">9.
c

Sous l'angle de projection de 60° on aurait

« = 1,3802 et X = 518,25;

cette portée est plus petite que sous 30°.

Sans la résistance de l'air et sous l'angle de 45°. la portée de

600m s'obtiendrait avec la vitesse initiale de 76m:s72; avec cette

vitesse, sous les angles de 30" et de 60°, les portées seraient

l'une et l'autre 519œG0.

Ayant la portée X, on aura l'inclinaison et la vitesse au

point de chute, ainsi que la durée du trajet, par les for

mules données plus haut (64). La valeur absolue de 9 ou

de l'angle de chute, nécessairement négatif, qu'on trou

vera par ces formules, sera toujours plus grande que <p.

84. Vitesse initiale d'un projectile qui doit avoir une

portée déterminée. Si l'on veut déterminer la vitesse ini

tiale que doit posséder un projectile pour êlre projeté à

une distance donnée X, sur un plan horizontal, sous un

angle t, il faudra tirer la valeur de V de l'équation

2fcsin2? = Xifi>(X,V).

V*

Mettant — à la place de h et 2tang?cos'ip à la place de

2gr

sin2ç, se rappelant que V, = Vcosp , multipliant les deux

a7

membres de l'équation par —, on aura

î!Xî! _ *'gx rïi -4-ïl' \\CX\

r» ~2r'tang(plA ^ rJ Ici
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D'où, en faisant pour simplifier,

"-['(S-*]-»-

on aura, en remarquant que la vitesse doit être positive

et en ne prenant que le signe plus devant le radical,

(5) V

ou

V =

acosç\Q — MT v Q— M T\Q— Mj

otcos? Q*i(«+V-V(?)>

On peut déterminer V beaucoup plus facilement au

moyen de la table XVI. En effet, en faisant y = 0 dans

l'équation de la trajectoire, divisant par X, remplaçant

«V,

2gr/icos'? par V,2 et — par V0, on aura

T

qfc(X,V) 2r»tangy

V0* «»grX

ou

(«)

Vo _«./gX

"7TTT7T ** » OfnnCT^*(X,V) r 2tang?

* Dans la première édition de ce traité, j'ai donné des tables des

valeurs de N et de M qui ne sont que des fonctions de — seul. Je

ne les ai pas reproduites dans celte édition parce que le calcul de

Va au moyen de la table XVI est beaucoup plus simple. Parla même

raison je n'ai pas publié une table des valeurs de 1 + V\ -\- y

qui simplifierait la résolution de la seconde formule de V en y re-

Q — M„/acr\

présentant —zr^— F I — 1 par y.
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La table XVI donne les quotients de V0 par \Afi,(X, V)

ax

pour des valeurs de 2 ou — croissant par différences de

0,05, depuis 0 jusqu'à 1,00, et, pour les valeurs de V0,

par différence de 0,05, depuis 0,00 jusqu'à 1,30. On

cherche dans la colonne verticale correspondant à la va-

(XX

leur donnée z — — le nombre q et l'on trouve sur la ligne

horizontale correspondante la valeur V0 cherchée.

ax

Lorsque la valeur de — est comprise entre deux valeurs

des tables, ce qui est le cas général, on cherche, dans la

OLX

table, la valeur de z = — la plus voisine de la valeur don-
c

née, mais supérieure, et l'on descend jusqu'au nombre

le plus voisin du nombre p, mais inférieur, et l'on note

la valeur de V0 correspondante. On prend les différences

avec les nombres voisins, à droite et au-dessous, et l'on

continue l'opération comme on l'a indiqué pour l'emploi

de la table XIV (art. 72). On remarquera cependant que

pour une même valeur de V0 les nombres diminuant

quand — augmente, la différence doit être prise négali-
c

vement.

K.C

Exemple. Soit — = 0,4161. et 9 = 0,14314; partant de

2=0,40 et descendant jusqu'à 0,15860, sur la ligne Vo=0,15,

appelant A l'excès de la valeur cherchée de Y0 sur 0,15, on écrira

l'équation

*«■"-«—*"«-^ + »35SS.

d'où

A=°'00/^00045.0,0500 = 0,00547 e, V„ = 0,1555.
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Pour plus de facilité, on dispose l'opération comme ci-après :

Nombre proposé 0,14514

9(0.40; 0.15) 0,13860

XM41

)5

0,04558

0.0,61.œ« =-^0.00045

0,05

0,05
= H- 0,00499*

Somme égale 0.14314

(Le nombre marqué d'un astérisque se calcule comme si l'on

vérifiait 1 addition des trois nombres.)

d'où

et

V» = 0,15 + 0,0055 = 0,1555.

Application. Quelle est la vitesse initiale d'une bombe de 27e"1

qui. sous l'angle de 45°. est portée à 600m sur un terrain hori

zontal?

Pour ce cas c = 1655m; <p = 45°; tangç:= 1 ; pour un arc

de 45° à 0° et de 0° à 45°, on a « = 1.1478; — = 0,4161;
c

4,1478, /4,9045. 600 „,,„.. ..... . . , . . V,7I
q=z— 1/ - = 0.14ol4; a aide de la tab e XV
' 435 v 1,0

aV.

on trouve V„ ou — = 0,1555, et l'on conclut de là

0,1555.435 ^^

1,1478.0,7071

85. Cas où les portées sont peu considérables. Dans

le cas où les valeurs de X sont peu considérables, avec

de gros projectiles, pour lesquels la valeur de c est

très -grande, — aura une faible valeur et l'on pourra,

c

19
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en ne commettant que des erreurs négligeables, rempla

cer (67) ift,(X,V) par [co,(X, V)]'. Par suite, puisque

\' = <2gh et que ®,(x,Y) = (l + ^) F Q^T"'

l'équation de la trajectoire (art. 63, éq. 7) deviendra

»—w-hÔîK'+t'J'Œ)-?1]-

En faisant dans celte équation y = 0, divisant par x et

appelant X la portée horizontale et V la vitesse qui don

nerait cette portée dans le vide et qui est V = y ,
sin2?

on aura simplement

'(S .
(7) V = V-

1-[F(&)-1J.TC0S''

Si l'on supposait la résistance de l'air proportionnelle

l

au carré de la vitesse, on aurait -= 0 et la vitesse cher-
r

chée se réduirait à V = V'W— J; on voit ainsi que le

premier facteur V donne la solution du problème dans le

cas où la résistance de l'air est supposée nulle; que le

facteur F(—J tient compte de la résistance du terme

proportionnel au carré de la vitesse et que le dénomina

teur lient compte du terme proportionnel au cube de

cette même vitesse.

86. Projectile qui doit passer par un point donné.

L'angle de projection étant donné, on peut trouver la

vitesse que doit avoir un projectile pour passer par un

point dont la position est donnée relativement au point
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de départ. Soil a la distance horizontale et b la hauteur

du but, ce point appartenant à la trajectoire, on devra

avoir (art. 63, éq. 7)

b = atangq>-^^*,(«, V),

divisant les deux membres par a, représentant par i l'angle

sous lequel le point à battre est vu de la bouche à feu,

, „ . b ,

ce qui revient a faire -= lange, et, remplaçant ncos'cp

V,3

par —, on aura

2gr

r2 — 2»

^1 [(i+*L.)*F(2)
■'(tangp — tange) LV ri \cl

D'où, en faisant pour simplifier,

—,(u„B,-t,»g.) = ,, F(7)-F(S) = N,

»-['(s)-']-*

et, en observant que la vitesse est nécessairement positive,

ne prenant en conséquence que le signe plus devant le

radical, on aura

(8) v =
acosf

OU

acosç q— M\ K N* \ c //
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On trouve aussi la valeur de V au moyen de la table XVI

«V,

en faisant — = V0 et en mettant l'équation de la tra-

ifl>(«t,V) 2r*(tang9 — tangc)

îectoire sous la forme = ou
J W agx*

(0) Vo = *\/ ag =a

•m,(o, V) rV 2(tang<P-tange) ?'

et en opérant pour le reste comme lorsque le but est à

hauteur de la bouche à feu (art. 84).

87. Cas où les portées sont peu considérables. Dans le

Ctfï

cas où la portée sera peu considérable, la quantité —

c

sera assez faible pour qu'on puisse remplacer i(5>(a, V)

par [<©,(«, V)]* (67). L'équation qui doit donner V ne

contiendra celle quantité qu'à la première puissance, et

en représentant par \" la vitesse y à—t~/
ag

F(langT> — tangE)

qu'on obtiendrait dans le vide, on aura simplement

(10) V

En remarquant que

cos>(tang<»- tangE) = (sin : cosc- siiucosî) ■ = sm(*-*) ,

cost coss

la valeur de V sera plus simplement

W.
ay

2sin(* — s) ' cos?'
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et si l'on suppose b = 0, alors e = 0 et

sin 2? '

on a alors V et par conséquent V comme lorsqu'on con

sidère la portée sur un plan horizontal (84).

88. Angle de projection. Si la vitesse est donnée, et

qu'on ait à chercher l'angle de projection, la solution

offrira plus de difficultés que la recherche de la vitesse;

la valeur de <* est une fonction de l'angle de projection

trop compliquée pour qu'on puisse obtenir des formules

directes d'une utilité réelle, et d'ailleurs on n'a pas à

résoudre ce problème dans le tir des bombes ; si ce cas

se présentait, il faudrait déterminer approximativement

l'angle de projection 9, déterminer de même <t et V, qui

entrent dans la valeur de m\,(x, V); cette fonction étant

ainsi déterminée d'une manière approchée, l'on aurait,

pour le cas où le but est élevé au-dessus du point de

départ, en remplaçant par (1 -+- tang'?), à résoudre
cos'ip

l'équation

6 = ata„g,-^Il(l+tang^),

d'où l'on tirerait pour la valeur de tang<p,

Celte formule ne diffère de celle qui aurait lieu dans le

vide qu'en ce que h est remplacé par (art. 17,
1 ilh(«,V) v

éq. 9).

Les valeurs de * et celle de cos<p qui entrent dans la
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valeur \fc(a;, V) sont différentes, suivant qu'on prend le

signe plus ou le signe moins, et elles ne doivent point

être confondues; l'une appartient à un angle plus petit

que celui qui donnerait le maximum de portée, l'autre à

un angle plus grand. La recherche de ces deux angles

doit être faite séparément.

Cas oii le but est à hauteur du point de projection. Si

le point à battre est à la même hauteur que le point de

projection, on fera y = 0 dans l'équation de la trajec

toire (art. 63, éq. 7), et en observant que 4lang?cos>

= 2sin2<p, on aura simplement

(12) sin2? = J.tf,(;r,V).

Au moyen d'une valeur approchée de q>, et par suite d'une

valeur approchée de <*, on calculera ifl,(ai,V); puis on en

retirera sin2? et par suite <p. Au besoin, et pour plus

d'exactitude, on se servirait de celle valeur comme se

conde approximation pour obtenir une nouvelle valeur

plus exacte.

Cette équation donne deux valeurs qui doivent être cal

culées séparément, et comme dans le cas précédent.

Application. Soit à calculer l'angle de projection d'une bombe

de 27e-, pour laquelle c= 1655u\ et qui. parlant avec une

vitesse initiale de 85m:8343, a donné une portée de 5Z$m$ dans

l'air supposé avoir la densité ordinaire.

9,809.535,9 .
Dans le vide on aurait sin2ç = /OQ 0,„v ' — u- '0D° ■ ° ou

(oo,o4o)

<p = 24° 56', angle trop petit. Essayant <f = 25°. on a

« = 1.03514 et cos<p = 0.9063; de la. ^ = 0.3352; -^

= 0.1797 et t&(x. V) = 1.1446; par suite.

9,809.535,9 Â ,..„ naww.
■"* = (83,343)' -^=°W
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d'où

2<?=ï6a>-r, et « = 30».

On obtient ainsi la valeur cherchée avec toute l'approximation

désirable sans qu'il soit nécessaire de recommencer l'opération,

puisque le résultat est confirmé par l'exemple de l'article 85.

89. Angle et vitesse de chute, durée du trajet. Dans

chaque cas on peut calculer l'angle de chule, la durée du

trajet et la vitesse du projectile au but.

L'angle de chute 9 est donné par la formule (art. 64

éq. 8)

tange = tang? —g-JL—a(xt V).

Dans le cas de l'application de l'article 83, X = 600m,

9 = 45°, V = 83^343, et où l'on a — = 0,4161, et

«v,

— =0,1555, on trouve, à l'aide de la table XII, à

trois décimales

3(x,V) = 1,280

et

q Qftn (îrm

tang9 = l,000-(83^9ff7i)al,280 = -2,i691,

d'où

i = — 49» 27';

l'angle de chute dépasse ainsi l'angle de projection de

4o 27'.

La vitesse de chule v est donnée par la formule (art. 65,

éq. 13)

Vcos*

— XD(x, V).cosO'
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Dans l'exemple précédent on a V = 83m343 , cosp

= 0,7071, cos9 = 0,0501, ©(*, V) = 1,268, el par

conséquent

83,343.0,7071 „,
v = —' = 71m-s49.

1,268.0,6501

La diminution sur la vitesse de départ est d'environ 12m:«.

La durée du trajet est donnée par la formule (art. 64,

éq. 11)

\cosp v '

Dans les exemples précédents X = 600m, V = 83m:!343,

cosf = 0,7071 et s>(x,\) = 1,129, et par conséquent

600.1,129
t = - = Ils40.

83,343.0,7071

Deux autres problèmes peuvent être proposés, savoir:

déterminer l'angle de projection et la vitesse initiale d'un

projectile qui doit passer, soit 1° par un point donné, la

tangente à la trajectoire ayant en ce point une inclinaison

déterminée; soit 2° par deux points donnés. Celle applica

tion n'a pas d'utilité dans le cas du tir des bombes; mais

elle en a beaucoup dans le lir à ricochet, nous en parle

rons plus loin (section IV).

90. De l'angle de plus grande parlée. On sait que dans

le vide l'angle de projection de 45° est celui sous lequel

des projectiles animés de la même vitesse initiale donnent

les plus grandes portées (10). Il n'en est plus ainsi lorsque

le projectile se meut dans un milieu résistant comme l'air,

et il est facile de voir que dans ce cas l'angle de portée

maximun doit être plus petit que 45°.

En effet, la propriété essentielle du maximum d'une

fonction quelconque, c'est que pour des différences très



MOUVEMENT DANS LAIR. 153

petites, soit en plus soit en moins dans la variable, la

fonction n'éprouve que des variations extrêmement petites

cl toutes dans le même sens. Dans le cas où le milieu

oppose une certaine résistance au mouvement d'un projec

tile, l'équation Xtjj,(X, V) = 2/jsin2i fait voir que, quand

l'angle de projection devient un peu plus grand que 45°,

deux causes contribuent à la diminution de la portée, d'a

bord la diminution de sin2<?, la seule valeurqui diminuela

portée dans le vide, et ensuite l'accroissement de & dans

ifi>(X, V), par conséquent l'accroissement de l'effet de la ré

sistance de l'air par suite de la plus grande étendue de

l'arc. Dans le cas où l'angle s'abaisse au-dessous de 45°,

la valeur de sin? va effectivement en diminuant, mais

la diminution de l'étendue de l'arc ou de * produit une

diminution dans ifl>(X,V) ou dans l'action du milieu résis

tant : celle dernière cause agissant dans un sens contraire

à la première, il en résulte qu'il y aura un certain angle,

qui sera plus petit que 45°, pour lequel les deux effets

contraires se contrebalanceront; cet angle sera celui qui

donnera la portée maximum. On voit aussi, très-facile

ment, que cet angle devra être d'autant plus petit que la

résistance du milieu se fera plus fortement sentir. De ces

considérations l'on conclut ce qui suit : dans un milieu

résistant l'angle de portée maximum est au-dessous de

45°, et il s'en écarte d'autant plus que la résistance du

milieu est plus considérable ou que la vitesse initiale est

plus grande, ou qu'enfin le diamètre et la densité du pro

jectile sont plus petits.

Pour obtenir la relation qui donnerait la portée maxi

mum, il faudrait prendre la différentielle de la portée

relativement à l'angle de projection et l'égaler à zéro ;

mais l'équation Xn5>(X,V) = 2/isin2p qui donnerait la por

tée, contient l'angle ? d'une manière très-compliquée; et

il serait difficile de l'employer à calculer cette valeur. Le

20
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moyen le plus facile est encore de calculer pour un pro

jectile donné et pour une vitesse initiale aussi donnée,

quatre ou cinq valeurs de X, correspondantes à autant de

valeurs de ?, choisir de celles-ci, les unes au-dessus, les

autres au-dessous des valeurs qui doivent donner la por

tée maximum : la comparaison de ces portées indiquera

l'angle cherché avec toute l'approximation dont on aura

besoin dans les applications. On devrait faire un semblable

calcul pour une série de vitesses différentes et pour

chaque espèce de projectile.

Application. Soit à calculer l'angle de plus grande portée

de la bombe de 0m27 , projetée avec une vitesse initiale de

85D1:S343 (cette vitesse est celle qui, sous l'angle de projection de

45°. donne la portée de 600») : on a 2^= 0-27 il . P= 50k60 ;

on en conclura, pour la densité moyenne de l'air, c=1655m; en

essayant divers angles entre 30° et 60° plus resserrés aux envi

rons de celui qui donne le maximum cherché, et en calculant pour

chacun les portées sur un plan horizontal à hauteur de la bouche

à feu, on trouve les résultats ci-après :

Angle de projection. 30* 37" 39» 41° 4S« 43» 44* 45" 60"

Portées 635»9, ÔSS"*, 593»3, 597"3, 598»9, 599»9, «(O"^ 599»81, 518-25.

D'après ces résultats on trouve que l'angle du maxi

mum de portée de la bombe de 0m27 est un peu plus

petit que 44°; sous l'angle de 43°, la portée est plus

grande que sous 45°. On voit aussi, ce qu'on pouvait

prévoir, que sous 60° la portée est plus petite que

sous 30°.
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MOUVEMENT DES PROJECTILES

tODS US PETITS MOLES BE PH0JECT10I.

IL

91. Simplifications. Les formules qui se rapportent

au tir des projectiles sous des angles de projection quel

conques au-dessus de l'horizon, se simplifient lorsqu'on

les applique au tir des canons et des obusiers ; l'on ob

tient, dans ce cas, une solution facile des divers pro

blèmes que l'on peut avoir à résoudre.

On ne fait pas usage dans le service de l'artillerie du

tir des boulets ou des obus de forme sphérique sous de

très-grands angles de projection, particulièrement avec de

grandes vitesses, parce que, aux grandes distances où

porteraient les projectiles, l'irrégularité du tir résultant

de diverses causes déviatrices serait très-grande. Les

affûts à rouages ne pourraient pas, d'ailleurs, résister aux

effets du tir des bouches à feu sous de très-grands angles

de projection et avec de fortes charges; aussi ne permet

tent-ils pas un tir au-dessus de 12°, et ce n'est que par

des dispositions particulières des plates-formes qu'on peut

tirer jusque sous des angles de 15° à 16° au-dessus de

l'horizon. On peut donc regarder cette dernière inclinai
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son comme une limite extrême du tir des canons et des

obusiers sur leurs affûts et celle de 12° comme la limite

la plus habituelle.

Sous les faibles inclinaisons, le rapport de l'arc de la

trajectoire à sa projection diffère très- peu de l'unité, il

ne la dépasse (sect. III, art. 77) que de 0,00127 ou 577

sous l'angle de 5°, de 0,00516 ou ^ sous celui de 10°,

de 0,00745 ou ^ sous celui de 12° et enfin de 0,011 84

ou tj sous celui de 15°. Ces quantités sont très-petites,

et, comme elles n'influent que sur les termes qui tiennent

compte de la résistance de l'air, elles pourront être presque

généralement négligées, et plus particulièrement dans le

cas des faibles vitesses et des gros projectiles. On se fera

une idée exacte de leur degré d'importance si l'on re

marque qu'en remplaçant par l'unité le rapport a. de l'arc

à sa projection, qui n'entre que comme diviseur des coef

ficients c et r relatifs à la résistance de l'air, c'est comme

si la densité de l'air était réduite dans le même rapport

ou comme si la pression barométrique était diminuée res

pectivement de 1, 4, 6 ou 9 millimètres de hauteur de

mercure ; ces quantités sont de celles qu'on néglige la

plupart du temps dans les applications. Ou pourra donc

négliger ces différences dans les formules; ou le pourra

avec d'autant plus de raison que ce n'est, en général, que

sous les plus petits de ces angles qu'on tire avec de

grandes vitesses, et, que l'on ne s'approche de la limite

supérieure que dans le cas du tir plongeant qui s'exécute

toujours avec les plus lourds projectiles et avec de petites

vitesses, circonstances dans lesquelles la résistance de l'air

a le moins d'influence.

Cela posé; si l'on fait « = 1 dans les formules générales

du mouvement des projectiles dans l'air (sect. III) et si

l'on conserve les mêmes notations que précédemment

(art. 03 et 64) pour l'équation de la trajectoire, pour l'ex
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pression de l'inclinaison, pour la durée du trajet et pour

la vitesse du projectile, c'est-à-dire si l'on nomme V la

vitesse initiale, h la hauteur due à celte vitesse, ç l'angle

de projection, x et y l'abscisse et l'ordonnée d'un point

de la trajectoire, f) l'inclinaison de celte trajectoire et v

la vitesse du mobile en ce même point, enfin / la durée

du trajet; si l'on fait Vcos? = V., vcosS = «i, on aura

(2) ung^tang^-^-a^v),

et

(3) t = _^_ (£>(*, V),

\ cos ?

. 1 V cosï

(4) t>, = Y , OU t' = . .

TD(x, V) V{x, V) cosO

D'après ce qui a été exposé dans la section III pour le

cas le plus général, la solution des divers problèmes de

vient très-simple. Nous considérerons d'abord le cas où

le but est à une hauteur quelconque au-dessus de la

bouche à feu, et ensuite celui où il est à même hauteur.

92. Solution des divers problèmes lorsque le but n'est

pas à hauteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale. Le

but n'étant pas à hauteur de la bouche à feu, soit a sa dis

tance horizontale et b son élévation au-dessus du centre

de la bouche. Puisque la trajectoire doit passer par le

point dont les coordonnées sont a et b, on devra avoir,

d'après l'équation (1),

a'
(5) o = atangip — -^(a,V),
s ' 4/icos'ç

b

ou, en divisant par a, remarquant que - est la tangente

trigonométrique de l'angle d'élévation sous lequel on voit
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(6) tang « - tang i = -^L . * (a, V),

le bul et que l'on désignera par «, c'est-à-dire en faisant

6 V2 V,*

- = tangs; remplaçant 2/icos'ç par —cos'q> ou par —,

° " g y

on aura

hnfTl) InncTe r—r,

2V.

ou, en mettant pour Tft,(a,V), ou pour ifl>(-, — J sa va

leur développée (art. 63) et dans laquelle <t devient égal

à l'unité et disparait; puis, en divisant les deux membres

par ra, on aura

V.1 _ g"

r* 2r*(tangç — tang s)

x[(i+L)-F£_1(,+L)lf£+2fl.

v,
De là l'on peut tirer la valeur de —. Cette valeur, en faisant

r

2r' (tang* — tang i) a a

pour simplifier, = Q, F F— = N
ga c 2c

et N — |F il — M, en remarquant que la vitesse

est nécessairement positive et en ne prenant en consé

quence que le signe plus devant le radical, deviendra

2L+V— + (—V

'• N /, i /" Q— M /a\\

(7) V =— \ -v cos?\Q

Dans le cas où - serait peu considérable, on aurait plus

c

simplement, comme on l'a indiqué à l'article 87, en
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faisant V' = l/ '- ag -.

r 2cos'<?(tang<p— tang»)

(8) V— r ,„, -iV'cosip"

<-['{£)->

On peut déterminer V plus facilement au moyen de la

table XVI. En effet, en multipliant les deux membres de

l'équation (6) par r" et représentant —' par V0, on pourra

mettre la relation sous la forme

Vo _ 1./ ga _

(9) ^*(a,V) ~r 2(tang?-tangs) *'

et l'on cherchera, comme on l'a déjà exposé (art. 84),

et

quelle est, pour la valeur connue de -, la valeur de V0
c

qui, dans la table XVI, donne la valeur de q. Ayant V0 ou

Vcos ♦ f

, on la multipliera par et on aura V.
r cosç

Application. Déterminer la vitesse initiale de l'obus de 22cm

en usage, de 0m2202 de diamètre et du poids de 23k pour lequel

c = 1 140m, qui, sous l'angle de tir de ? = 12°, doit atteindre

un but situé à a = 3SOm de distance horizontale et à 6 = 8m

de hauteur ; on aura tang? = 0.21256 ; tange = 0.02286 ;

a 350

tangt—tang«=0.18970; cos*=0,9781; -=——=0,3070;
c 1140

V = 10-t-'56.

Sans la résistance de l'air la vitesse serait 01ml2 (art. 16).
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93. Angle de 'projection. Les coordonnées a et b étant

celles d'un point de la trajectoire, elles devront satisfaire

à l'équation de celle courbe (art. 91, éq. 1), qui, en y

1

remplaçant par 1 + lang'o, deviendra

b = atangç 4/T~~ ( + tan*^*)

ou, en faisant = h',

DÎ,(x,V)

4/t' , ili'b , J rt

tang'ç tang? H +1 = 0.

a a'

Celte équation donnera pour y deux valeurs, mais la plus

petite seule devra être admise, puisque le tir n'a lieu

que sous de pelits angles de projection; on aura donc

(10)

ou

tang* = ? (h' — \/h\h' — b) —^ J

Cette équation ne diffère de celle qui aurait lieu dans le

vide qu'en ce que h est remplacé par h' = .

. aft.(*,V)

Celte solution suppose qu'on peut déterminer ift,(x,V)

quoique V,, qui est égal à Vcos? et qui entre dans l'ex

pression ift,(;r, V), contienne l'inconnue; mais, comme on

l'a déjà fait observer, on a supposé l'angle de projection

assez petit pour qu'on ait pu remplacer « par 1 , par con

séquent on peut dans Vcos? ou mieux dans aVcosp rem

placer *cos? par l'unité, ou au moins par une valeur

approchée, en s'appuyanl sur celle qu'on déduirait dans

le cas du vide.



MOUVEMENT SOUS LES PETITS ANGLES. 161

Application. Déterminer l'angle de projection d'un obus de

22c,n pourlequel c= 1 140m ; a=550m ; b=8" ; V= KM^'oô ;

d'où tang. = 0.02286 et - = 0.5070.

c

Dans le vide, on aurait tang* = 0,17988 (art. 17) et

9= 10° H'8. angle qu'on sait être trop petit, on aura ainsi

V,_ 104,56.0,9801

r 435 U.^JOe,

à l'aide de la table X, on trouve

t(l,(0,3070; 0,2366) = 1,1379

V"
et comme h = —. on aura

20

»< h (104,56V ,_

ifl>(o,V) 2.9,809 — 1,1379 ""''

de là.

tang * = êô (48°'8 -l^459'8 C489-8 - 8)~^p) =0,20921

et

*= llo49\

En prenant cette valeur pour calculer ifl>(«, V). on approcherait

davantage de la valeur cherchée.

On obtient une solution beaucoup plus simple, mais un peu

moins approchée, en remplaçant dans le dénominateur du second

membre de l'équation 6, V, ou Vcosç par V, et l'on en tire

tang? = tang« +1^^,(0, V).

Dans le cas ci-dessus on tirerait <f = ll°27'.

94. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par deux points donnés. Deux problèmes qui

ont une importance particulière dans le tir plongeant ou

tir à ricochet des canons et des obusiers, peuvent aussi

21
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être résolus; le premier est le suivant : Trouver la vitesse

initiale et l'angle de projection d'un projectile qui doit

passer par deux points donnés.

Soient a et b les distances horizontale et verticale de

l'un des points à la bouche à feu, a' et b' celles de l'autre

point; V et ? étant la vitesse et l'angle cherchés.

Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les

coordonnées sont a et b, on aura

a'

6 = atang<? — ———ift,(o,V),

4/tcos'f

d'où

tang<? = — —tàia, V).

De même, puisque le second point doit aussi se trouver

sur la trajectoire, on aura

a' 4hcos*y'

iane,- =J1——Ma',\)i

retranchant ces deux équations membre à membre, on

aura

6 b' a'Tfc(a',V) — aift,(a,VJ

a a' 4/icos1? '

d'où, en observant que Qgh = V* et que Vcos? = Vt,

(,,s v.' g q'ifl.(«',v) — ojfeÇVV)

y ' r' 2r2 6 b'

Mettant à la place des fonctions ift,(fl, V) et Tii>(<{', V)

y

leurs développements et ordonnant par rapport à —, on

T

aura une équation du second degré en — ; en donnant a
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M, N, les mêmes significations que précédemment, à M',

N', les valeurs analogues par rapport à a' et V, et faisant

_ 2r'/6 &'\

(/ = — ( - , l'on aura, en ne conservant que la

g *a a''

valeur positive, la seule applicable,

(12) ïi= a™-a"

r Q — (o'îf — oM)

~ T (V (n'W

aF\c) I q'N' — aN \'

(o'M' — aM) + VQ»— (a'M' — oM)i '

Cette équation peut être mise sous la forme

(13) L.= '

c \ c cl

Les divers termes de cette expression, à l'exception de

a a'

Q*, sont fonctions de - et —, et ne contiennent plus les

grandeurs absolues a et a'. Une table de ces fonctions

servirait donc pour la solution de tous les problèmes de

ce genre, comme on l'a indiqué (art. 84, note).

v
Connaissant — on déterminera les valeurs de la fonction

r

iP„(a,V) et celle de ifb(a', V); alors, en divisant l'une par

l'autre les équations premières, Acos'ç» disparaîtra et l'on
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aura pour la valeur de ?

o'ife(o',V)^ — otft,(a,V)|

(U) ""^ a>M<V)-.aM«,W~'

l'on en déduira ensuite la valeur de V qui est égale à

V. r

r cos<?>*

On calculera l'angle et la vitesse de projection d'une

manière beaucoup plus facile et suffisamment approchée,

en partant d'une valeur approximative de V et de ?, et

en les employant pour calculer iSi,(a, V) ainsi que ■&(«', V);

les substituant alors dans l'équation (i4), on en déduira

tangp; on aura ainsi cosp et l'on tirera la valeur de V de

l'équation (il), elle sera alors

(15) ^~^V 2 6—V '

L'opération est ainsi très-facile à effectuer.

Application. Un obus de 2.2cm. pour lequel c = 1140, doit

raser la crête d'un parapet à 400- de distance horizontale et 8m

de hauteur verticale au-dessus de la bouche de la pièce, et lou-

-cher le terre-plein du rempart à un point situé à 13- plus loin

et à 2-274 plus bas.

On a a = 400- ; 6 = 8'"; a' = 413- ; 6' = 8- — 2-274

= 5-726.

On trouverait dans le vide (art. 21 ) V = 103m:s58 et

-? = 10°57' 6. Avec ces valeurs on a -= 0.3509; -=0,3622;
c c

b h1 V ACft *&

- = 0,02; - = 0,01384; -^ =^^0,9831 = 0,2341 ;
a a' r 435

puis ift.(<7-, V) = 1,160. Kb(a'V) = 1.165 [les valeurs sont
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calculées avec les tables à trois décimales (table XII)], et enfin

413.1,-165.0,02 — 400.1,160.0,001384 AJM/,„
*"*♦ = 413.1,165-400.1,160 = °'18667'

? = 10°34'5; cos<? = 0,9830,

et de là

v= ! l/190,l5413.1,165-40Ô-M6Ô =
0,9830^ 4,J04° 0,02-0,01384 "8 *'

Si l'on recommençait le calcul avec ces valeurs on ne trouverait

que des différences négligeables, on peut donc s"en contenter.

95. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par un point donné, sous une inclinaison dé

terminée. Trouver la vitesse initiale et l'angle de projec

tion d'un projectile qui doit passer par un point donné

et sous une inclinaison déterminée.

Soient a et b les distances horizontale et verticale du

point donné, et 8 l'inclinaison de la trajectoire en ce

point.

La trajectoire devant passer par le point dont les coor

données sont a et b, on devra avoir

b = atang<? — " tf0(a, V),

4/»cos,<p

d'où, en faisant -= langé,
a

tang,- fange =_£_*(«,V).

La trajectoire devant avoir au point donné l'inclinaison

6, on aura (art. 91, éq. 2)

tang? — tang9 = — —3(a, V).

2/icos'<p
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Retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on aura

(16) tangt-langO = —^-pa(o,V)-*(o,V)].

V,1

Remplaçant Acos'? par —-, multipliant les deux membres

par r', remplaçant les fonctions afe(a,V) et 3(a,V) par leurs

développements en F[-)et F'(-J, ordonnant pur rapport

V

à —',on aura une équation du deuxième degré, de laquelle

on retirera la valeur de — ; faisant, pour simplifier,

F'0 - F'(£) = »> « - Hl)- 11 = ». conser-

vant à M et N les valeurs qu'elles avaient dans le pro-

blême précédent, et faisant Q" = — (langs — tang8), on

ga

aura en ne conservant que la valeur positive, la seule qui

convienne,

(17)I' = . 2n"N

r Q — (2m — M)

+ * Q — (2m — M) VQ — (2m — M)/

Celte équation peut être mise sous la forme

m W2m~n
Q»_(2m — M)

Les divers termes de cette expression, à l'exception de
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a

Q", sont fonctions de -, et ne contiennent pas la valeur
c

absolue de a.

-y

Connaissant — , on pourra calculer ifî,(a,V) et 3(a,V);

puis, en divisant les deux premières équations ci-dessus

membre à membre, cos'9 disparaîtra et l'on aura pour

la valeur de 9

t*a* t.nM - 23(a,V)tangs-1n,(g,V) tango
11») tang* 2^(0", V) _^pj '

ayant tangp et 9 et on en déduira cos?, puis la valeur de

V nui sera égale a .
r cosf

On devra remarquer que dans le cas du tir plongeant,

la valeur de 8 étant négative, le second terme du numé

rateur sera positif.

On calculera l'angle et la vitesse de projection d'une

manière beaucoup plus simple et suffisamment approchée

en parlant de valeurs approximatives de V et de 9, et en

les employant pour calculer ift>(a, V) ainsi que s(a,\);

en substituant celles-ci dans l'équation (19), on en déduira

tangç; on aura ainsi l'angle p et cosp. On tirera alors

la valeur de V de l'équation 16, laquelle, en y remplaçant

Igh par V', donnera pour la valeur positive de V

(20) V = -L\/Igâ^V>-^V).

cos» r tange — tangO

Les valeurs approchées de ? et de V, dont on a besoin

s'obtiendront facilement en résolvant le problème, sans

tenir compte de la résistance de l'air (art. 22).

Application. Un obus de 22cm, pour lequel c= 1 140m, doit

raser la crête d'un parapet à 400™ de distance horizontale et élevé

de8m au-dessus de la bouche de l'obusier. puis pénétrer dans l'ou
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vrage sous un angle de 10° au-dessous de l'horizon,* quels doivent

être l'angle et la vitesse de projection?

On aurao= 400m; 6= 8m; 8 = 10°, et de là tangt=0,02;

tango =«—0.17633; - = 0.3509.

Prenant comme valeur approchée, calculée en faisant abstraction

de la résistance de l'air (art. 22), <?= 12°12'5; cos<?= 0,9774;

V = 102.2, on aura

-&(a,V) = 1,159, 3(a,V)= 1,243

et

2,486.0,02 + 1,159.0,17633 „,„,„„
tang* * " 2,486-1,159 = °'19102;

<P = 10» 48' 9, cos 9 = 0,9823 ;

et ensuite

y ^-1/4 9045 400 l'48^-1'159 -117-22v- 0,9823 ^ ^^^-^-o^-o.ness-"7 £i-

Ces valeurs sont suffisamment approchées; en les employant

pour recommencer le calcul on n'arriverait qu'à des différences

négligeables.

96. Remarque. Si l'on faisait abstraction de la résistance

de l'air, les fonctions ifb(a,V) et 3(a,V) se réduiraient à

l'unité, et l'on aurait, en ne considérant que la valeur

absolue de 6,

tangq> = 2tangt -+- tangip,

si les angles sont petits, ils pourront remplacer leurs tan

gentes, et l'on verra que l'angle de tir sera à très-peu

près égal à l'angle de chute augmenté du double de l'angle

d'élévation du but au-dessus de l'horizon.

Si le sommet de la trajectoire devait se trouver au

point m, on aurait 8 = 0, et dans le vide tanga = 2tangf.

C'est la limite inférieure de l'angle de projection qui peut
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donner un tir plongeant. Dans l'air, avec cet angle et la

vitesse qui ferait passer le projectile par le point donné,

ce projectile serait déjà dans la branche descendante de

la trajectoire, et le tir serait plongeant.

97. Solution des divers problèmes lorsque le but est à

hauteur de la bouche à feu. On peut résoudre, au moyen

des mômes formules que précédemment, mais simplifiées,

les divers problèmes relatifs au tir des boulets et des obus

lorsque le but est à hauteur de la bouche à feu. Appe

lant X la portée horizontale, faisant y = 0 dans l'équation

de la trajectoire et divisant ensuite par X, on aura

(21) 2/isin25 = Xifl,(X,V).

Cette équation se déduirait également de la solution

générale déjà obtenue (88) en y faisant a. = 1. Au moyen

de celle relation, on pourra déterminer l'une de ces

trois choses : la vitesse initiale V, l'angle de projection p,

ou la portée X, lorsque les deux autres seront connues.

Vitesse. La vitesse V sera, d'après ce qu'on a vu (84),

(22) v=-4—+Vî-lll+(-iL_y)

v ' cos<f\Q — MT " Q — MTl(J- MJ /

OU

Dans ces expressions on a fait pour simplifier,

On pourra déterminer V beaucoup plus facilement au

moyen de la table XVI, comme on l'a fait déjà (art. 84).

En faisant y = 0 dans l'équation (1) de la trajectoire,

22
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V

divisant par X ; remplaçant Igh cos> par V,' et — par V0,

on aura

(24) îMVL) = !rVan£f V. ^j/JT

y W gX Vë(VV) r 2,anS*

A l'aide de la table XVI, et en opérant comme on l'a in-

Vcos$

diqué (art. 84), on aura la valeur de V0 ou , puis,
• r

T

en la multipliant par , on aura la vitesse cherchée V.

cos?

Application. Déterminer la vitesse initiale de l'obus de 22cm

en usage, de 0n,2202 de diamètre, du poids de 22k, pour lequel

on a c = 1 140"'; et qui, sous l'angle de 10° 44' 5 au-dessus de

l'horizon, a été porté à 5oOm sur un plan horizontal à hauteur de

la bouche à feu.

On aura * = 10" 41' 5; cos? = 0.9825; X = 350m;

-=0,3070; tang? = 0.18970; puis

1 ^4,9045.350

' 435 y 0,18970

de là (table XIV).

Vcos* .._„,, „ 0,2352.435
V0= = 0.2332 et V = - = 104m:sl.

r 0,9825

Sans la résistance do l'air la vitesse serait

l/4- = l/9'809-350 = 96m=»8.
y sin2<p v 0,3062

X
Dans le cas où la valeur de - est peu considérable et

c

où l'on peut remplacer dî>(X,V) par [©,(«, V)]', c'est-à-

dire par [(l + -^) F(-) -J (art. 67), on aura plus
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simplement, en faisant V' = 1/-j-ô-,

(25) V = V

F(^

sin2<fi'

"2c J

X \ ,-|V cos »

<-['(sH]

98. Angle de projection. Si l'angle de projection est

l'inconnue, on remarquera que cet angle entre dans la

valeur de V, = Vcosp et par conséquent dans la fonction

iH,(x, V), mais que cos? ne peut pas s'écarter beaucoup

de l'unité, puisque les angles de projection sont supposés

petits; on pourra donc regarder son cosinus comme égal

à l'unité, sans erreur notable; en tous cas on pourra lui

supposer une valeur approchée et admettre que la valeur

de ifb(£, V) est déterminée; alors on aura simplement

(26) sin2* = i*(X, V) = £*(*, V).

Application. Sous quel angle doit être projeté un obus de

22cm (pour lequel c = 1 140), si, étant animé de la vitesse initiale

V=10in,l,il doit avoir une portée de 550m? On auraX=350"1;

V= 104,1; *(x.V) = 1,1382, et fc = 552. d'où

sin29 = |^_l,-I382 = 0,3612,

sin2? = 22°2', <p = 11<>1'.

La légère différence avec l'angle qu'on devrait trouver tient à

la différence dans la valeur de i)î>(x, V), qui eût été moindre si à

V on eût substitué V,.

99. Portée. Si la portée est l'inconnue, on mettra

l'équation sous la forme

(27) ^(X)v;,=?^!?* v'sin2*

<j
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à l'aide de la table XV, et en opérant comme on l'a

X
indiqué article 83, on déterminera la valeur de - qui

c

Vcos»

satisfait a celle de p pour celle de V0 ou r- qui est

r

connue.

Application. Quelle sera la portée sur un plan horizontal à

hauteur de la bouche à feu d'un obus de 22cm projeté sous l'angle

de 10° 44' 5 avec une vitesse initiale de 104m:sl ? On aura

c = 1140«>, V=104ni:sl, <p = 10o44'5,

„ -Ë04^363^- 0 3523 •
P~ 9,809.1140 -°>do!"'

\ cos •& _

et comme = 0.2350, on trouvera au moyen de la

table XIV

-=0,3093 d'où X = 0,3093.1140 = 352,5.

c

100. Angle de chute sur un plan horizontal. Sur un plan

à hauteur de la bouche à feu on aura pour l'angle de

x
chute, tangû — tang? s(x, V), ou plutôt, en ne

2/*cosa<)>

considérant que la valeur absolue de cet angle, qui est

X

toujours négatif, — tango = s(x, V) — tangp; or,

2/icos*(j>

pour atteindre un point situé à la distance X, l'angle de pro

jection ? est donné par la relation lang? = t)î,(X,V),

ih cos* <p

on aur£ donc pour la valeur de l'angle de chute

-ta«,, = 4Â^;C23(X,V)-^(X,V,],

ou, en remarquant que V = %gh et V, = Vcosq»,

^28> - tang8 = |^[23 (X, V) - Tft(X, V)].
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Lorsque les angles de projection sont très-petits on

peut remplacer V, par V; dans les autres cas, il suffira de

connaître approximativement la valeur de <?.

101 . [.'angle de chute est plus grand que l'angle de pro

jection. En divisant l'une par l'autre les valeurs de tangO

et de tang<p on obtient

- tang6 = g3(X,V) ^

tangç " ' ifl,(X, V)

Or, d'après ce qu'on a vu (64), la fonction 3(X,V) étant

composée avec la fonction représentée par la caractéris

tique F' comme ift>(X, V) l'est avec celle représentée par

F, et celle-ci étant toujours plus petite que la première,

il s'ensuit que ■— ' sera toujours plus grand que

l'unité et que l'angle de chute 9 sera toujours plus grand

que l'angle de projection 0, les ouvertures étant dirigées

dans des sens contraires ; leur rapport sera d'autant plus

grand que les portées X et les vitesses initiales V seront

plus considérables.

102. Inclinaison, durée, vitesse. Dans chacun des

problèmes qui précèdent on aura l'inclinaison de la

trajectoire, la durée du trajet et la vitesse du projec

tile en un point quelconque et en particulier à l'arri

vée au but, par les formules qui ont été données :

tangO = tangcp — ~J^—»(a, V), t = ——«(a, V),

2A cos' <f \ cos ?

V cos?

t)(a, V) ' cosO'

Dans le tir sous les très-petits angles de projection, pour

le point de chute ou pour les points peu élevés au-dessus

de la bouche à feu, cos? et cos 9 diffèrent peu l'un de

l'autre et l'on aura sensiblement

v

(29) v =—:—.
t>(a,V)
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On obtiendra la vitesse initiale en fonction de la vitesse

du projectile à une distance quelconque en tirant la valeur

de V, de l'équation 4 de l'article 91, qui, en y remplaçant

X)(x, V) par sa valeur, est

Y,

('+^"7

d'où, après avoir divisé les deux termes du second membre

par —, l'on tire

V , V cos 8
V, = ■ ou V= . .

Quand on considère la résistance de l'air comme pro-

1

portionnelle au carré de la vitesse, on doit poser - = 0,

et l'on a simplement v = V.e 2c.

Ces formules sont analogues aux précédentes, au signe

près de x, et on aurait pu les en déduire directement en

considérant le mouvement d'avant en arrière, c'est-à-dire

en changeant le signe de x et en mettant v, ou vcos8 à

la place de Vi ou Vcosç; on rend cette proposition encore

plus évidente en mettant la relation deV, à v, sous la forme

Dans le cas où les trajets parcourus sont très-petits

le calcul de la vitesse peut être rendu beaucoup plus

facile. En effcl, en développant la puissance de e, après

avoir effectué la division de la valeur de V, mise sous la



MOUVEMENT SOUS LES PETITS ANGLES. 175

F
forme • v,, en négligeant la deuxième puis

ai, I
l_L'(e-'c_i)

>•

sance de — devant l'unité, et la différence insensible entre
2c

COS9 et cosO, on aura

(a» v—[i+£(i+;)] ou V— £(i+!)..

Celle dernière expression donne immédiatement la quan

tité V — tià ajouter à la vitesse connue f; elle est particu

lièrement applicable à la recherche des vitesses initiales

au moyen du pendule balistique ou au moyen des appa

reils électro-balistiques, pour ramener les vitesses mesu

rées à une petite distance de la bouche à feu aux vitesses

effectives au point de départ.

103. Dans le tir habituel des canons et des obusiers,

l'angle de projection rapporté à la ligne gui va de la

bouche à feu au point à battre, est sensiblement indé

pendant de l'élévation de ce point. L'expression de l'angle

de projection d'un projectile qui doit atteindre un objet

situé à une distance et à une hauteur déterminées au-

dessus de la bouche à feu (92) est plus compliquée que

dans le cas où l'objet à battre esta la même hauteur (96);

mais elle peut devenir aussi simple dans les cas ordi

naires, ceux où l'angle d'élévation du but et l'angle de

tir ne sont pas grands.

En effet, si a et b sont les dislances horizontale et ver

ticale du but, pour que le projectile passe par ce point

on devra avoir

a'
b=z atang?— — —ifî,(a, \).

4/lCOS ?
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Divisant par a, observant que si s est l'angle d'élévation

b i

du but on a tange = -, remplaçant cos'ç par

on aura

_^— ^ =7TTft. («,V).

Dans cette équation, le premier membre ne diffère de

tangip — tange ,

tancrfç — s) qui est —■ , qu en ce que le de-
bv ' ' 14-tangï>.tang£' ^ '

nominateur lang'cp est remplacé par tangç tangt. Or, ces

quantités sont très-peliles si <p et t ne sont pas grands,

et leur différence est négligeable devant l'unité; on aura

donc sensiblement

(31) tang(a-«) = ^ift,(a,V).

D'après celte formule, l'inclinaison sous laquelle on

doit tirer sera donnée relativement à la ligne qui va au

but sans qu'on ait besoin de considérer l'élévation- du

point à battre au-dessus de la bouche à feu.

On arrive à une expression du même genre en met-

a

tant la première équation sous la forme -ift>(«,V) =

(tangcp — tangt) cos'<p; alors, par une transformation déjà

cos Ç

effectuée (art. 1 6), le second membre devient sin (ç— e)—;

cos«

on aura donc

(32) «n(f-t) = 2*(«,V).^;

4n cos9

or, lorsque les angles t et <p sont petits, leurs cosinus et

par conséquent le rapport de ceux-ci, diffèrent très-peu
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de l'unité, on aura donc sensiblement

sin(<f-E) = — a(î,(a,VJ,

expression qui ne dépend plus que de la différence des

angles ? et s et où l'angle de tir ? — % est rapporté à la

ligne qui va au but.

C'est sur ce théorème important qu'est fondée la théo

rie du tir au moyen de la hausse, le plus habituellement

pratiqué avec les canons et les obusiers.

L'erreur que l'on commet est une fraction de l'unité

représentée par tang'p — tangptange qui est négligeable

dans le tir avec de grandes vitesses et sous de petits

angles au-dessus de l'horizon des canons et des obusiers.

Ainsi avec un canon de campagne de 12 à la distance de

1000m sur les pentes que l'on rencontre ordinairement,

l'erreur correspondrait à une différence de moins de un

diamètre du boulet sur l'élévation du point frappé.

§ "•

Mouvement «les projectiles, abstraction faite de l'effet

de la pesanteur.

10-4. Mouvement des projectiles, abstraction faite de

l'effet de la pesanteur. L'action de la résistance de l'air

s'exerçant toujours dans la direction même du mouve

ment du projectile ne peut changer celte direction. La

pesanteur seule produit cet effet. On obtiendra les for

mules du mouvement dans l'air, abstraction fuite de l'effet

de la pesanteur, en partant des formules générales que

nous avons obtenues (art. 63, éq. 7) et en y faisant

9 = 0. L'équation de la trajectoire, après qu'on y aura

V

remplacé h par sa valeur — , et avoir remarque qu'en

23
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faisant g = 0 le second terme disparaît, deviendra

cette équation est celle d'une ligne droite, et c'est ici la

ligne de projection elle-même.

La formule de l'inclinaison (art. 64, cq. 8) donnerait

aussi

tangfl = tang?.

Les valeurs de t et de v en fonction de x seront don

nées par les deux équations (64 cl 65)

-issft+ïMS)-?]
«V, \ „.f*&\ «V,'

\ cos <f L \

et

V cos 9

«V,\ S «v, cos(

(H^p-^

Mais comme dans ce cas le rapport * de l'arc à sa pro

jection est égal à — , on verra que <*V, est égal à V et

cossp

X

que ax ou est le chemin parcouru suivant la ligne de
cos? °

projection ; or, si l'on compte les longueurs suivant cette

ligne en continuant de les représenter par x, ce qui re

vient à faire <p = 0, et, si l'on remarque que cos 9 = cos<p,

on aura simplement pour le mouvement recliligne

et

v v

(34) v = -
, V\ £ V C(x,V)-
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En tirant de la deuxième équation la valeur de x en

fonction de v, on aura

. vU+l) v(i + !)

(35) c^z= _J 2- et i = 2clog-

•(«+;) •(«+;)

On pourrait tirer des équations 33 et 34 la valeur de t en

fonction de v; mais on peut la déduire directement de

la valeur qu'on a déjà obtenue (art. 64, éq. 9), en y

faisant & =. 1 et remplaçant v, et V, par v et V; on aura

alors

(36) t = 2c

Cette équation permet aussi, lorsqu'on connaît la durée

du trajet entre deux points où les vitesses sont connues,

de déduire le coefficient c qui dépend de l'expression de

la résistance de l'air, car on a

(37) 2c = i

 

i 1 1 v r

La valeur de l'étendue du trajet en fonction de la durée

résultera de l'équation (33), mais elle ne peut être déduite

que par approximation. On y arrivera promplement par

* M. le général Piobert était déjà arrivé à ces deux expressions

de la valeur de ( et de x en fonction de v, dans un Mémoire pré

senté en 1837 au concours pour le grand prix de mathématiques de

l'Institut, par MM. Piobert, Morùi et Uidion.
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x

la subslilution de valeurs successives de — et au moyen

des parties proportionnelles, en mettant l'équation sous

la forme

- = -<E>(x,V).
c c

Celle opération sera rendue très-facile au moyen de tables

calculées des valeurs de s>(x,\) (tab. X et XII).

On obtiendra x en série en mettant pour F'( — ) son

X

développement, en prenant la valeur de — au moyen du

V

retour des suites, et en remplaçant pour abréger -' par
r

V0; on trouvera

2.3.4 \2c)

^+154Vo+ 340V„'+ 31 5Vu3 + 1 05V»4 / tV \ «

4~~ '2.3.4.5 \^J

— utc.l.

Connaissant x on trouvera la vitesse du projectile au

moyen de -l'équation (34) ci-dessus.

On s'est assuré par des applications numériques que,

dans le cas de courtes durées, cette formule est assez con

vergente pour que le nombre de termes donnés ci-dessus

soit suffisant.

105. Les longueurs et les durées des trajets de deux

projectiles différents qui passent d'une vitesse donnée à une

autre vitesse donnée, sont proportionnelles au produit des
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diamètres par les densités. Dans les formules (85 et 30)

qui donnent x et t en fonction de la vitesse, et qui sont

les valeurs de x et' de < sont proportionnelles à la quan

tité 2c qui dépend du diamètre et de la densité du pro

jectile, et d'une certaine fonction de la vitesse initiale et

de la vitesse du projectile.

Supposons deux projectiles dont les demi-diamètres

soient respectivement II et IV, et les densités D et LV, et

rappelant que le poids V a pour valeur P= *^RfD, on

aura (50)

_ 4 «IV'D _ 4RD _ , _ 4 R'D'

3iWIi'(/ 3Aj/ 3 Agr

Si ces projectiles parlent avec la vitesse commune V,

lorsque leur vitesse sera réduite à v, ils auront parcouru

des trajets dont les longueurs respectives x et x" seront

—— et x' = 2c' log

 

•(•+;)'

le rapport de ces deux longueurs sera, vu que la valeur

de A ne varie pas en passant d'un projectile à l'autre, ou

que la résistance de l'air est proportionnelle à la surface

d'un grand cercle,

RD

R'D-'

* M. le général Piobeit avait déjà appliqué ce principe en 1835,

dans ses leçons aux élèves de l'Ecole d'application.
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Si / et /'sont les durées de ces trajets, on aura également

' — lî — RD

t< ~ 2? — K'D' '

d'où l'on déduit ce théorème important:

Lorsque deux projectiles différents partentavec la même

vitesse et arrivent avec des vitesses égales, les longueurs

et les durées des trajets sont proportionnelles au produit

des diamètres des projectiles par leurs densités.

Si les densités sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit

de boulets de même matière, les longueurs et les durées

des trajets sont proportionnelles aux diamètres. Si les

diamètres sont les mêmes, comme lorsqu'il s'agit de bou

lets et d'obus du même calibre, les longueurs et les du

rées des trajets sont proportionnelles aux densités ou aux

poids.

Ce théorème fait voir immédiatement l'avantage que

présente, sous le rapport des vitesses à diverses dislances,

la grandeur des diamètres ou des densités des projectiles.

La vitesse des petits projectiles est promptement diminuée,

à moins qu'ils n'aient une grande densité, comme celle du

plomb des balles de fusil ; et l'on n'emploie les projectiles

creux en fonte, dont la densité varie de moitié à deux tiers

de celle de ce métal, que sous le calibre des gros boulets.

106. Démonstration directe. On peut démontrer ce

théorème d'une manière élémentaire, sans passer par les

formules du mouvement des projectiles, et l'on voit qu'il

est indépendant de l'expression de la résistance en fonc

tion de la vitesse, pourvu seulement que cette résistance

soit proportionnelle à la superficie d'un grand cercle du

projectile.

En effet, considérons un projectile animé de la vitesse

initiale V, et soit V,, V,, V3...., les vitesses qu'il con

serve après avoir parcouru des trajets élémentaires suc
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cessifs et très-petits, e, , e,, c3 Si P est le poids de ce

projectile, H son rayon et D s;i densité, la force vive

perdue durant le trajet c, , en passant de la vitesse V à la

vitesse V, , sera

~(V'-\7).

Ces deux vitesses étant très-peu différentes l'une de l'autre,

la résistance n'a pas sensiblement varié durant le trajet,

et. elle pourra être représente par la résistance pi qui

V + V,
correspond à la vitesse moyenne ■ ; en désignant

par la caractéristique f la fonction de la vitesse qui re

présente la résistance, de telle sorte que celle-ci soit

exprimée par «rR'n ——-) , la quantité de travail con-

sommée pendant le trajet e, sera c.wR'f ( •') , de

sorte qu'on aura, en vertu du principe des forces vives,

4

de là on tire, en remplaçant P par -«fR3D

_4 «pR'D(V3 — V,') _ 2 V2 — V,'?

Si l'on suppose un second projectile de rayon R' et de

densité D', partant avec la même vitesse initiale v, il arri

vera à la vitesse V,, après avoir parcouru un trajet élé

mentaire e,' qui aura pour expression

9 V2 V *

e.' = R'D'

<m
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de ces deux équations l'on tire, puisque la fonction de V

et de Y, est la même,

e,' R'D' , R'D'

JT=RD °U C' =C'RDT-

Il est évident que pour les trajets élémentaires suivants

l'on aurait également

R'D' , R'D' , R'D'

e'=C*-RD' e/=<;'RD' e'=C'-RD'

cl ainsi des autres ; en faisant la somme membre à mem

bre, on aura

R'D'
<-,'.+ <V+ e3' + e/+ etc. = (e.+^+e.+e.+ etc.)— ,

ou , en appelant E la somme des trajets élémentaires

e, -t- ca -+- etc., c'est-à-dire l'étendue entière du trajet du

premier projectile, lorsque la vitesse Y sera réduite à v; et

de même E' la somme des trajets élémentaires c/-t-ea'+ ef

-i-elc, ou retendue entière du trajet du second projec

tile, lorsque la vitesse V sera réduite à la même valeur v,

on aura

R'D' E' R'D*
■ ou _ —— .. .

IU) E RI) '

par conséquent , le rapport de l'étendue des trajets de

deux projectiles est égal à celui des produits des dia

mètres, parles densités.

Quant au rapport des durées des trajets, on remarquera

que les trajets élémentaires e, et e,' étant parcourus avec

la même vitesse moyenne ——-, les durées élémentaires

A

<, , /,' seront proportionnelles aux longueurs de ces mêmes
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trajets, ou aux rapports des produits des calibres par les

densités , de sorte qu'on aura

t,' e,' R'D' R'iv

r=^==w dou t' = t-m>

on aura de même pour les durées élémentaires suivantes

«i -^RD' h _!sRD '

et ainsi des autres; de sorte qu'en appelant T' et T, les

durées totales des trajets, pour passer de la vitesse V à la

vitesse v, on aura

TVV T' R'D'

r=TW °U f=RD-

Par conséquent aussi, le rapport des durées des trajets

dos deux projectiles est égal à celui des produits des dia

mètres par les densités.

107. Tables fondées sur le principe précédent. Si l'on

connaît pour un projectile l'étendue et la durée du trajet

qu'il parcourt pour passer d'une vitesse donnée à une série

de vitesses différentes, suffisnmment rapprochées et décrois

sant, pour plus de simplicité, par quantités égales entre

elles, on aura les longueurs et les durées pour un autre

projectile quelconque en multipliant les premières par le

rapport des produits des diamètres par les densités ou par

2c1

le rapport — . On trouvera au moyen des différences et

des parties proportionnelles, ce qui se rapporte aux vi

tesses comprises entre les nombres de la table. On obtien

drait plus de facilités dans les applications, trop simples,

d'ailleurs, pour qu'il soit nécessaire de les détailler ici,

en calculant une table pour une valeur de ic exprimée

M
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par un nombre rond dans les limites des valeurs de 2c,

1000m par exemple; on la rendrait ainsi indépendante du

coefficient du carré de la vitesse dans l'expression de la

résistance de l'air; mais elle dépendrait encore du rap

port de ce coefficient à celui du cube de la vitesse.

En conservant A pour coefficient du premier terme

de l'expression de la résistance de l'air, on devra avoir

- —= 1000, ce qui particularise le projectile auquel se

rapporte la table.

Cette table étant calculée pour une valeur déterminée

1

de - il faudra, dans le cas d'une autre valeur, regarder
r

les nombres de la colonne des vitesses comme augmentés

dans le même rapport que la nouvelle valeur; alors le rap-

v

port - resterait le même, et la valeur de x qui est x =
y

2c log ne dépendrait plus que de - et -.
r r r

V

Dans la valeur de I qui est

„ fi i V x 2c/ r r , 1 + v
« = 2c — -) ou t = - -— - — log

'+»,

ou bien encore

2c

-7K«+;)-(«+»H*(«+Ï)-*(«+t)]}.

le second fadeur ne dépend que du rapport - et -, mais

le premier facteur variant en raison inverse de r, on voit

que le tableau des durées relatives à 2c = 1000m et à la
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i

valeur de - des tables ne pourrait servir pour une autre

i

valeur supposée égale à - ; il pourrait cependant être uti

lisé à la condition de regarder la quantité 2c comme ayant

varié aussi dans le même rapport que r et de supposer

iJ

qu'elle a pour valeur 2^ = 1000-.

r

Nous ne donnons pas de tables de cette espèce à cause

de l'inconvénient signalé. Les tables des valeurs de © et

f_) (Tab. X et XII), dont l'application ne dépend pas des

coefficients, les remplacent avec avantage sous tous les

rapports..

108. Application au tir à grande vitesse sons de très-

petits angles de projection. Tant que les portées ne sont

pas très-considérables, que le projectile est animé d'une

grande vitesse et que par suite l'angle de projection est

Irès-petit, la trajectoire est très-allongée dans le sens ho

rizontal, et son inclinaison au-dessus ou au-dessous de

l'horizon est toujours très-petite ; on peut donc, entre

certaines limites et sans beaucoup d'erreur, négliger la

composante verticale de la résistance de l'air; la compo

sante horizontale sera alors la seule force qui agira suivant

cette direction, et la pesanteur la seule force verticale.

Dans cette hypothèse, ces deux forces seront indépen

dantes l'une de l'autre; la première sera considérée comme

on le fait dans le mouvement .rectiligne, et la seconde

comme si la résistance de l'air n'existait pas.

Cela posé; soit toujours ? l'angle de projection du mo

bile, V la vitesse initiale, x et y les coordonnées d'un point

quelconque de la trajectoire, et v la vitesse du projectile

en ce point; faisons V cos<p=V,, et conservons à c et à r

les mêmes valeurs que précédemment.

Sans l'action de la pesanteur, le projectile se serait mû.
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suivant la direction initiale OA (Fig. 17), par conséquent,

après avoir parcouru une longueur OB dont la projection

horizontale est x, il se sera élevé de BC = jrlangq»; mais

pendant la durée t du trajet, l'action de la pesanteur aura

fait abaisser le projectile de la quantité Bm égale à ~gt',

et par conséquent la hauteur mC ou y, au-dessus de l'ho

rizontale, sera y = ztang?— '^gt*; or, V, étant la vitesse

initiale du mobile suivant la ligne horizontale, on aura

X

l = — (D (x, V), et par conséquent pour l'équation de la

trajectoire, en faisant V* = 2</A,

En comparant cette valeur de y à la valeur exacte

(art. 63, éq. 7), on voit qu'elle en diffère en ce que la

fonction i)«,(a-, V) est remplacée par la fonction [(D^.V)]'.

Elle s'en éloigne plus que celle que l'on obtiendrait en

remplaçant mi>(x, V) par [(Q , (x, V)]', dont on s'est déjà

servi (85,87,97), après avoir calculé la différence qu'elles

présentent avec. ilt>(.c,Y) (07). Cette méthode n'a, d'ailleurs,

qu'un avantage, celui de se prêter facilement à la cons

truction de la trajectoire par points, lorsque l'on a la loi

du mouvement, abstraction faite de la pesanteur; mais,

au moyen des tables des valeurs de yH>(x, V), la première

formule est à la fois plus facile et plus exacte.

La manière dont Lombard a traité le mouvement des

boulets " dans l'air revient à celle-ci ; mais cet auteur

supposait la résistance de l'air proportionnelle au carré de

la vitesse; de plus, il ne prenait que les premiers termes

du développement de l'exponentielle, de sorte que la for-

• Traité du mouvement des projectiles, appliqué au tir des

bouclu's à feu, page 109 et suivantes.
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mule comportait trois causes d'erreurs. On ne doit donc

pas s'étonner si, dans les applications qu'on a faites de ces

formules, on a trouvé peu d'accord avec l'expérience.

§ m-

Hypothèse de la résistance de l'air, proportionnelle

au carré de la vitesse du mobile.

109. Circonstances dans lesquelles la résistance de l'air

peut être représentée par un seul terme proportionnel au

carré de la vitesse du projectile. — Simplifications qui en

résultent. Lorsque l'angle de projection d'un mobile au-

dessus de l'horizon n'est pas plus grand que celui que

permet le tir des canons et des obusiers, on arrive, comme

on a vu (§ I) à une solution assez facile des divers pro

blèmes qu'on peut se proposer, sur le tir de ces bouches

à feu ; mais les formules se simplifient beaucoup encore,

dans le cas où la résistance peut être exprimée par un

seul terme proportionnel au carré de la vitesse.

Lorsque le projectile lancé sous un petit angle de pro

jection n'a pas un grand trajet à parcourir, que sa vitesse

initiale n'est pas considérable, et qu'en même temps il

n'est ni de faible calibre ni de faible densité, il en résulte

que sa vitesse diminue peu du commencement du trajet

à la fin. Dans ce cas, il est permis de simplifier l'expres

sion de la résistance de l'air et de la réduire à un seul

terme proportionnel au carré de la vitesse.

Dans l'expression générale de la résistance de l'air

P = A^RV ( 1 -+- V la valeur de - est une très-petite frac-

non, de sorte que, si v n est pas grand, le rapport - ne

V

sera qu'une petite fraction ; si en même temps il varie
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peu du commencement à la fin du trajet, on pourra, sans

grande erreur, remplacer sa valeur variable d'un point à

l'autre par une valeur moyenne regardée comme cons

tante.

Les circonstances de fort calibre, de faible vitesse et de

dislance peu considérables, se trouvent particulièrement

réunies dans le tir trés-plongeant ou tir à ricochet; ce

tir ne s'exécute qu'avec les boulets ou les obus de fort

calibre, avec des vitesses assez petites pour que le projec

tile soit dans sa branche descendante lorsqu'il arrive vers

le point à battre et lorsqu'en même temps les distances de

la bouche à feu sont limitées, à la fois, par les circons

tances du service et par la crainte des trop grandes dévia-

X

tions; dans ce cas, - ne sera qu'une petite fraction ; le rap-

c

port de la vitesse initiale V à la vitesse d'arrivée v', qui,

d'après l'expression de la force accélératrice de la résistance

i i. • i *" Ia v\ . v 17* v,\ fc V,-,cos8

de l'air p' = - (1 + -),est-= (1 +— e ,

sera peu différent de l'unité; il résulte de là que ( 1 -+- -)

dans l'expression de la résistance de l'air, pourra être rem-

IV+ii'

placé par sa valeur moyenne 1 + -—-— ; de sorte qu'en

, iv+v\ , .

faisant A' = A(1-i — J, cette résistance aura pour

expression p = A'^RV. La valeur de A' comme celle de

v', et dans certains cas celle de V devront être détermi

nées au moins approximativement avant l'application des

formules.

Soit, pour exemple, un boulet sphérique de 24, lancé

avec une vitesse initiale del20m:s, à une distance de 350m.

1

En prenant A = 0,027, - = 0,0023, pour la résistance de
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l'air, 12MM pour le poids du boulet, 2R = 0m1485 pour

son diamètre, g = 9ni809, on aura 2c = 2674m, — =

0,H39 et t/ = 104,0; les valeurs extrêmes de M-t--J

seront 1,276 et 1,238; elles diffèrent de leur valeur

moyenne 1,257 l'une et l'autre de 0,019 ou -^ de cette

moyenne, en plus ou en moins. Cette faible différence,

dans l'expression de la résistance de l'air, ne peut appor

ter dans la forme de la trajectoire et dans les relations

des divers éléments entre eux, que des erreurs générale

ment négligeables.

On peut donc, dans des circonstances semblables à celles

de cet exemple, remplacer l'expression binôme de la résis

tance par l'expression monôme, supposer celle-ci propor

tionnelle au carré de la vitesse et déterminer le coeffi

cient de cette résistance d'après la vitesse moyenne qui

devra être connue au moins approximativement. Dans

l'exemple cité, on aurait A' = 1 ,257 A, et par conséquent

2c

P = 0,03395?RV et 2c1 =r = 21 27^3, et en général

1,257 °

pour l'expression de la résistance de l'air p = A'tRV, et,

V* P

pour la force retardatrice, —, en faisant 2^ =
2c' j/AVR"

La quantité d est ici la hauteur due à la vitesse déter

minée par la condition que la résistance qu'éprouve le

projectile dans l'air est égale à son poids; car si u est

cette vitesse, on devra avoir A'^RV = P, ce qui donne

u' = 'igd.

Cela posé, en suivant la même marche que précédem

ment, on arriverait à l'équation de la Irajecloire, à l'in

clinaison de celle courbe en un point quelconque, à la

durée du trajet et à la vitesse du projectile, et ensuite à

la solution des divers problèmes que l'on doit se proposer
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dans l'espèce de lir auquel l'hypothèse peut s'appliquer;

mais il est plus simple de déduire la solution de ces ques

tions des résultats auxquels on est déjà arrivé (§ I), en

1

y supposant partout - = 0, et en remplaçant c par la va

leur de c' calculée pour le cas dont il s'agit; alors, les

fonctions composées Tft>(#, V) et 5(x, V), se réduisent res

pectivement à Ff-J et à F'(-); les fonctions (Q(x, V)

et v(x, V) à P(— ) et à c,cT.

110. Formules qui résultent de l'hypothèse de la ré

sistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse.

D'après ce qui vient d'être exposé, on trouve pour l'équa

tion de la trajectoire, l'inclinaison, la durée et la vitesse

du projectile, en conservant les mêmes notations que pré

cédemment, mais en accentuant la valeur de c pour la

distinguer,

!/=jtangï— — F( - ); tangO= tang<p — —F[ -}),
4/icos,<p \c'J 2/tcos'<p \c t

x _ / .r \ ,.cos9 \

t = - F'( — ) et » = V—-.—.

' v cos v \ "f / cos 0 *

Celle équation de la trajectoire et ces autres valeurs sont

au fond les mêmes que celles qu'ont données divers au

teurs " ; seulement, elles sont devenues beaucoup plus

simples par l'introduction des fonctions représentées par

les caractéristiques F et F', qui tiennent compte de la

résistance de l'air.

* Résout, Cours de Mécanique, il" 520. — Poisson, Cours de

Mécanique, tome 1. — Pcrsy, Cours de Balistique, lithographie

de l'École d'application, à Metz, 1833. — D'Obenlicim et divers

auteurs {Aide-Mémnire d'Artillerie, 1844, page 641).
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La solution des divers problèmes que l'on peut avoir

i

à résoudre, s'obtiendra de même, en faisant - = 0, dans

r

les formules déjà obtenues (§ I).

111. Solution de divers problèmes entre les portées, les

vitesses initiales et les angles de projection. — Le but étant

à hauteur de la bouche à feu. Lorsque le but est à hauteur

de la bouche à feu , on a y = 0 ; appelant X la portée

horizontale, l'équation de la trajectoire, après avoir été

divisée par X, deviendra

X /X\

0 = tangip —— F( - ,

d'où l'on lire

2/i \c'/ 2sin2<p \c'J y sin^ \c'J

Puisque pour obtenir une portée donnée, l'ongle ou la

vitesse de projection doivent être plus grands dans l'air

que dans le vide, il s'ensuit que, sous des angles et des

vitesses de projection égaux, la portée dans l'air est moin

dre que dans le vide; on obtiendra cette portée au moyen

de la première ligne de la table XIV et de l'équation ci-

dessus mise sous la forme -F(-) = —-sin2ï>. On l'ob-
c' \ c i e

tiendra en série par le développement de F(-J et par le

X'

retour des suites, lorsque — sera une petite fraction. En

appelant X' la portée dans le vide, qui est 2Asin2<p, on aura

x-X'ri---+^x.Y-ii(-ï+— (-)"

L 36-^36^; 270^^6480^/

, 521 /X'\s, -i

Durées. Sous des angles et des vitesses de projection

25
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égaux , les durées des trajets dans le vide et dans l'air

Vf Y V

sont respectivement T' =. et T = F'( — ) ;
r Vcos» Vcos? ^Id'

et, comme on a XF(-j = 2/i sin 2? = X' ; on aura

„/X\ (11X, IX» 1 X'

r FU") i+3?+3Â-'+3JïTi+ elc-

T ™/X\ j.1!.^.-!^^ _J ^Ij. te'
V2c7 ■+"22c'"t"2.3 4c,1 + 2.3.48.c'1","e '

En comparant le numérateur et le dénominateur terme

à terme, on voit que le premier est plus grand que le

second ; par conséquent la durée du trajet est plus grande

dans le vide que dans l'air ; le rapport de ces durées ,

déduit de l'expression ci-dessus, est, en effectuant la di

vision,

, , 1 X i X' i X1

1"hÎ2?"l"48^ + 36Ô?J"hetC-

Sommet de la trajectoire. Appelant af et y' les coor

données du sommet de la trajectoire, observant qu'en ce

point l'inclinaison est nulle on aura , en remplaçant les

x>

fonctions F et F' par leurs expressions en e*7, les deux

équations

t/ = rftang» — 0, c" (c«—-— i)

2/i cos' ip \ e I

d "

et

0 = tangq> — —-— (ev— i),

d'où l'on tire

.<•' = J log M -f- - sin2j> J
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Ct

y> = xf (tangç +g—^) - Ctang*.

Angle de chute. Il y a entre l'angle de chute et l'angle

de projection le rapport suivant, déduit de celui qui a

déjà été donné (101)

■•fi)

— tang 6 V c I

tangip " p/X

G)
OU

— tango IX IX1 IX3 \ X<

tang<p T 3 c' T 18 c" T 270 c'' T 3240 c'i T

112. Le but n'étant pas à hauteur de la bouche à feu.

Lorsque le point à battre n'est pas à hauteur de la bouche

à feu, a et 6 étant les coordonnées de ce point, on a

. a1 _ I a \
b = atangip — — F( - ,

4/i cos1 ? V c I '

en faisant - = tang t on aura , si la vitesse initiale est

a

l'inconnue ,

a f la \

4cosa<p(tang<p — tang«) \c' I

ou

V = l/ a-l y(-)

y 2cos'q>(tang<p — tangs) Vc1/'

et par des transformations connues (16)

h= T^—, s- F(-,) ou V=V/„ . , —r-' Ff-;).
4sin(<P— t) cosç \e 1 * 2sin(qp—s) cos<p \c I

Si l'angle de projection ? est l'inconnue, on aura deux
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valeurs dont la plus petite seule peut être admise, et, en

faisant = h', cette valeur sera

F(?)

2fc' 2, /...„ .. <*"
tangip = y h'(h'—b) — -.

118. Lorsque la trajectoire doit passer par deux points

donnés dont les coordonnées sont a et b, a' et b', on tire

la vitesse et l'angle de projection des deux équations qui

doivent exister en même temps,

«' ^/«\ ,, .. a" r^fa'\

6=atang» — Tl rF \~ )< b'=atang? — —F - )

4?icos> Vc'/ 4/icos'? \e I

(?) y O

ou

6 «F._

tang? = ——— , tangç =
a ihcos't a' 4/icos'o

En divisant l'une par l'autre ou en retranchant l'une de

l'autre membre à membre, on obtient respectivement

tang?= : ; et h = — ,

6 a„fa\ a' /a'\ (b V \ ,

puis

Lorsque la trajectoire doit passer par un point donné

dont les coordonnées sont a et b et faire en ce point un

angle 9 avec l'horizon, on déduira la vitesse et l'angle

de projection des deux équations suivantes

■ °J „ / « \ » „/«\

t=atang<?— rF - ) et tangO= lang?—— —F - ,
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qui doivent exister ensemble. En faisant - = tang t , on

aura

«F

(?) -(S)
tang<p — tange = - — et tang? — tangO =

Divisant l'un par l'autre et retranchant l'un de l'autre les

membres de ces équations on obtiendra pour 9 et pour h,

puis pour V = Vtgh,

8F(£)tange-F(J) tangO

tang <f=.

et

h =

2F(?)-F(?)

,. -(5MÎ)
4 cosa « tang s — tang 9

Dans chacun de ces problèmes, on déterminera la durée

et la vitesse du projectile , par les valeurs de t et de. v

données plus haut (111).

La. solution des principaux problèmes qu'on peut se

proposer dans le tir plongeant, se trouve ainsi très-facile

dans l'hypothèse de la résistance de l'air proportionnelle

au carré de la vitesse du projectile; mais il est nécessaire,

comme on l'a dit, de déterminer la valeur de c' pour

chaque cas particulier, ce qui force à chercher, quand

elles ne sont pas données, la vitesse initiale et la longueur

du trajet, d'où dépend la vitesse moyenne et par suite la

valeur de A' et celle de cf. Celle méthode n'est pas sans
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inconvénients, à cause des opérations préliminaires qu'elle

exige; on trouvera préférable, en général, d'employer les

formules directes (§1) qui ne demandent aucun calcul

préparatoire.

114. Inexactitude de Vhypothèse dam le tir à grandes

vitesses. La méthode que l'on vient d'indiquer, pour le cas

des petites vitesses , des gros projectiles et des courtes

dislances, ne pourrait être appliquée, sans des erreurs

notables , lorsque ces circonstances ne sont pas réunies ;

tel est le tir des boulets aux grandes distances et avec les

vitesses qu'on leur imprime ordinairement; la vitesse du

projectile varie trop rapidement, et le terme proportionnel

au cube de la vitesse a une trop grande importance pour

qu'on puisse ne considérer que le carré de la vitesse.

Ainsi, un boulet de 24 ayant 0m1485 de diamètre, pesant

12k01, et animé d'une vitesse initiale de 500m:s, conser

verait, d'après la loi de résistance de l'air que nous avons

trouvée, aux distances de 433m, 8GGm, 1299m, 1732™, des

vitesses de 360m:s, 270m:s, 212m;s, 1G!)m:B. La valeur du

coefficient 1 h serait respectivement 1,988, 1,882,

2r

1,818, 1,768, et, par suite, celle de A' qui doit multi

plier tRV, devrait être respectivement aussi 0,0537,

0,0502, 0,0491, 0,0472, et aller ainsi constamment en

diminuant.

Si l'on prend, par exemple, la plus petite portée,

celle de 433m, pour déterminer la vitesse initiale d'après

l'angle de projection observé, on devra adopter le coeffi

cient A' = 0,0537, et on retrouvera, à très-peu près, la

vitesse initiale de 500m:s. Si l'on cherchait la vitesse ini

tiale d'après la portée de 806m, et l'angle de projection

observé, on devrait se servir du coefficient 0,0502 ; mais

si l'on conserve le coefficient 0,0537, qui est trop grand

pour ce dernier cas, on trouvera une vitesse initiale plus
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grande que 500m's. Il en sera de même, avec des diffé

rences de plus en plus grandes, pour les distances de

1299m et 1732m. Par conséquent, lorsqu'on suppose la ré

sistance proportionnelle au carré de la vitesse , et qu'on

déduit les vitesses initiales des portées observées, on est

conduit à trouver des vitesses initiales d'autant plus

grandes, que les portées ou que les angles de projection,

dont elles sont déduites, sont plus considérables'.

Il résulte, de là, que les formules qui ont été données

en premier lieu (§ I), présentent à la fois et dans tous les

cas, plus d'exactitude et plus de simplicité.

1 C'est ce qui est arrivé presque constamment, notamment dans

les expériences d'artillerie exécutées à Gavre, de 1830 à 1840, par

ordre de M. le Ministre de la marine (Imprimerie royale, 1841),

dans celles de Toulouse, en 1833, et dans celles de Valence, en

1843 (Archives du dépôt central de l'arlillerie); c'est à tort qu'on

en a conclu que la vitesse d'un boulet lancé avec des charges égales

de poudre, augmentait avec l'angle de projection (Aide-Mémoire

d'artillerie, 1844, page 430).
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MOUVEMENT DES PROJECTILES

El SUPPOSAIT LA BESISTAHCE DE L'AIE PBOPORTIOIIELLE AD CAME

DE LA VITESSE SU MOBILE.

§1-

Propriétés générales des trajectoires.

113. Exposé. Les expériences qui ont été faites pour détermi

ner la loi de la résistance que l'air fait éprouver aux projectiles en

mouvement (sect. 11), ont montré que cette résistance peut être

représentée par deux termes, respectivement proportionnels au

carré et au cube de la vitesse; le second de ces termes a une

valeur assez grande pour qu'aux vitesses dont sont généralement

animés les boulets son influence ne soit pas moindre que celle du

premier terme. 11 n'est donc pas négligeable.

On a vu que quand les vitesses sont faibles, les dislances peu

considérables, les angles de tir peu élevés, et lorsqu'en même

temps les projectiles sont de fort calibre, la vitesse éprouve peu

de variation depuis le commencement du trajet jusqu'à la fin. et

que l'on peut, avec une exactitude suffisante (109), représenter la

résistance de l'air par un seul terme proportionnel au carré de la

vitesse, à la condition cependant de déterminer le coefficient de

cette résistance dans chaque cas particulier. Mais cette exactitude

n'existe plus dans le cas du tir habituel des boulets sous de grandes

vitesses initiales (l 1*4). Il en est de même dans le cas des grands
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angles de projection, comme celui du tir des bombes, parce que

l'action de la pesanteur sur le projectile se joignant à celle de la

résistance de l'air pour en retarder la vitesse dans la branche

ascendante, la vitesse varie beaucoup depuis le point de départ

jusqu'au sommet de la courbe ; elle varie de même dans la bran

che descendante et la variation est d'autant plus grande que l'angle

de projection est plus élevé au-dessus de l'horizon et que la vi

tesse initiale est plus considérable.

On ne peut donc pas, dans ce cas, regarder la résistance de l'air

comme proportionnelle au carré delà vitesse dans toute l'étendue

de la trajectoire, même en adoptant un coefficient particulier pour

chaque cas.

Or, c'est en se fondant sur cette loi que jusqu'à présent les

géomètres ont traité le problème de la balistique. Les résultats de

leurs savantes recherches deviennent par ces raisons moins sus

ceptibles d'application; mais cependant, sous le rapport analytique

surtout, ils conservent encore leur première valeur, à cause de

l'analogie qu'ils présentent dans bien des cas avec les formules

fondées sur une loi exacte; aussi, pour compléter ce Traité de

balistique, nous croyons devoir donner un résumé des travaux

de ces savants géomètres. D'ailleurs, quelques-uns de ces tra

vaux, dus à une haute analyse, et encore manuscrits, présentent

un grand intérêt, et plusieurs méthodes peuvent recevoir de nou

veaux perfectionnements ; en même temps les notations que nous

avons adoptées et les tables que nous avons calculées, donnent à

la plupart des formules une expression plus simple et en rendent

l'application beaucoup plus facile.

11G. Diverses méthodes d'approximation. Les méthodes qu'ont

employées les géomètres pour résoudre le problème de la balistique

sont de trois espèces. Par les unes, on arrive à des relations

exactes entre certaines quantités qui appartiennent à la trajectoire,

et au moyen desquelles on peut arriver aux relations dont on a

besoin en calculant numériquement les diverses parties de cette

trajectoire. L'approximation peut être augmentée à volonté en

multipliant le nombre des parties et les calculs numériques. Telle

est la méthode des quadratures et la méthode d'Euler.

26
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Par d'autres méthodes, on obtient les valeurs qu'on cherche en

séries développées suivant les puissances des quantités données.

Elles présentent une exaclitude d'autant plus grande que les séries

sont plus convergentes et qu'on emploie un plus grand nombre

de termes. Ces méthodes ont été successivement employées par

Lambert, Borda, Tempelhof, et en dernier lieu par Français et

quelques autres géomètres.

La troisième méthode consiste à remplacer les expressions qui

se refusent à l'intégration par des expressions approchées qui

soient intégrables, de façon qu'on arrive à des relations en termes

finis entre les quantités que l'on a besoin de considérer ; les valeurs

qu'on obtient ainsi ne sont qu'approchées et l'on n'est pas le

maître d'augmenter à volonté le degré de l'approximation ; l'excel

lence de la méthode dépend du choix plus ou moins heureux de

l'expression introduite ; celle-ci doit à la fois donner une exacti

tude suffisante à l'objet qu'on se propose et rendre les calculs

assez faciles dans les applications numériques.

Telle est la méthode ingénieuse imaginée par Borda, dans

laquelle est entré après lui Besout. et qui a été ensuite perfec

tionnée par Legendre et Français.

En exposant les résultats de ces recherches analytiques, nous

indiquerons sommairement la marche des calculs; quant à quel

ques démonstrations et aux développements, nous renvoyons aux

ouvrages que nous citerons'.

Pour qu'il soit plus facile de saisir les rapports que les résultats

1 Les ouvrages principaux qui ont traité de la balistique et dont

nous résumons en partie les résultats, sont le3 suivants :

La balistique, de Nicolas Tartaglia, publiée en 1537 sous le titre :

la Science nouvelle; traduit de l'italien par Rieffel. Paris, 1845

et 1846.

Recberches sur la véritable courbe que décrivent les corps jetés

dans l'air ou dans un autre fluide quelconque, par Euler; insérées

dans l'Histoire de l'Académie royale des sciences et lettres de

Berlin, année 1753, page 321 et suivantes.

Mémoire sur la résistance des fluides avec la solution du pro

blème balistique, par Lambert; inséré dans les Mémoires de
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présentent entre eux, nous adopterons pour tous des notations

communes et nous traduirons en conséquence les formules don

nées par les divers auteurs.

Nous exposerons d'abord les propriétés générales de la trajectoire.

117. Notations, propriétés générales de la trajectoire. Soit 0 le

point de départ du projectile, V sa vitesse initiale suivant OA

(Fig. 17). V l'angle de projection au-dessus du plan horizontal,

h la hauteur due à cette vitesse, P le poids du projectile. R son

rayon, D sa densité ou le poids de l'unité de volume de ce pro

jectile, x et y l'abscisse et l'ordonnée d'un point quelconque M

de la trajectoire; soit s la longueur de l'arc OM, r le temps em-

l'Académie de Berlin pour 1767, page 102 à 188, réimprimé au

Journal des armes spéciales, 1845, avec des notes de 51. Rieffel.

Sur la courbe décrite par les boulets et les bombes en ayant

égard à la résistance de l'air, par le chevalier Borda ; inséré dans

les Mémoires de l'Académie des sciences de Paris, pour l'année

1769, réimprimé au Journal des armes spéciales, 1846.

Cours de mathématiques à l'usage du Corps royal de l'artillerie,

tome JT, parBesout, de l'Académie royale des sciences, année 1788.

— Mouvement des projectiles, page 138 à 197 de l'édition de 1788,

et appendice.

Dissertation sur la question de balistique proposée par l'Académie

royale des sciences et belles-lettres de Prusse pour le prix de 1782,

par Legendre; réimprimée au Journal des armes spéciales, 1845.

Mémoire sur le problème balistique ou sur le mouvement d'un

corps dans un milieu résistant en raison du carré des vitesses, par

M. de Tempclhof ; inséré dans les Mémoires de l'Académie de Berlin

pour les années 1788 et 1789, pape 216 à 229, ou le Bombardier

prussien, par de Tempelhof, capitaine d'artillerie au service de

Sa Majesté le roi de Prusse; Berlin, 1791.

Traité du mouvement des projectiles, appliqué aux bouches à feu,

par J. L. Lombard , professeur aux Écoles d'artillerie d Auxonne,

1796.

Mémoire sur la théorie du mouvement des projectiles dans les

milieux résistants, par le capitaine Moreau ; inséré dans le Journal

de l'Ecole polytechnique, lie cahier, 1802.

Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux

résistants, par F. Français, professeur de mathématiques à l'École
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ployé à le parcourir, v la vitesse au point M. z la hauteur due à

cette vitesse. 6 l'inclinaison de l'élément de la trajectoire ou de la

direction du mouvement du projectile arrivé en ce point, nous

dy . dx . du

ferons p = —.on aura donc p = tango, coso = —, sino = —
* dx ds ds

ds .

et t»= — ; soit encore g la pesanteur ou la vitesse acquise par un

dt

corps après la première seconde de sa chute dans le vide. La

résistance p sera représentée par nv'; dans cette expression

n = A»R' (52 et 55); on a aussi A = — , 5 étant la densité de

d'artillerie de la Fère ; an XIII ; ouvrage manuscrit appartenant à

la bibliothèque de l'École d'application de l'artillerie et du génie,

à Metz, et dont copie a été adressée à l'Institut de France.

Balistique. — Indication de quelques expériences propres à

compléter la théorie du mouvement des projectiles de l'artillerie ,

précédée de l'analyse nécessaire, par A. M. d'Obcnhoim, profes

seur de mathématiques à l'Ecole d'artillerie do Strasbourg, 1814.

Traité de mécanique, par S. D. Poisson. — Mouvement des

projectiles dans le vide et dans un milieu résistant.

Cours de balistique à l'usage des élèves de l'Ecole d'application

de l'artillerie et du génie, par M. Persy, professeur; lithographie

de l'École d'application, octobre 1833.

Note sur la formule employée par Lombard , pour le tir du but

en blanc et pour la formation des tables de tir, par M. Bellencontre,

lieutenant-colonel d'artillerie. — Voir aussi l'Aide-Mémoire d'ar

tillerie de 1844, page C42.

Formules balistiques et tables de tir, par M. Chiniac, chef d'es

cadron d'artillerie. — Voir aussi l'Aide-Mémoire d'artillerie de

-1844, page G42.

Tables balistiques générales et théorie mathématique du tir à

ricochet, par Otto, traduit de l'allemand par M. Rieffel, et Journal

des armes spéciales, année 1844.

Mémoire sur la trajectoire des projecldes de l'artillerie, par le

comte de Graewenitz, traduit de l'allemand par M. Rieffel, et

Journal des armes spéciales, 1844.

Dei moto de' proietti ne' mezzi resistenti. — Du mouvement

desprojoclilesdans les milieux résistants, par Paolo di San Roberto,

Turin, 1855.



RÉSISTANCE PROPORT. AU CARRÉ DE LA VITESSE. 205

l'air et k un coefficient déterminé par l'expérience. La masse du

P
mobile étant -, la force retardatrice due à la résistance de l'air

g

P * , . . „ P P 8RD

sera p- ou — «' en faisant 2c =— = ——-=--—.
g 2c ng AmVg 3 A»

de u' dx

En partant des deux équations du mouvement d —=——— dt

( ' !> —C ils

et d—- =—ïT-r-dt — gdt, faisant dy = pdx, et supposant dx

OiZ JàC cis

constant, ces équations deviendront, comme on l'a fait voir

(61, éq. 1 et 2).

(a) dxdp = — gdf et cd7p = dpds. (b)

La seconde de ces équations est celle de la trajectoire, la pre

mière donnera la vitesse et le temps du mouvement. La densité de

1
l'air et par conséquent- étant constants, l'équation cd7p=dpds

c

dp -'-
aura pour intégrale — =Be e.

dx

Pour déterminer la constante B, on prendra l'équation

dpdx =—gdf qui donne — =—g— ; et comme au point de

dx dx'

dx

projection la vitesse horizontale est — = Vcos<i>, on aura

dt

B —

donc

ff 1

V3'cos'> 2/icos'V

dp

dx " 2/» cos' • '

(1)

on aura aussi, en divisant membre à membre avec l'équation (a),

dx' „ , . { JiCOS1? --. ,rcos<p -i
-7- =s 2gfccos'<?ee ou 2 = e c et v = V e «.
df J cos'O cos 8

Le second membre de l'équation (1) qu'on vient de trouver étant

multiplié par ds et le premier l'étant par la quantité égale
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dxV \ +p\ on aura

— e'ds = 2/icos'frfpV^l +p',

d'où en intégrant et en appelant ?(o) l'intégrale J dp V\ -\-f

= ipV/r+7+{logO)+ v'r+p'), laquelle (art. 76, note)

changera de signe dans la branche descendante, où p et tangO

sont négatifs, on aura

- 27i

(2) _e'z=— cos'<f[?(6) — C].

c

La constante — C est déterminée par la condition qu'à l'origine

du mouvement on ait s = 0 et o = <p, on aura donc

2/icos1?

Ainsi la trajectoire a pour équation

i

Si le mouvement avait lieu dans le vide, il faudrait faire - = 0.
c

et on aurait, comme on sait, une parabole. En mettant l'équation

précédente sous la forme

ee— i 2hcos,<rry. . .....

= —— [f(0 - ?W] ;
s s

c

1

remarquant que pour - = 0 le premier membre, d'après son dé

fi

veloppement connu (66), se réduit à l'unité, et en nommant s'

l'arc correspondant de la parabole, on aura

A' = 2ftcos'<f[eW-?(0)],

on aura donc

! s' s / sS
ec = \-\— ou - = log(l+-),

c c \ c I
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relation très-remarquable entre les deux arcs s de la trajectoire

et s' de la parabole qui se terminent en deux points où les incli

naisons sont respectivement égales.

118. Asymptotes. Si l'on veut savoir ce que devient la courbe

du côté de la brandie ascendante, il faudra faire s et s' négatifs,

ce qui donnera

s—*(*-î)'

or, si on prend sur la parabole le point m' (Fig. 18) pour lequel

s'=c. on aura s =— clogO. c'est-à-dire s infini; donc, ce n'est

qu'à l'infini que l'inclinaison de la trajectoire devient égale à l'in

clinaison au point m', donc il y a une asymptote dont l'inclinaison

est égale à celle de la tangente en m' ; l'inclinaison de cette asymp

tote sera donnée par la relation

-c = 2;lCOsM?(e)_f(0)] OU ?(0) = ^-_+?W.

Cette valeur se calcule très-facilement au moyen de la table V.

Si on prend du côté de la branche descendante un arc parabo

lique On' de plus en plus grand, l'arc correspondant On de la tra

jectoire augmentera aussi, mais beaucoup moins rapidement. Donc

On étant infini On' le sera aussi. Mais l'infini logarithmique étant

du dernier ordre, on voit que la courbe \'n ne tardera pas à se

confondre avec une verticale et qu'elle doit avoir par conséquent

une asymptote verticale.

Pour le prouver, éliminons « entre les équations (1) et (2), on

aura

■£ = - tï pVl+p«+ ï logCp+ Vi+p*) + const] •

Or, quand on intégrera entre deux valeurs très-grandes de p, on

pourra négliger l'unité et log(p-+- V i +/>') devant p. Alors on

aura simplement

dp P* ,, . ,, • . 2c
~ = — d ou 1 on tire x = const ,
dx 2c p
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donc à partir d'un point pour lequel p est déjà très-grand, lors

qu'on fait p infini la valeur de x est finie. Donc la branche des

cendante jouit d'une asymptote verticale.

119. Rayon de courbure. L'expression du rayon de courbure,

dans l'hypothèse de dx constant, est, en le représentant par y,

dx^l+py
7 ~ dp ■

t -,

En substituant la valeur de ee dans celle de — , on trouve celle

dx

de. da',

cdp
d.r =

-ee»)'

de là

r(l+p')?

c—m '

Dans la branche descendante, la valeur de ? (o) sera négative

et par conséquent la valeur de y sera plus grande pour les mômes

valeurs absolues de p. De plus, la valeur de y ne sera infinie que

pour p égal l'infini, ce qu'on sait déjà ; et, dans la branche ascen

dante où ?(o) est positif, y sera infini pour G = ?(0), ce qu'on a

fait voir aussi (118).

Le point de plus grande courbure se détermine en égalant à

zéro la différentielle de y. ce qui donne, en se rappelant que

tanga = p et ? (a) =fV\~+tf dp,

3

Cette équation, qui ne sera satisfaite que quand 8 sera négatif, ce

qui rend aussi ?(G) négatif, donnera la valeur de 0 à laquelle cor

respond le minimum du rayon de courbure.

120. Vitesse. La vitesse du mobile en un point quelconque a

été donnée en fonction de s (HT); en substituant dans cette
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expression la valeur de * tirée de l'équation (2), on aura

* 2[C-{(8)] - « •

Au sommet de la trajectoire, où l'on a p = 0, et par suite

?(8) = 0. on aura simplement

... _ 9e

2/i cos' »

•«(♦)

A partir du sommet, la vitesse va en décroissant par reflet de

la résistance de l'air; mais, à une certaine distance du sommet,

la pesanteur commence à augmenter cette vitesse, de sorte que

son effet compense celui de celte résistance. La vi esse en ce

point est alors un minimum.

On détermine ce point en différenliant la valeur de la vitesse

c(l-f-p*)

prise sous la forme z = ————— et en posant dz = 0 ; de là
2[C — ç(0)] v

résulte, à cause de <f?(8) = V i-^-p'dp. la valeur de p donnée

par la relation

i<i+f+£(() „ _;_i_+fW=c,

laquelle n'est satisfaite que pour une valeur négative de 8 ; c'est-à-

dire que le point où la vitesse est un minimum est dans la branche

descendante.

En comparant entre elles les équations qui donnent respecti

vement le point du minimum de rayon de courbure et celui du

minimum de vitesse, on voit que le premier membre de l'une et

de l'autre équation est infini pour 8 = 0 et qu'il décroît quand 8

augmente ; il en résulte que la fonction de 0 relative au rayon de

courbure qui contient le coefficient j atteindra la valeur de C plus

rapidement et par conséquent pour une moindre valeur de 8. que

celle qui se rapporte au minimum de vitesse et qui contient le

coefficient ; ; par conséquent, le point de la trajectoire où In rayon

27
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de courbure est un minimum est plus près du sommet que celui

où la vitesse est un minimum. Cette propriété est rendue encore

plus évidente par le tableau suivant ; ce tableau pourra en outre

servir à calculer facilement, dans chaque cas. la position de ces

■1

deux points; on y a représenté —;—:— par f(o).

9 ïf(«)-f(8) ff(«)-?(») 9 ïf(9)-f(8)
if(0)-ê(9)

n 0

0 infini. infini. 8 3,52263 2,30442

4 28,64062 49,08792 9 3,44736 2,025-23

2 14,30939 9,52795 40 2,79467 4,80-204

3 9,52747 6,33447 44 2,52383 4,64736

! 4 7,13452 4,73302 42 2,29937 4,46452

5 5,69347 3,76024 43 2,408'23 4,32789

6 4,73092 3,14886 44 4,94338 1,24462

r 4,04454 2,65333 45 -4,79945 4,40926

Au delà du point où la vitesse est un minimum cette vitesse

augmente, mais non pas indéfiniment; elle se rapproche continuel

lement de celle pour laquelle la résistance de l'air est égale au

poids du mobile, en même temps que la direction du mouvement

se rapproche de la verticale ; celte limite de la vitesse est donnée

par la relation

V- = g ou * = c.

§n.

Méthode des quadrntnres et méthode d'EuIcr.

121. Équations fondamentales. Des deux équations du mou

vement (61, a et b) Euler" déduit la relation que nous avons

1 Recherche sur la véritable courbe que décrivent les corps jetés

dans l'air, par Euler. — Histoire de l'Académie de Berlin, année

4753.
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donnée (61. éq. 1).

et ensuite par diverses transformations il obtient

d'où l'on tire

— dp , — pdp(3) dx= £ , dy = f ,

K—i/dpV/1+p' K--/dpVl+p«

— d/>Vl4-p' 1 —dp
<fa= ■ , at= -p- ■-■■■■ ~,

K--/dPv/t+p» v'f ^/K_1/^1+7

K—ifdpVi+p-'

L'expression /dpVl+p1 est celle de la longueur d'un arc de

parabole; celle-ci a pour valeur, comme on l'a fait voir (76),

ip y/ 1 _|_p'^_ilog(p+ V 1 +!>') représentée par la fonction

f(0) dans laquelle p = tango et qui s'évanouit pour 0 = 0. Au

point de départ où 0 = <?, elle devient ?(«), et, en remplaçant

Q

K par - on aura plus simplement

c

*=°jéwr y=cjô=k> s=cj

t—^B. C dp é» = cg(i +pV)

VTgJ vï=m' ' ' c-w

Ces intégrales sont prises de manière à s'évanouir pour 0 = 0.

CCI

La vitesse au sommet sera u' = ■£. Dans la branche descen-

C-f(8)
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dante o etp changent de signe et la fonction t (o) conserve la même

valeur en changeant seulement de signe. Au point de départ où

e = ? et v = V, on a comme précédemment (117)

?(•)•

122. iléthode des quadratures. On peut déterminer par les

quadratures tout ce qu'il est nécessaire de connaître dans la tra

jectoire et la tracer par points '.

L'abscisse d'un point quelconque de la trajectoire est égale à

la somme des valeurs infiniment petites de dx= c-——— com

prises depuis 0 = 9 jusqu'à là valeur de 8 qui répond au point

que l'on considère. On aura la valeur de x par approximation, en

partageant l'intervalle des valeurs extrêmes de o en un très-grand

nombre de parties que l'on fera égales entre elles pour plus de

simplirilé ; en calculant ensuite les produits des valeurs de

c —• par 1a différence très-petite entre les valeurs consécutives

de p. que l'on représentera par Ap et que l'on substituera à la

différence infiniment petite dp. La somme des valeurs de A.r ainsi

obtenues approchera d'autant plus d'être exacte que Apsera plus

petit. En continuant le calcul jusqu'à ce qu'on soit parvenu à

8 = 0. on aura, aussi exactement qu'on se le proposera, les ab

aisses de tous les points de la branche ascendante de la trajec

toire ; la dernière abeisse sera celle du sommet. Au delà de ce

point, dans la branche descendante, les valeurs de e et celles de

p deviendront négatives ; en continuant le même calcul on aura

les abscisses des divers points de cette branche. Par un procédé

semblable appliqué à la valeur de dy, on aura les ordonnées cor

respondantes aux valeurs successives dep et on pourra construire

la courbe par points ; on obtiendra de même la valeur du temps t.

La vitesse en chaque point sera donnée directement par la valeur

' Truite rlc mécanique de Poisson.
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de t»* =——— : il en sera de même de celle de s comme on

c—e(8)

va le voir.

123 Méthode i'Euler. Remarquant avec Euler que dp N^l-f-p'

= d?(o). on aura

* = cc=w' dou * = '**—ë^.

sans constante, expression fort commode pour décrire la courbe,

car, dit Euler, • Calculant pour un grand nombre de valeurs de

> p ou de 9, celle de s, on trouve autant de portions de courbe ;

• et sachant de chacune l'inclinaison à l'horizon, on en tirera

« aisément les parties de l'abscisse et de l'ordonnée qui leur con-

» viennent; lesquelles étant ajoutées ensemble, donneront tant

• l'abscisse que l'ordonnée enlière, qui répondent à chaque point

• de la courbe. Ensuite, ayant la vitesse à chaque point de la

» courbe par la formule v*= — , chaque particule de la

• courbe divisée par v donnera le temps que le corps met à la

■ parcourir; pourvu qu'on prenne les particules de la courbe

» assez petites, on obtiendra assez exactement, tant la figure de

» la courbe que le mouvement du corps. » C'est là ce qui cons

titue essentiellement la méthode d'Euler.

Pour celte mélhode une table des valeurs de la fonction f (0)

étant très- utile. Euler en a calculé une de degré en degré

(tab. V, 1™ partie).

11 distingue les courbes en espèces déterminées par les valeurs

de C ; les autres ne dépendant de c que pour les dimensions,

elles seront semblables.

124. Conslrtwlion par points. Pour construire d'après la mé

thode d'Euler, un arc aux extrémités duquel les inclinaisons sont

respectivement 0 et 0' et les tangentes p et p', on aura (Fig. 19)

AM = clogC-^P et AM' = clog^L\
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donc •

MM' = clog
, _ .,._c-ew.

l'inclinaison moyenne de l'arc étant \ (8+0'), la portion qq1 de

l'abscisse sera

C—f(«0 e + o»
cl^c=T(ô)C0S-2-'

et la portion de l'ordonnée correspondante sera

. G—{(») . e+o-
cl°ec^(ôrn—

pourvu que les différences de 6 et b' soient assez petites.

On calculera de même les vitesses en M et M' qui sont

la vitesse moyenne entre les deux, étant £ (« + »'), le temps

employé à parcourir l'arc sera

1 cl0-c-w>

i(t, + l,<) °C-S(8)-

Euler fait ensuite l'application de ces formules à une espèce de

trajectoire en calculant numériquement les arcs de cinq degrés

en cinq degrés '.

125. Correction de Legendre. L'erreur que l'on commet par la

méthode d'Euler tient à ce que la projection des arcs partiels est

déterminée comme si ces arcs étaient des portions de ligne droite :

en opérant ainsi, on prend ces projections trop grandes et on

obtient des portées et des élévations trop considérables.

Legendre a corrigé cette méthode en déterminant la projection

' Les autres espèces de trajectoires ont été calculées par arcs de

moindre étendue par le comte de Gra;wenitz et par M. Otto (Mé

moire sur la trajectoire des projectiles et Tliéorie mathématique

du tir à ricochet, au Journal des armes spéciales, années 1844

et 1845).
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des arcs de trajectoire comme si c'étaient des arcs de cercle.

11 trouve alors' que les projections doivent être multipliées par le

rapport du sinus du demi-angle que l'on considère à ce demi-angle

lui-même, de sorte que les portions d'abscisses et d'ordonnées

seront données respectivement par ces formules

, C—1(?) 0 + 0" sini(8— f)

et

, C—HP) . 0 + 0 sin7(9 — #)

Ici 9 — 0' représente l'arc dont le rayon est égal à l'unité; le

sini(9—9")

rapport —— —— diffère de l'unité, lorsque l'arc est petit, de

Jj(8—e')'; cette valeur est de ^ïi ' lorsque 0— o' est de

cinq degrés.

126. Correction proposée. La correction introduite par Legendre

donne plus d'exactitude à la méthode d'Euler. En effet, quand on

considère les projections horizontales des arcs d'une trajectoire

ou les portées, on reconnaît facilement qu'au rapport d'un arc de

trajectoire à sa projection il est plus exact de substituer le rapport

analogue d'un arc de cercle dont les inclinaisons aux extrémités

sont données, que celui d'une ligne droite qui aurait une incli

naison moyenne entre les inclinaisons des extrémités des arcs.

Mais il est facile de voir que si. au lieu d'un arc de cercle, on

prenait un arc de parabole choisi de telle sorte qu'il fût osculateur

à l'une des extrémités et qu'il se terminât à l'autre sous une incli

naison commune, on obtiendrait un rapport beaucoup plus appro

ché encore. Nous avons donné ce rapport (76 et table V) repré-

£(6)_ JW)

sente par « = .. Ainsi la valeur la plus approchée
v tangfl — tansO' ' lv

1 Dissertation balistique, par Legendre, page 14, ou Journal de

l'École polytechnique, onzième cahier, mémoire de Moreau, p. 222;

réimprimée en 1846 (Journal des armes spéciales).

' Plus exactement ttVt-
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de la projection horizontale d'un arc de trajectoire serait

C— £(0*) tangO — tangO*

rogc-?(o)- m-W) '

Quant aux ordonnées, nous avons trouvé pour - le rapport

?(0)-ï(8') 1

V i(tang'8— tang^) x i(tangfl + tangO")

127. Degré d'exactitude des diverses méthodes. Pour juger de

leur exactitude, comparons les trois méthodes entre elles au moyen

des rapports qu'elles donnent: 1° celle d'Euler. 2° celle de Le

gendre, 5° la méthode proposée. Nous choisirons les arcs de 00°

à 53°, de 43° à 40°, de 25 à 20° et de 5° à 0°, et nous aurons

respectivement pour ces quatre arcs et pour leurs différences avec

la correclion proposée regardée comme la plus exacte :

DESIGNATION DBS AKC9.

1» COS

(0 + 0')

2°c

Q + ffs'ï(0-W)

60 à 55*

0,537300

0,537130

0,534636

Dif.

2674

45 à 40°

0,737272

0,737038

Eif.

1445

25 à 20°

0,023880

Dif.

507

301

5à0°

0,999048

0,008731

Dif.

318

:>

2 ±(0-ff)

(tangO - tangO')

2504

0,735827

1211 0,923587

0,923283 0,998730

En comparant entre elles les corrections qui résultent des mé

thodes d'Euler et de Legendre et de la méthode proposée, on voit

que la correction de Legendre ne diffère pas sensiblement de cette

dernière, pour les petites inclinaisons; mais l'approximation dimi

nue à mesure qu'on s'éloigne du sommet de la trajectoire. La diffé

rence est partout plus grande dans la méthode d'Euler. el surtout

pour l'arc de 0° à 3°; elle est encore double pour l'arc de 20° à

25° ; elle en est les * pour l'arc de 40° à 45° et les -J-j pour celui de
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55° à 60°. Comparée à la quantité cherchée, le résultat de la

méthode d'Eulcr diffère du résultat de h méthode proposée res

pectivement de jttô, tttj. ît5 • îts Pour 'es ai'cs de 0° à o°, de

20° à 25°, de 40° à 4o°. de oo° à GO. Les différences sous les

grands angles ne sauraient être négligées.

Celte observation fait voir aussi que pour appliquer convenable

ment la méthode d'Euler, même avec la correction de Legendre,

il ne faudrait pas prendre les arcs d'un pareil nombre de degrés

quelle que fût leur inclinaison, mais qu'il faut d'autant plus res

serrer les divisions que les angles sont plus élevés, comme nous

l'avons fait dans l'application au tir sous les grands angles, lorsque

la résistance de l'air était exprimée par deux termes (77).

En opérant pour les ordonnées comme pour les projections ho

rizontales, on aura pour les valeurs des corrections dans les trois

méthodes les quantités contenues dans le tableau suivant :

DFSIGJATIOJI DES ÀHCS.

6+0'

1° sm—-— .

2° s
0-f.0's.'(8-6'

>

2 { (e - ff)

te -te' te -t- te

60 i 65"

Dlf.

45 à 40"

Dit.

25 à 20'

Dif.

5 à 0'

Dir.

i

0,843.191 1177 0,675590 1072 0,382083 008 0,043619 70

0,843124 1414 0,675376 1286 0,382ô«l 730 0,043606 83

0,844568 0 0,670662 0 0,383291 0 0,013689 0

m-m 2

En regardant, d'après ce qu'on a déjà dit, la méthode proposée

comme celle des trois qui donne la plus grande exactitude et en

y rapportant en conséquence le résultat des autres, on verra que

la correction de Legendre est moins exacte que celle d'Euler; les

différences, relativement à la projection parabolique, sont comme

6 à 5 et d'environ ,-J-,- à ^ des parties d'ordonnées.

Pour mettre hors de doute la plus grande exactitude de la mé

thode proposée, sur celles d'Euler et de Legendre, il suffira de

considérer le cas où la vitesse serait très-faible, le projectile très-

lourd, et où par conséquent la trajectoire ne différerait pas sensi

28
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blement d'une parabole. Dans ce cas. la méthode proposée don

nerait exactement les abscisses et les portées, tandis que la

méthode d'Eulcr et celle de Legendre donneraient des abscisses

ainsi que des portées trop grandes et des ordonnées trop petites,

dans les rapports qu'on vient d'indiquer.

§111.

Méthode des séries.

128. Méthode des séries. La seconde méthode qu'on a appli

quée à la solution du problème balistique donne les quantités

cherchées en séries procédant suivant les puissances successives

des quantités données par la question, de façon que l'excellence

de la méihode et le degré d'approximation qu'on peut obtenir

dépendent du degré de convergence des séries et du nombre de

termes qu'on calcule.

Résultats de Lambert. Lambert ' est entré le premier dans celte

voie; après être arrivé par des moyens analogues à ceux d'Eulcr

à l'expression de dx en fonction de p, déjà obtenue,

1 fdpVi+p*'
c J

il fait voir que cette fraction étant résolue en une série procédant

suivant les puissances dey dpV\-\-f, on arrive' à la valeur

de x en fonction de l'inclinaison et des puissances paires de la

vitesse ; il obtient une série semblable pour l'expression de la

durée du trajet, et montre que la valeur de y = pdx n'offrirait pas

de termes moins compliqués.

■ Histoire de l'Académie royale de Berlin, pour 1765; Mémoire

sur la résistance des fluides avec la solution du problème balistique,

pages 102 à 188.

' Idem, page 167.
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Pour arriver à une relation directe entre y et x, regardant dx

comme constant et remarquant que l'on a dx' = v'cos'odt' et que

dy décroîtra de la quantité due à l'action de la gravité, on aura

dx2 w'cos'O
d'y = — gdf et —- = ;J ^y g

on obtient aussi la relation que nous avons déjà obtenue

d$ d'p d'y ,
— = -r~ = -sr ou c d'y = d'uds.c dp d'y J J

En exprimant la valeur de y par un développement qui procé

derait suivant les puissances de x, on aurait

y = fix — yx' — Sa;3 — tx^ — ux* — etc.

En considérant une abscisse infiniment petite, on trouve que £

doit être la tangente de l'angle de projection ; y se détermine par

d'y g

l'équation —- = et par celle tirée de la série ci-
1 dx' v'co&'O

dessus

d'v
-4 = — 2y — Côx — etc.;
dx

lesquelles, puisqu'on a à la fois x ==0. v = \ et 0 = <?. donnent

9
y =

2V*cos*9

dx

En prenant les différentielles dy. d'y, d?y, les valeurs de — et

de — = 1 + ^- . puis faisant le produit de d'y et de ds. l'éga-

dx' . dx'

lant terme à terme à celui de cd3y, Lambert obtient une relation

qui représente la trajectoire. En y remplaçant VJ, par 2gh. met-

x*
tant en facteur commun, nous obtenons

4/icosJ»
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(1) j/ = a?tang«

4/tcos*<j>

décos* 3.4\ccos9/ 3.4.oVccosa/

sin? x1 sin» a;3

etc.
2.3.4 c/icosa<p 2.3.5 ch'cos^

COS* O X3

H t- ptc
T 2.3.5.8 r/i'cosî*

■ etc . +etc.]

C'est par le facteur entre parenthèses que cette expression de y

diffère de ce qui aurait lieu sans la résistance de l'air; la pre

mière ligne de ce facteur n'est autre que la fonction que nous

avons représentée par F( —— ) (60).
\ccosç/ t

En conservant ce terme seul et en négligeant les autres, on

aurait l'équation d'un très-petit arc de la trajectoire; celle-ci se

déduirait également de l'équation que nous avons déjà obtenue

(68), dans la môme hypothèse sur la résistance de l'air pour un

arc d'une certaine étendue en y faisant le rapport <* de l'arc à sa

projection égal à celui du premier élément qui est séc« ou .

cos<?

Les termes autres que le premier sont relatifs à la plus grande

étendue de l'arc.

129. Portée horizontale. Pour obtenir la portée horizontale il

faut faire i/ = 0 dans l'équation précédente, et en tirer la valeur

de x ; Lambert obtient par le retour des suites et en faisant pour

... 2sin»V , en

simplifier = ? et — =m,

cg V

x
'=?-HJ + Â?' +âTô?4 -T-etc.

-f-^msin??1 — ^msinip?4+ etc.

—^m'co&'Vi'1 + etc.

4- etc.
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Cette suite est peu convergente, à moins que V no soit très-petit

comparativement à c, ou que $ ne soit lui-même très-petit. Suivant

Lambert, elle est applicable au tir sous les petits angles au-dessus

de l'horizon, comme celui des canons.

En remarquant que ? est facteur commun du deuxième membre

V

et que ce facteur multiplié parecos? est égal à 2 sin 9 cos V —

ou à la portée dans le vide, portée que nous appellerons X'.

X' 2sin*

remarquant alors que ? = . que m = , on aura

ccosç i

v ' L 3ccos? 3f)Vccos?y ^270vccos*/ T

4 X' 19 / X' \a

+ -sin5ï n^;sin,i', +e,c-

+ ctc. -f-etc.

1 . . X' 19 . , / X'

CCOSÇ ÎH.) \CCOS<fJ

1 . , X'

00 ccos»

La première ligne de celle expression se rapporte à un angle

de projection peu élevé et Ici qu'on le déduirait de l'expression

que nous avons obtenue (art. 85), en y développant aPo(x, V), en

reprenant X par le retour des suites', et en y supposant ensuite

la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, puis en

remplaçant le rapport a de l'arc à sa projection par celui du pre

mier élément ou séc V. Les autres termes tiennent compte de la

plus grande étendue de l'arc; mais ils sont incomplets. Lambert

paraît n'avoir pas remarqué que la valeur de m contenant ç au

dénominateur, il en résultait que dans les termes où entre cette

quantité, la puissance de ? se trouvait diminuée ; par suile, les

termes sont incomplets à partir du second et la formule de Lam

bert ne peut pas servir telle qu'elle est.

130. Inclinaison. Lambert, par la dilTércntiation de la valeur

de y relativement à x, trouve la valeur de l'inclinaison de la

1 Voir la première édition, colle de 184B (art. 74, oq. 6), pagelOO.
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trajectoire en un point quelconque; elle devient, par les mêmes

substitutions que précédemment,

(3) tangO = tangq>-

2/^cos,<^>

+ 2ccô7? + iOVccôsW + 2.3.4 le cos<?J +CC'

csintp f x \* csinî>/ a: \3

12/* Vccostp/ 8/i \cco&<ç)

-f- etc. + etc-

ce

Sous celte forme, on voit que le premier terme donne
1 * 2/icos1?

l'expression de l'inclinaison qui aurait lieu sans la résistance de

l'air; la partie entre parenthèses est donc le facteur qui tient

compte de celte résistance; dans celui-ci, la première ligne n'est

autre que ce que nous avons représenté par F'( —— ) et qui

donne l'inclinaison lorsqu'on ne considère qu'un arc.de très-peu

d'étendue.

13t. Durée. Lambert obtient aussi pour la durée du trajet,

une formule qui, par les substitutions que nous y avons faites,

devient

(4) « =

Vcos<j>

ri x l/ajx' \ I x \%
L +22ccosç+ 23V2ccosTJ + 2.3.4 V 2c cosj +e°'

csilif f x \" 5 csin»/ x \3
~~ 2.3/i Uccos*/ ~±3Â~h~ \Iccôs?) +CtC'

1 /CCOSÇN1/ X \3 . ,

+2in(—J l27c^;]+etc-

+etc. +otc.

Sous cette forme, comme dans ce qui précède, on voit que le
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premier fadeur est la durée qui aurait lieu sans la résistance de

l'air, et que le deuxième donne l'influence de cette résistance.

Dans celui-ci, la première ligne n'est autre que la fonction que

nous représentons par F' (- j et qui à elle seule donne la

durée t = —— F (- ) , relative à un are de très-peu d'é-
Vcos? \2ccos<p/

tendue.

132. Résultats de Borda. Borda', en partant des deux valeurs

de x et de y

x== /! cdP «t y = C Cpdp

J J'dpVi+p* J fdpv'i+p'

a aussi cherché à exprimer y par une fonction des puissances

successives de l'abscisse x, et au moyen des coefficients indéter

minés il a trouvé la valeur suivante :

(5) y = xtang^

' 24 [}

ihcos'f 12c/icos3<p

sino * u
V4c/iacos4<p 2c'/icos4?/ '

+ J_ /_______ L_Wj.dc
MSûAcVi'cosS? 2c%cos*9 8c/i3cosî<f/ ^ '

-f- etc. + etc.

Cette équation peut se mettre sous la forme déjà obtenue

(128, éq. 1) d'après celle de Lambert, et elle donne lieu aux

mêmes observations.

133. Résultats de Tempelhof. Tempelhof * a traité la question

1 Sur la courbe décrite par les boulets et les bombes, en ayant

égard à la résistance de l'air, par Borda; Mémoire de l'Académie

des sciences de Paris, pour 1769.

1 Mémoire sur le problème balistique ou sur le mouvement d'un

corps dans un milieu résistant en raison du carré de la vitesse.
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du mouvement des projectiles dans le cas où l'on suppose la

densité de l'air variable, soit suivant une fonction de l'inclinaison

de la trajectoire, soit suivant la longueur de l'aie parcouru, soit

enfin avec l'élévation du projectile au-dessus de la terre. 11 traite

ensuite le cas où la densité "est supposée constante.

Partant de la relation finie qu'on obtient entre la grandeur d'un

arc et ses inclinaisons aux deux extrémités, il cherche par la

méthode des coefficients indéterminés la série qui exprime x et y

en fonction de e', de l'angle de départ <P, et de la vitesse initiale V.

Les formules étant très-compliquées et l'arc n'étant pas la lon

gueur qu'on a à considérer dans les applications, nous ne donne

rons pas ces formules. Nous aurons d'ailleuis à en rapporter

d'autres de ce genre, beaucoup plus simples.

Tempelhof donne encore d'autres formules relatives à la portée

sur un plan horizontal et à l'angle de chute, que nous ne rappor

terons pas pour les raisons qu'on vient de donner.

154. Résultats de Français. Français', dans des recherches

non publiées sur le mouvement des projectiles, s'est attaché de

préférence aux méthodes d'analyse qui ne négligent rien, conser

vent dans toute leur intégrité les données et les formes, et qui ne

sont approximatives que par l'impuissance où l'on se trouve de

revêtir certaines expressions de formes finies ; c'est par le calcul

des dérivations, à la naissance duquel il a assisté et même coopéré,

et où il a trouvé, dit-il, des ressources inespérées, qu'il a traité la

question balistique. 11 ajoute que cette méthode lui a permis

d'arriver à des formules qui non-seulemont n'auraient pu être

trouvées par l'analyse ordinaire, mais qui ne pourraient [tas même

cire figurées.

Au calcul des dérivations. Français a associé une espèce parti

culière de différentiation qui lui a permis de tirer, presque sans

peine, des formules remarquables qu'aucune autre méthode ne

1 Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux

résistants, par F. Français, an XIII. Manuscrit appartenant à la

bibliothèque de l'Ecole d'application de l'artillerie et du génie à

Metz, et dont copie a été adressée à l'Institut de France.
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saurait donner aussi immédiatement et d'une manière aussi

facile.

Des deux équations du mouvement, Français déduit les deux

équations connues

(a) dpdx + gdP = 0 et dpds — cd'p = 0. (b)

L'équation (b) mise sous la forme dlog —= — . donne en

dx e

intégrant

dp „ -

B étant une constante dont on trouve la valeur B =

2ftcos5<p'

par la condition de satisfaire aux données relatives au point de

départ ; ce qui donne, en faisant, pour simplifier les expressions,

i

(c)

dx 2ftcos*«>'

ds

puisque p = tange, et — = (coso) -1 on aura

dx

dp _ i de

dx ~~ cos3<p'ds'

valeur qui substituée dans l'équation (c) donne

dQ eùds 1 , .

— — (Jeu

cos30 2/icos*<» 2i7icos*«

1
et faisant ■ = m on aura

2t/icosaç

—— = —mde"
cosJ8 '

et, en intégrant

Pat .- , „
I —- = —me"+ C.
J cos30

29
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Si la première intégrale est prise de manière à disparaître

lorsque * = 0, ou lorsque 8 = q>, il faudra que C = m d'où

/> dO

dont il faut tirer une valeur de s en fonction de 8 et ensuite les

valeurs de x et de y. Mais avant d'aller plus loin, nous devons

expliquer la valeur des notations qu'emploie Français.

1 35. Notations employées par Français. Si f(?) est une fonction

de <P, la différenciation de cette fonction, dans laquelle, après

l'opération, la différentielle d<t serait remplacée par une certaine

fonction, qui sera ici cos3?, sera représentée par 2>f(t); d'après

cela. S>fO =^cosV

En différcntiant de la même manière cette première dérivée

et en remplaçant de nouveau d? par cos3?, on aura yf(*) ; répétant

la même opération sur S'f{*) on aura û'f(t) et ainsi de suite. De

plus, introduisant la cédille sous la caractéristique £) pour expri

mer 1.2, 1.2.3, 1.2.3.4, on écrira

37M pourj^ûVW; SYtopour j^g»VW-

En opérant de cette manière pour f(<?) = sin«> et pourf(<i>)

= cosf, on trouvera les résultats ci-après qui serviront dans tout

ce qui sera dit sur cette partie des recherches de Français.

(6) 2 sin$= cos4*

â'sin?=—4cos6<p sin?

33sin*=—4cos8<f(l — 7sin*9)

â4sin?=8cos"',î>sin*(ll— 35sin'<P)

û5sin'?=8cos"T(ll— 226sin'f-t-45bsin4f)

26sin<p=r— 64cos'4fsinf(73— 623sin'f+910sinS)

Û7sin<f=— 64 cos,6f (73—2964 sin'f-f- 15U1 sinS

— 17290 sinS)

etc. etc.
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On obtiendra de même

(7) a cos?=— cos* $ sin?

Z' cos <t=— cos* 9 (1 —4 sin* 9)

£>3 cos f= cos7 f sin ? (1 3— 28 sin* *)

O4cos<f=cos9f(13— 188 sin' 9+280 sinS)

û5cos*=— cos" sin <? (493— 3188 sin'*+3640 sin4?)

O6 cos ?=— cos'3 9 (493 — 15480 sin' 9 + 62832 sin4 <*

— 58240 sin5*)

y cos <*= cos'5 <? sin 9 (37369—483528 sin»?

+ 141 7584 sin*» — 1106560 sin6*)

etc. etc.

On pourrait calculer les fonctions représentées par les caracté

ristiques 0, £>'... des cinq ou six premiers ordres pour un certain

nombre d'angles suffisamment rapprochés et en former des tables.

Voici les valeurs des cinq premiers ordres que nous avons

calculées pour les angles deO". 5°. 10°, 15°. 30°. 45° et 60* :
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Table des valeurs des fonctions 2sin<p, â'sin?..

Ocosç, O'cosç pour diverses valeurs de ç.

o Osin<|> O'sinf Zhm? 34sin«f ^sinç

0

0 1,0000000 —0,0000000 — 0,000000 0,000000 88,00000

B 0,9848632 — 0,3407385 — 3,673536 7,104336 71,14361

10 0,9*06033 — 0,6336350 — 1,791947 11,893934 30,61743

19 0,8705138 — 0,8408510 — 1,609788 13,671078 — 11,06871

30 0,3624999 — 0,8437300 0,949219 1,133742 — 34,39407

45 0,1300000 — 0,3533534 0,633000 — 1,149048 1,46873

60 0.0023000 — 0,034(166 0,066406 — 0,103179 0,19031

90 0,0000000 — 0,0000000 0,000000 — 0,000000 0,00000

* 0COS9 3'cos* O'eos» â'cOS* O'cos?

0

0 — 0,0000000 — 1,0000000 0,000000 13,000000 0.00060

5 — 0,086164 3 — 0,9313067 1,083137 11,197200 — 39,19666

40 — 0,1638335 — 0,8145857 1,890004 6,609352 — 38,73078

i:. — 0,2332331 — 0.6155455 3,338799 1,217148 — 33,38105

30 — 0,324759a 0,0000000 1,096064 — 4,521261 7,86083

4 3 — 0,1300000 0.1767767 — 0,062500 — 0,486156 9,98438

60 — 0,1083551 0,0035000 — 0.034126 0,037618 — 0.06312

90 0,0000000 0,0000000 0.000000 0,000000 0,00000

Les sinus des angles de 50', 45" et 60° pouvant être exprimés

d'une manière simple, les dérivées des différents ordres 0, 0\

O5.... le sont également. Nous en donnons les expressions dans

le tableau ci-après :
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Tableau des valeurs des fonctions 0, 31,... pour les angles

de 30", 45» et 60°.

Osin? O'sin? O'sin? 04sin« 25sin<?

0
3-

27

3» 3» 3'
37.7.13

30

45

60

— 2» 2»
2,o 2'3

1 1

V2

5 13 47

2»¥

1

2* 2'V2

v§ 17

29

61 V% 1559

2IS
2' 2"' 2"

3C0S9 â'cos? û3COSif 34COS? 05C0S<p

0 3^5

2*

3V3 35V§.11 3V3.17

30 0
2' 2"

213

45

1 1 1

"F

11

2Vf

191

2«2-V2

1 en
VI -1

2'

V3 59

2"

^3.13.23

2' 2' 2«»

Au moyen de ces valeurs, les termes des séries qui se rappor

tent aux angles de 30°, 45° et 60°, les plus en usage dans le tir

des bombes, pourront être exprimés très-simplement.

136. Valeurs des abscisses et des ordonnées en fonction de la

longueur des arcs. Au moyen de la différentiation particulière

exprimée par la caractéristique 0, Français est arrivé aux résultats

suivants :
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(8) y= sin *.«—m 3 sin »/(e*»— 1 ) ds -+- m>y sin »/(««»— 1 )■A

—mV Bin*/(e*»— \f ds+ elc.

— m'ÎJ'cosf/le" — l)5ds+etc.

Dans ces expressions les intégrales doivent être prises de manière

à s'évanouir avec s. Or. il est facile de faire voir que si A est la

caractéristique des différences finies se rapportant à la seule varia

bilité de i dont la différence Ai = i. on a

/.(tf*—is— i \

(e*-l)<*> = »( ? J

,, /e3<»-3ts-l ne.fr-2tg-l efa-tg-1\

JW-ifd,= 3» (—^ 2 -(20, ■ +——j

etc. etc.

Les équations (8) deviennent donc en y introduisant la caracté-

s

ristique F et en rappelant que t$ = -

(9) » = « J8m-ii»[«»8in»F(«)-2m*yàn*AF(«)

+3»nVsin*A,F('s)~elc-l'

s — ,|cos«—H«lm»coB«F(«)— 2m'^cos«pAF(i*)

+3r»V cos * A1 F (w)— etc.) }

Les équations (8). (9) sont des équations à la trajectoire

exprimées en y et s ou en x et s.

11 est très-remarquable que par l'emploi de la caractéristique

3, l'ordonnée y soit exprimée en sin*. comme x l'est en cos?;

c'est une symétrie qu'on aura lieu de remarquer encore plusieurs

fois et que les méthodes employées jusque-là n'avaient pas permis

de reconnaître. ,,.-,.
Quoique Français ait énoncé que ses formules étaient trop
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compliquées pour les applications, on peut voir cependant qu'avec

la simplification qu'a introduite la fonction représentée par la carac

téristique F que nous avons rencontrée dans la plupart des formules

de balistique, et au moyen de tables comme celles que nous don

nons (lab. IX), les opérations sont bien simplifiées. En effet, pour

calculer les divers degrés de AF (is), il suffira de calculer le

S

rapport -ou is, de le multiplier successivement par 2, 3, 4, 5...,

c

de chercher dans les tables les valeurs F(is), F(2w), F(3t»),

F(4i«); d'en prendre les différences qui seront A F(ts), A F(2«),

AF(3»s)....; les différences de ces quantités donneront A'F(ts),

A»F(2w)....; les différences entre celles-ci donneront A^Ff»)....

et ainsi de suite.

On opérerait de même pour une seconde valeur de is, et en

choisissant les valeurs de s de façon que is soit contenu dans les

tables, et que par suite les multiples de cette quantité y soient

aussi, le calcul de F (is). AF(is),... F(2is), AF(2i«).... se

réduira à des opérations extrêmement simples.

Quant aux fonctions exprimées par la caractéristique £, en en

formant une table pour des angles suffisamment rapprochés, comme

nous l'avons fait pour les angles le plus en usage dans le tir des

bombes et pour les cinq premiers degrés, les calculs cesseraient

d'être compliqués. Pour les angles de 30°, 45* et 60" l'expres

sion est beaucoup plus simple que pour les autres.

On arrive encore à une expression très-simple des coordonnées

des divers points de la trajectoire au moyen de l'angle asympto-

tique, c'est-à-dire de l'angle que fait avec l'horizon l'asymptote

à la branche ascendante de la trajectoire; cet angle étant désigné

par X, qui se calcule d'ailleurs facilement comme on l'a vu (118)

au moyen des tables de fonctions % (»). on aura

(10) sinx==sin'»+m£>sin?+*n,£'sin?+roî03sin<)>-t-etc.

(11) y = sinx.s— ûsinx-(c«»— 1)+ i^'sinx— (eJ»»— 1)

* - vu

iîVinx— («'*»— l)+ etc.
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m tri2

x = cos\.s — OcosX—[e"~ l)+j3'cosx— (e2««~l)

i t

*h3
— ±3'cosX— (e'*«— t)+ etc.

Nous pouvons donner à ces formules une expression plus simple

par l'emploi de la caractéristique F (69) et écrire

(12) y = s[sinx — ûsinxmF'^-t-^sinxm'F'^ts)

— Ç3 sin x wi3F' (3«) + etc. ]

x = sjcosx — »cosXmF'(is)+ 5'cos>m'F'(2w)

— 33 cos X m3F' (3is) + etc . ]

137. Valeurs des ordonnées et des abscisses en fonction de l'in

clinaison. Français est arrivé aussi à des expressions des coordon

nées de la trajectoire en fonction de l'inclinaison de la courbe en

chaque point.

/■ de

—— = m(eu — 1) (134, éq. d). En

désignant par £(0) la valeur de l'intégrale /—— prise de ma

nière qu'elle s'évanouisse avec 6 = 0. c'est-à-dire en faisant (76)

1 sinS «
f(9) = -—-_j_ iiog.tang(450+ ï8), l'arc s étant compris entre

le point de départ où l'inclinaison est 9 et celui où l'inclinaison

est i), on aura

on en tire

m+?T — £9 m+ fa— Ç9
ew = —! et s = clog ,

m m

et d'après les équations (11) on aura

(15) j/ = c|sinx[log(m-K<p— ?e) — logm] — £>sinx(£<p— je)

+ iîJJsinx[(m+ ?<f-eo)*-m']-i53sinX[(m+f<f-£8)3-m3]

-r-elc.j
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x = c | cosi l log (m+ 1<p— £0) — logm] — 0 cosx (fç — £6)

H-^'cosi^m+ ^-ee^-m'j-^'siniKm-T-fç-je)'-»»3]

+ etc.j

Ces formules fournissent des expressions assez simples de la

hauteur du jet Y et de l'amplitude de la branche ascendante X ;

en y faisant 8 = 0, et. partant ?(0) = O, on aura

(14) Y= c|sin>[log(ro+ f<p) — logm] — Osin^qj

+ i^sin \ [(m + |v)J - f»'] - T^'sini [(m +&)* - m3]

+ etc }

X = c|cos>[log(m+ f!p) — logm] — Osin>£<p

4- yÇ^in}[(m + £T)'-?ra']-^3sin>[(m-Hï>)3-wî]

+ etc. I

158. Équation de la trajectoire. Après avoir établi différentes

formules pour calculer les coordonnées et les abscisses de la tra

jectoire au moyen de l'arc s ou de l'angle tangentiel 8, Français

arrive à la partie la plus épineuse du problème, l'établissement

de l'équation de la trajectoire en # et en y S'il est au-dessus

des forces de l'analyse, telle qu'on la possèdç, d'arriver à une

équation finie de cette courbe, on peut cependant en avoir l'ex

pression en séries, sous plusieurs formes très-différentes, dont

nous ne donnerons ici que les plus remarquables et celles qui

peuvent présenter le plus d'utilité.

Pour y arriver, il faut éliminer s ou <p, entre les valeurs de y

et de x qui les contiennent. En employant, à cet effet, les for

mules du calcul des dérivations, Français est arrivé à l'expression

suivante :

:«;i



234 SECTION V.

(•15) y = tang^.a;

1 1i i / x y

1.22A\cos<J

1 1i-r
1.2.3 2/tcVcos?

r-i

)'

-Slll? I '

'](— )J vcos»/1.2.3.4 L2/*c* (2A)2c

1 r 1 1 4 1 . 4 "1/ x \5
'l.2.3.4.5L2lic' (2/i)3c"~ (2yi)2c2Sin<,_ (2;t)5cSin ^JlcW

(.4.5.6 bihc1 ^ eviYc* \ my-c* mycJ
sin?

G

1.2.3.4.5.6 l-ihc* ' (27i)3c2 \(2/i)2c' (2fc)

-(2WSin29-(2^-CSin5?](^)

1 r 1 | 32 3 / 26 18 \ .
~ 1.2.3.4.5.C.7L2^c5+(27i)Ic3"(27ô7cV(2/i)sc4"(2;i)Jc'JSin'f

/ 2 18 \ , 48 . 15 , -1/ a; y
+ l(2/i)Jc' + (2h)sJ8 *"(2/»)'ca8 <,"(2h)5cS ^JlcosoJ

— etc. etc.

) ■ ( — ) •
cos<?/ Vcos?/

) , que nous ne reproduisons pas ici à cause de leur

cos?/

longueur.

Borda, comme nous l'avons dit (132), a donné les cinq pre

miers termes de cette expression de y qui, suivant lui. suffisent

pour déterminer les portées des bouches à feu lorsque la vitesse

n'excède pas 65 mètres par seconde ; vitesse très-faible et qui

n'est utilisée que dans quelques cas.

x*

Cette formule, lorsqu'on fait sortir le terme — , donne
4Acos'9

pour les termes de la première ligne verticale le développement de

F( ), que nous avons fait ressortir dans les formules de Lam-
Vcos*/

bert et de Borda, et elle prend la forme suivante lorsqu'on y rem
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place pour simplifier les expressions, — par c, et —— pars :

2A ccos* '

V = *tang*——f__rF(x,)+ i-c, sin»*,»
4AcosJ*L 3.4

1
+3^5 [c i' — 4c , sin * — c ,2 sin* «] x f

1
+3Â5^t7ci2— (lie, — 3c,5)sin*— 3c,1 sin**— 3c,5sin3*]a:,4

1
+0^0[32c,2-3C|4—(26c.-'18c,3)sin<f+(2c,2+18cl*)sin2<f

— "18c,3 sin5*— 15c,4sin4*]x,5

+3Â5Â7^[122c,2—33c/-(57c.-30c,3+45c1')sin*

+(58c,»+180c1<)sin2*—(70c,3— i50c,5)sin3*

—147c,4 sin'*—105c,5sin5*]x,6

+ 3.4.5.6.7.8.9[423c'2'201C|'+45c''i'("l20c'+216c'3+696c'5)sin^

+(345c ,2 +H46c ,*- 675c ,«) sin 2* - (280c ,"- 2208c ,5 ) sin 3 *

— (945c,4 -1575c ,6)sin4*- -1512c,5 sin5* -945c,6 sin fi*]x,7

-f-etc. -+- etc. "I

Français a encore calculé le terme en x," que nous ne donnons

pas ici. '

139. Autre équation de la trajectoire. Français, par une appli

cation différente du calcul des dérivations, est arrivé à une for

mule ' qui est très-remarquable et qui contient aussi ce terme

que nous venons de signaler; en l'isolant et en introduisant la

caractéristique F, on obtient

(16) y = xtang*— —- F(xA

4/icos'*

+ÏIJl2hY^~e~X'}rn'f+ 5 [l4sin* — cos* *c, ](1 — e-*,)

+ — ri56sin*-s(9H — )cos'*c, -3sin*cosa*c,2~](l-e-*i)'

Equation 80 du manuscrit.
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1 r / 59 i

+p-F-=\ 1692siii* — 2 ( -M8H — ) cos'fc, — 81 sinçcos'* c,3

5.6.7 L V cos1?/

+ 3 (h —"Icos^c,5!^ — e—t.)3

V cos'?/ J

1 r / 1210 \
+ =T-=-5M8936sinç-2(140H -)cos^c,

5.0.7.» L \ cos'f/

— 2 f 770 ) sina.cos2çc,2 +9 ( 63 —) cos'? e,3
V COSa<p/ \ cos1?/

+15[7 i-) sin<îcos'fc14l(l — c—*i)*

+ etc. -fetc.j

Français a obtenu une autre série ' dont les deux premiers

termes sont les mêmes que dans celle-ci; elle est ordonnée sui

vant les puissances de c et poussée jusqu'au terme cti.

M. Otto2 a obtenu aussi une série ordonnée de la même ma

nière et dont il donne le terme général.

eii i F'(x,)

Nous remarquerons que i — e~" ■=. = x,—-—. Or,

d'après ce qu'on a vu (GO), on reconnaîtra que le rapport de

F(x,) à tx' est toujours plus petit que l'unité et d'autant moindre

que x, est plus grand ; on reconnaîtra aussi que ce rapport est

peu au-dessous de l'unité quand xt est petit. Le terme xx étant

ainsi en dehors, on voit que la quantité comprise entre les ac

colades I | est ordonnée suivant les puissances de x, ; quant à

ce1
la partie en dehors elle contient le coefficient ■ et a pour

v 4/icosa? r

valeur

os3<p' 2.3.4/!eco3'<P\ e*i )'ill COS3

140. Portée horizontale. Français a cherché aussi la portée

' Équation 63 du manuscrit.

' Théorie mathématique du tir à ricochet; 1833, traduit de

l'allemand par M. Rieffel , 1845.
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sur un plan horizontal. En la représentant par X un obtient'

(/17) X = 2/isin2ç

i22/isin<?> 5/2Asin<p\' r68 i i c \*-\ /2/isin<p\3

1-3^r-+9(-7-)-Li35-5(2Â)](-7-)

ri93 32/ c \'-|/2/isinT\4 r2G2 94 / c \«

+ L.4Ô5_ 45V2/J JV c ) ~ L.5C7- 189 V'î/J

\4-|/2/isin<p\54 / c \i-| /2/ismvy

"105V2Â/ Jv c J

M9340 3008/ c\* 2 / c \4-i /2/tsin(p\6 )

+ Lï2525-4725li7j -«st») J (~^J ~etC- ^ i

Dans cette expression, 2/isin2> n'est autre que la portée dans

le vide X', et est égal à —'-—. Cette formule est peu
C CCOSf

2/isin<p , X' . , .
convergente à moins nue ■ ou le rapport soit lui-

C CCOSf

même peu considérable.

141. Vitesse initiale. Français a aussi cherché une expression

de la vitesse qui produit, sous un angle donné, une portée don

née sur un plan horizontal. Représentant par X la portée qu'il

obtient2, introduisant les caractéristiques F' dans son expression

X

et faisant pour simplifier = X.. on aura

ccosç

+72 (or) L(5t2X,+32eX,+59)(F'X|)^-'2(,CcîX,+97<:X,

__[(t2Xi_ 8cXi - 17).(F'X , y — (t9Xi_ 2G«Xi— 23)FX ,

sin'ip

-6(3c-X.+i)]]

' Équation 55 du manuscrit. J Équation (37 du manuscrit.
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+ 57ê(liî?')7[ii3c3X,"l"63e2Xl+i35eX,+149)(F'X')3

— 2(46c3X i + 369e2X i + 600eX i — 475 + 36X , c2X i

+ 468X , eX i + 48X » eX i) (FX , )■

+4(100e3X i+ 828eSX , _ 705eX i +47 -f- 30CX , e2X i

+ 198X,eXi-f48X,2eXi)FX,

— 24(C4e3X i _ 42É2X i _ -I OtX i -f 3 + 48X , e2X i

_6X cXi + 4X,2eX»)

2
— -r—[(5c3X i _ 27e2X i _ 243eX i _ 275) (F'X , )3

_4(4(3Xi_72eîXi_291cXi—46—30X,eXi)(FXl)'

-(d3É-3Xi + 765c2Xi + 9G9cXi--|27+ 288X.eXi)FX,

+i2(2t3Xi+ 42c2Xi + 4fXi_3 + -i2X.cXi)]l

+ etc. etc.

Cette formule offre la solution de cet important problème :

Etant donné l'angle de projection 9, le coefficient de la résis

tance c et la portée horizontale X. déterminer la vitesse initiale.

Lorsque l'angle de projection <p est Irès-petit l'on peut négliger

la troisième puissance et les puissances supérieures de sin?

devant la première; cosç étant sensiblement égal à l'unité, la

formule se réduit à

c 2sin<p 2csin?cos<p

ou -

XF

2/i X.FX

d'où

G)

X /X>

h=n , - FI

2sin2p

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé directement

pour ce cas particulier (111).

Si la portée X est peu considérable, si en même temps le

projectile est de fort calibre, c'est-à-dire si c est très-grand,

pourvu que l'angle de projection ne soit pas très-grand lui-même,
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X
alors ou X, est une trés-pelite fraction, alors aussi eX[ ,

CCOSÇ

F'X,, FX,. peuvent être regardés comme égaux à l'unité; il en

résulte que dans chacun des termes entre crochets [ ] , facteurs

des diverses puissances de sinip, les termes facteurs de X, et

1

de . ainsi que les autres termes, se réduisent chacun en

sin'<p

particulier à zéro ; de sorte que la formule se réduit à

X

2sin2?'

ce qui est la vitesse qu'on obtiendrait dans le vide. Cela devait

être; mais il n'était pas inutile de s'en assurer, vu les nombreux

multiplicateurs numériques qui se trouvent dans cette formule.

x
Appelant h' cette valeur de h = — dans le cas particu-

4sinçcos?

lier du milieu non résistant, la formule peut prendre une expres-

. 2sin? c

sion plus simple; remarquant que —— = , on aura
Air \i JJi r X,

2Â=2A'FX,| +l\2h'¥Xl) L" "-l + 72 \w¥TJ *■""*

d'où

ATX,

(19)
^(»^)[">h4(^)<["^4(2fcik:)'["]+etc-

Dans cette formule on n'a pas écrit les termes renfermés entre

crochets [ ]. ils doivent être pris dans la formule précédente.

142. Longueur de l'arc dont la projection est donnée. Français

a trouvé pour la longueur d'un arc de la trajectoire compris entre

l'origine et un point dont l'abscisse est x, la relation suivante, dans

laquelle « est une quantité arbitraire :
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(20) s = (e«* — 1)

aCOS?

1.2LccCOS« a J

1 r 2 im i _ t \ t'«i' -.1, , ,

4- _ —=— H—-s n* ( 3 ) + —r cos3* (e«*— 1)M.2.3LaCOS<? «' V «COSfJ^ a' TJ

-J-etc. etc.,

jusqu'à la sixième puissance de e*x — 1, après quoi il donne la

loi de formation des termes.

1 t

Pour simplifier, faisons <* = , remarquons que
ccos<p aCOS?

eax — 1

1 et que = F'{ ), on aura
ax \ccosa'

COS<? \CCOS<p/

x' r
•1

12r Lcos'9

,3

■ m sin

J L \ rcosç/ J

1.2.3c* Lcobs* C0S9 Jl. \CCOS<p/J

x4 r 6 Grosin» , , , f , , i \

1.2.3.4c3 Lcos*» cos'9 \ cos*?/

— 3m3cos<$ sin<fl [Vf—— H

x"1 r 24 24msinj. / 1 \

^T2-3Â57Lc-o^+-c^ + 6m'C0Sn3-^;J

-IT^^cos-.sin^-m^lS-^)]^^)]5

-f! rjgp_ + ^Om,in 12w3/8_^_^

.3.4.5.6c' Lcos°<p cos'<? \ cos2?/

+ 4m3cos2*sin<fYl8 ) — mlcos6?( 58 — ]

1.2.:

+ 5r>iscos8fsin«(21 -— ) 1 fF'f—^—)1

+ etc. etc.
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145. Durée du trajet. Partant de ia formule dxdp+gdC = 0

qui combinée avec ——=-imeisds donne — = ( — ) coS4>e*.

cos3? ds \ g /

Français trouve une expression de la durée du trajet. En conser

vant aux dérivées exprimées par les caractéristiques 0 et î leurs

valeurs, il arrive à l'expression suivante ' :

(21) < = 2(—)»|cos<f(e',s— 1)

1 c

1 m ri m "| ijsm r"l „ w^. 1 , wts .i

1 /m1

"ï(

l/m\*rl.2_ 3»i,

i(=)'[îv«.t-=y«f](^-i)«

+ 5(7) b^cos<f-27^ cos?+(7) *«■♦>-*

l/«i\3r2.5 . 4jh , /»»\' . -1 ijg

1 (m \3 ri .2.3 _, 3.4m., . 5/w\V,

-(^)3û«coS,](e>_,):

, 1 /m ^2.3.4^. 4.5m , 6/m\V,6

-(7)Vcos?](e"'"-l)8

^-etc. etc.j

La loi de ces termes est facile à saisir.

Si l'on veut exprimer le temps de la montée par la branche

asccndante, on changera e2 en ( 1 -\ ) 2 . On aurait de même

le temps employé depuis le point de départ jusqu'au point où

' Équation 102 du manuscrit.

31
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l'inclinaison est de même grandeur qu'au point de départ, mais

en sens opposé, en changeant e2 en M + —— r.

La formule qui précède peut recevoir des modifications qui la

rendent plus comparable à celle du mouvement dans le vide, ou

à celle que nous avons obtenue pour les petits arcs. Pour cela.

(cm \ — — is

— rcos^e2 — 1) se

9 '

transforme en — F'f — ); faisant subir cette transformation aux

V \2c/

autres termes, on aura l'expression suivante dans laquelle devront

être substituées les quantités entre crochets [ J de la formule pré

cédente : y

<*» >-W£)

x(*-d^?è^'-F(i)-i^7(i)'w[p(â)]'

nêrA-MM*(k)1-dïÂ7)XhHHh)]'

+etc. etc. I

Dans cette expression, le ternie en dehors de l'accolade est la

durée relative au mouvement qui aurait lieu en ligne droite sans

l'effet de la pesanteur; le terme entre accolades qui renferme

l'angle de projection et le coefficient de la résistance de l'air

donne la durée due à l'effet de la pesanteur ; le terme — est

c

\

égal à
2/icosa<f

Ces divers résultats auxquels est arrivé Français sont très-
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remarquables par leur symétrie, par les nombreux termes cal

culés et par la loi de leur formation. Ils ont acquis une nouvelle

simplicité par l'emploi des caractéristiques que nous avons adop

tées et deviennent plus facilement applicables au moyen des tables

que nous avons données.

Méthode d'npproxlmntlon.

\i\. Méthodes d'approximation. La méthode d'Enler et les

formules qui donnent par des séries les valeurs qu'on doit déter

miner dans les problèmes de balistique, exigeant des calculs très-

longs, les géomètres ont cherché une autre voie et ont tâché

d'obtenir des formules plus faciles et donnant en même temps

une approximation suffisante.

Méthode de Borda. Borda', considérant que l'équation —= —

dp c

se refuse à l'intégration, a pris pour la densité de l'atmosphère,

qui entre dans le coefficient de la résistance, une fonction de l'in

clinaison telle que l'intégration devint possible et qu'en même

temps la densité n'éprouvât pas d'anomalies trop considérables.

C'est une voie dans laquelle sont entrés après lui plusieurs géo

mètres qui y ont apporté de gtands perfectionnements. La fonc

tion qui a conduit Borda aux équations les plus simples est

celle-ci: ■ dans laquelle « est une quantité arbitraire.

V\-\-p%

ôx 1

Remplaçant donc la densité ô de l'air par ou, - par

Vi-j-p' c

., il détermine « de manière qu'au point de projection

où p = tang* la densité qui résulte de la supposition soit égale

a ,

à la densité véritable, c'est-à-dire qu'on ait . = 1 . d ou

• Mémoires de l'Académie des sciences de Paris, pour Vannée

1760; sur la courbe décrite par les boulets et les bombes, en ayant

égard à la résistance de l'air.
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1

résulte a = . Par là, la densité de l'air est variable en chaque

cos<?

, , cosO

point et égale à o .

* COS«f

11 1

Parla substitution de à -, l'équation ci-dessus,

ccos9Vi+p' c

en remarquant que ds = dxVl-+-p\ devient

d-p 1 ds 1 dx

dP ccos<)Vl+;/' ccos»

et, par l'intégration, Borda a obtenu pour l'équation de la tra

jectoire

y = x ( tangf +——) — C— ( eccis * - 1 ) .

" \ b 2/icos*/ 2M I

1 cosO

La force retardatrice est supposée exacte aux environs

ccos?

du point de départ ; mais elle est trop grande dans la partie su

périeure de la trajectoire ; elle redevient exacte dans la branche

descendante au point où la courbe a même inclinaison qu'au dé

part, puis elle est supposée trop petite dans la partie qui suit

jusqu'au point de chute. Borda pensait par là que les erreurs

étaient assez bien compensées; cependant l'amplitude et la hau

teur du jet sont trop petites. Mais si l'on calcule séparément la

branche descendante, en partant de la vitesse au sommet qu'on

peut calculer directement, on diminue l'erreur sur l'amplitude

totale.

Cette formule de Borda peut être ramenée à celle que nous

avons déjà donnée (110), en y introduisant la caractéristique F;

elle devient alors

xtangç— —F (•——)•

145. Formule de Besmtt. Besout' est arrivé à des équations

de même forme que celles qui résultent de la méthode précé-

1 Cours de mathématiques à l'usage du corps royal d'artillerie.

— Mouvement des projectiles.
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dente, mais par des considérations compliquées; elles reviennent

à remplacer par une quantité constante une quantité qui est variable

avec l'inclinaison des diverses parties de la trajectoire, c'est-à-dire

que Besout représente par a la quantité

ItangHo + AtangHo + r^tang^o+elc.

1
1 — tangos

et qu'il choisit pour 9 la plus grande valeur qu'elle peut avoir,

c'est-à-dire ■?. L'équation qu'il obtient peut se ramener comme

la précédente à la forme suivante :

y = xtang? — — — l[ — ) .
\h cos1 <f \ c I

Il montre ensuite que la quantité a est équivalente à

£séc? + -icot*log(45',+ $»),

que nous avons représenté au moyen de la caractéristique £

m
par -.

tang<?

Besout donne ensuite une table de ces valeurs et il propose un

moyen d'avoir égard au changement de densité de l'atmosphère ;

mais, par ce moyen, l'erreur sur l'amplitude est plus grande que

quand on suppose la densité invariable.

146. Méthode de Legendre. Legendre ' a proposé plusieurs

méthodes d'approximation pour obtenir l'équation de la trajec

toire, en faisant une supposition sur la variation de la densité

i + a;j"

de l'air. La principale est fondée sur cette formule ,

vT+7

de façon que dans "équation — = — , on remplace - par
dp c c

1 1 -+-«)>' !+*/>' . , , ,, .

ou « par a ce qui la transforme en celle-ci:

c V\+p' V\ ■

Pp ov dx

lit c'/'

1 Dissertation sur la question de balistique, proposée par

l'Académie royale des sciences et belles-lettres dr Prusse, pour

le prix de 1782. par Legendre.
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il détermine a de manière qu'au point de départ où p = tango la

densité soit exactement celle qu'on doit avoir, c'est-à-dire qu'il

1 +<xlantî> . coso

fait — = 1 d ou « = '

x/l + tang'o l + coso

Par cette méthode, la densité supposée est égale à la den

sité réelle aux trois points où l'on a p = tango, p = 0 et

p = — tango. Dans les autres positions, elle sera plus petite

que la véritable.

... ,1 — 2a l — cos »

Le minimum aura lieu au point où p = =
a COS?

et le rapport de la densité supposée à la densité réelle sera

V\ — tang<-jo. quantité en général peu différente de l'unité:

car, lorsque o est successivement 30°. 45°, 60°, ce rapport est

respectivement inférieur à l'unité de ■—, êV- tî-

Cela posé . l'équation dp* = dpds, en y remplaçant ds par

dxV \ +p', devient

cd2p = (1 + ap1)(Lv.dp.

C a 3

De cette équation, en faisant B = \- tango + -tang o.

déterminant C par l'équation cubique ?C5 +C— B = 0. faisant

ensuite 1/-C+ - = m, déterminant enfin les valeurs des

4 a

angles A et V par les relations

tango + tC
tangA= et

on aura

+

et

c /, C — P . cosP , 3C/A „.\

V = Cx (A — P).
am

On observera 1° que C doit être calculé avec précision au

moyen des fausses positions, 2° que les logarithmes indiqués
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sont hyperboliques et que A — P désignant la longueur absolue

d'un arc, devra, après avoir été estimé en degrés, être multiplié

par —-. On aura ainsi les valeurs de x et de y pour autant de

valeurs de p que l'on voudra.

Cette méthode et plusieurs autres que Legendre développe ont

le mérite d'une grande exactitude ; mais on ne saurait disconve

nir qu'elles n'ont pas la simplicité nécessaire dans les applications

et qu'elles conduisent à des calculs trop pénibles.

Legendre fait une application numérique et il compare sa for

mule à celle de Borda ; mais les données de l'exemple qu'il choisit

sortent des limites de la pratique; car il prend' h= 10c et

l'angle de projection de 45*. Or. pour des bombes de 0m32 ou

de Om22 de diamètre, la valeur /i=10c indiquerait des vitesses

respectives d'environ 4G0m et 360m par seconde, qu'on ne peut

obtenir avec les mortiers que dans des circonstances rares ; il ne

peut pas non plus être appliqué aux canons, vu qu'on ne les tire

pas sous des angles aussi grands.

Cet exemple était très-propre, sans doute, à faire ressortir

l'exactitude relative des méthodes de Legendre et de Borda ;

mais il induirait en erreur sur leurs valeurs réelles, considérées

sous le rapport des applications au tir des projectiles.

147. Méthode de Français. Français', tout en reconnaissant

le mérite de la fonction de densité employée par Legendre, lui

reproche de manquer d'homogénéité ou d'égalité de dimensions

par rapport à p, entre le numérateur et le dénominateur, de sorte

1 + «»'

que pétant infini, la fonction —= le devient elle-même. Par

cette considération il lui préfère celle-ci :

i + ap2

Vi + bp'.Vi+p-

Si l'on y supposait o = b = 1 , elle serait rigoureusement

1 Ouvrage cité, page 21.

1 Recherches sur le mouvement des projectiles dans les milieux

résistants, par Français ; manuscrit de l'Éc. d'applic. ,an XIII, p. 134.
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égale à l'unité. La condition principale à remplir étant que l'équa

tion cd'p= dpds devienne inlégrable, après qu'on l'aura multipliée

membre a membre par 1 équation 1 = ; on

Vi + b2>\Vi+p'

y satisfait en faisant b = |n. Posant pour seconde condition;

que celte fonction soit rigoureusement égale à l'unité pour

p = tang^, on y satisfait en supposant

. 3 — ^9 — 8sin2«p
a — * r^; •

En remplaçant dans l'équation différentielle de la trajectoire

1 1 i + ap1 .

- par ===—===== et ds par dx V 1 -+- p', on aura

c c T/i + ^ap'.Vi+p'

,„ \-\-au2 , ,
cd2p = — ■dxdp<

Vl+,' ap'

d'où l'on tire par l'intégration la valeur de — puis celles de dy

dx

et de dx et enfin celles de x et de y ; en faisant

c

représentant par ?- un angle constant tel que cot2£ = kV'ia,

et Ç et y des angles variables tels qu'on ait

v'tangë

et

tang<pV/ia + Vi + 'atang'<P

tangy = —5 i— ' 2__

V/tangj3

on aura'

x = ccos(/3 — jWsm2^

( R — -\ _1_W

'cos((3 — Ç).cos(£

r*,„ v /. *\ cos(/3 + Ç)-cos(Jî —y)"|

L \ 4/ "cos((3 — Ç).cos(i3+y)J

1 Équation HO, manuscrit cité.
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2 taftgÇ cos((3 — Ç).cos(J3+Ç)-i

;r--log- —+ log

cos2/3 6tangy 6cos2/3 tangy cos(|3 — }).cos(/3 + y)J

On a ainsi les coordonnées x et y en fonction de la variable p.

La supposition de sin /3 = cos? rend les valeurs de x et de y

infinies négatives ; cette hypothèse répond à une asymptote de la

branche ascendante. Français fait remarquer que l'angle asymp-

totique qu'on en déduit ne diffère de l'angle obtenu par les for

mules exactes que de quelques secondes dans les cas les plus

défavorables, ce qui atteste un grand degré d'approximation ; il

trouve de même l'existence d'une asymptote verticale dans la

branche descendante et sa dislance finie au point de départ ; il

trouve aussi les relations qui, dans cette hypothèse de la densité,

donnent la portée horizontale, l'angle de chute et la durée du

trajet.

148. Comparaison entre le degré d'approximation des méthodes

de Legendre et de Français. On jugera du degré d'exactitude des

méthodes de Legendre et de Français, par la comparaison des ré

sultats numériques relatifs au cas discuté par Legendre, ?= 45°,

pour lequel on a dans son hypothèse « = 0,414214 et dans celle

de Français a= 0,618034; les valeurs des fonctions proposées

par ces deux géomètres, lesquelles sont respectivement

V\+p* V'i+lap'-Vi+p'

ont été calculées pour des valeurs de <p de 5° en 5°, et sont con

tenues dans le tableau suivant :

32
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Tableau des valeurs comparatives des fonctions de Legendre

et de Français pour diverses inclinaisons.

VALEURS
VALEURS DES FONCTIONS VALEURS

VALEURS DES FONCTIONS

de de

de Legendre. de Français.
«P. •

de Legendre. de Francis.

0 1,000000 1,000000 45

0

1,000000 1,000000

5 0,990353 0,999956 50 1,020931 1,000233

10 0,997491 0,998944 55 1,058152 1,015487

15 0,994052 0,997779 00 1,121320 1,028007

20 0,991250 0,990439 05 1,227073 1,043584

25 0,987937 0,995312 70 1,411430 1,061403

30 0,985099 0,994479 75 1,752011 1,079879

35 0,985510 0,994750 80 2,487081 1,096151

40 0,989450 0,990332 85 4,803013 1,107638

45 1,000000 1,000000 90 infini. 1,111785

Les valeurs minima des fonctions de Legendre et de Français

ont lieu respectivement pour <p = 32° 45' 54" et pour ? =

31» 43' 5". et sont respectivement 0.985188 et 0.994412. On

voit par là que dans l'intervalle de 0° à 45° la première diffère de

l'unité de ^y. et la seconde de -fa seulement. Au delà de 45°, la

fonction de Legendre va en augmentant jusqu'à l'infini , celle de

Français ne dépasse pas l'unité de plus de }. Celle-ci l'em

porte donc sur la première pour l'exactitude, et elle marche de

pair avec elle pour la simplicité.

149. Modification proposée. Les formules de Legendre et de

Français sont encore susceptibles d'un peu plus d'exactitude. En

effet, les valeurs de a et de a de ces formules étant déterminées

de façon que la densité supposée soit égale à la densité réelle au

point de départ et au sommet, il en résulte que dans tout le cours

de la trajectoire, la densité supposée est inférieure à la densité

véritable de quantités dont le maximum a été respectivement de

jV et t4î ; or, si l'on prend la moyenne de toutes les valeurs cal

culées de 5° en 5°. on trouve, d'après le tableau qui précède.

0,993135 pour les premières et 0,997 399 pour les secondes;



RÉSISTANCE TROPORT. AU CARRÉ DE LA VITESSE. 251

ces quantités correspondent à une valeur du tableau, comprise

respectivement entre 40° et 45° et entre 15e et 20° ; elles seraient

environ 41° \ et 17° ; si donc on déterminait a et « par la condi

tion que la densité supposée s'accordât avec la densité réelle

pour les valeurs correspondantes de p, la valeur moyenne de la

fonction serait ramenée à très-peu près à l'unité, et les plus

grandes différences ne seraient plus que d'environ la moitié de

ce qu'elles sont respectivement dans les méthodes de Legendre

et de Français. Ces deux méthodes gagneraient ainsi en approxi

mation.

150. D'après ce qu'on vient d'exposer, les recherches des

géomètres sur la loi du mouvement des projectiles dans la sup

position que la résistance de l'air est proportionnelle au carré de

la vitesse, paraîtront sans doute assez complètes; si elles n'ont

pas amené à des formules à la fois simples et exactes dans le cas

général, cela tient à la nature même delà question et il ne paraît

pas possible, au moins dans l'état actuel de l'analyse, d'arriver à

une équation finie de la trajectoire, ni à l'expression également

finie des principales relations dont on aurait besoin. Cependant.

les méthodes d'approximations qu'on possède seraient assez

exactes pour qu'on pût s'en contenter dans les applications les

plus précises, si ce n'était encore la longueur des calculs numé

riques. Mais, si ces recherches n'ont pas présenté jusqu'à pré

sent l'accord désirable avec les résultats de l'expérience, ce n'est

pas dans les formules qu'il faut en chercher la cause; elle gît

principalement dans l'hypothèse de la proportionnalité de la résis

tance de l'air au carré de la vitesse, hypothèse dont l'inexactitude

est bien démontrée maintenant (sect. 11 et art. 114); elle tient

aussi à d'autres causes (sect. IX).



SECTION VI.

TRACÉ DES TRAJECTOIRES

ET SOLUTION GRAPHIQUE DE DIVERS PROBLEMES DE BALISTIQUE.

Tracé des trajectoires.

151. Trajectoires des bombes. Lorsqu'un point matériel,

par l'action de forces motrices quelconques auxquelles il

est soumis, décrit une courbe dans l'espace, on peut le

considérer à chaque instant comme se mouvant suivant

l'arc de cercle osculateur de la courbe en ce point; et la

composante des forces motrices, prise suivant le rayon,

qui est la force infléchissante, est égale à la force centri

fuge qui résulte de la vitesse du point matériel et du rayon

du cercle oscillateur à cet instant. Si V est la vitesse du

p

point matériel, P son poids, - sa masse, //représentant

la gravité et y le rayon du cercle osculateur, la force cen-
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PVJ

trifuge sera ; et, si q représente la composante des

g y

forces motrices suivant le rayon , on aura

a — et y= = 2/1-,

g y q 9 <i

V

en représentant par H la hauteur— due à la vitesse V.

La longueur du rayon de courbure en un point étant

connue et sa direction devant être perpendiculaire à la tan

gente à la trajectoire, ou à la direction du mouvement du

mobile en ce point, on aura la position du centre de l'arc

oscillateur; on pourra donc décrire cet arc et avoir ainsi le

chemin que parcourt le mobile dans le premier instant.

La composante des forces motrices, prise suivant la

tangente, a pour effet de retarder ou d'accélérer la vitesse

du mobile suivant le sens dans lequel elle agit.

Appliquons au tracé d'une trajectoire les principes qui

viennent d'être rappelés '.

Soit 0 (Fig. 20) le point de départ, OA la ligne de

projection du mobile considéré comme un point matériel

relativement aux dimensions de la courbe qu'il parcourt ,

<P l'angle qu'elle fait avec l'horizontale OB, Via vitesse

initiale du projectile; soit toujours g la pesanteur, h la

hauteur due à la vitesse V, P le poids du projectile, 2R

son diamètre.

Si au point 0 on élève à OA une perpendiculaire OC,

on aura la direction du rayon du cercle osculateur.

Les forces motrices qui agissent sur le mobile sont : la

' M. Poncelet a indiqué l'application de ce principe au tracé de

la trajectoire d'un projectile, dans les Leçons de Mécanique indus

trielle qu'il a faites à Metz en 4828 et 1829 (lilhographiées à Metz,

1829, deuxième partie, page 55).
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pesanteur, dirigée de haut en bas suivant la verticale, et

la résistance de l'air qui agit sur le mobile suivant la

direction OA du mouvement, par conséquent suivant la

tangente à la trajectoire et dans le sens opposé à celui de

ce mouvement, c'est-à-dire de A vers 0.

Soit pris, suivant la verticale, la longueur OD pour

représenter le poids P, menons DF parallèle et DK per

pendiculaire à la tangente OA , OF sera la composante q

suivant le rayon du cercle osculateur. La résistance de

l'air élant dirigée suivant la tangente OA, sa composante

suivant le rayon OC est nulle, de sorte que q seul doit

être égal à la force centrifuge et on aura

PV! QI P

q = ou y = 2/i -.

a y i

Prenons OL = 1h et par le point L menons l'hori

zontale LC, le point C où elle rencontre le rayon sera le

centre du cercle osculateur cherché ; en effet les deux

triangles OLC et ODF étant rectangles et ayant l'angle 0

commun sont semblables et on a

OD „, P

Of ■ q

maintenant, si du point C comme centre, avec un rayon

OC, on décrit un arc de cercle, on aura la courbe que

suivra le mobile dans le premier instant.

Dans le trajet, le mobile est soumis à l'effet de la

résistance de l'air qui diminue sa vitesse. Soit l un temps

très -court au bout duquel on veut avoir la position du

mobile ; au moyen des formules du mouvement des pro

jectiles, abstraction faite de la pesanteur (104), on déter

minera l'espace s parcouru en vertu de la vitesse initiale

V et la vitesse v que conservera le mobile; mais, pendant

ce même temps, la pesanteur aurait communiqué au corps, >
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abstraction faite de la résistance de l'air, une vitesse

égale à gl dont la composante suivant la tangente à la

trajectoire est gl sin t ; de sorte que la vitesse du mobile,

après le temps l, sera v — gtsimp, que nous représen

terons par V.

Si la pesanteur eût agi seule elle eût de même fait

parcourir au mobile un cbemin égal à ~gt% suivant la

verticale et égal à \gVûny suivant la trajectoire.

Cela fait, on portera sur l'arc de cercle, de 0 en 0*,

une longueur égale à s — y<7f'sinç; le point CK sera la

position du projectile après un temps / ; la vitesse sera V,

la direction du rayon osculateur O'C ; la tangente sera

CA' perpendiculaire à O'C.

On évitera le calcul de glsiny et de ±gt'sinq> en pre

nant sur OD des longueurs qui représentent gl et \gC, et

en les projetant sur OK, ou en mesurant la distance de

l'extrémité de ces lignes au rayon OC.

On opérera au point 0' comme on l'a fait au point de

départ 0 ; on prendra sur la verticale une longueur O'L'

Y» 2

= h' = — , on tracera l'horizontale L'C ; du point C

comme centre, on décrira l'arc de cercle O'O', égal à

s7— ±gt* s\nq>', décrit en vertu de la vitesse V pendant le

temps l ; la vitesse au point 0" sera égale à V—grisinç'; <p'

étant l'inclinaison de la trajectoire au point 0'.

On opérera de même à partir du point 0" et ainsi de

suite pour des intervalles de temps consécutifs t égaux ou

inégaux, jusqu'à ce que la tangente à la trajectoire soit

devenue horizontale, ce qui comprendra toute la branche

ascendante ; on continuera de même pour la branche des

cendante, jusqu'à ce que la trajectoire ail coupé la ligne

horizontale OB ou toute autre ligne à laquelle devra se

terminer le trajet du projectile. On aura de cette manière

pour chacun des points considérés 0*, 0", 0"', ...., la
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vitesse du mobile, la durée du trajet, l'inclinaison de la

trajectoire ; on aura ces valeurs par interpolation pour les

points intermédiaires. La trajectoire du mobile pourra

donc être regardée comme entièrement déterminée dans

les limites du tracé.

■152. Modification qui donne plus d'exactitude dans le

tracé. Pour que le tracé qu'on vient de donner soit exact,

il faut que la durée t, dont la grandeur est arbitraire, ne

soit pas trop grande; autrement, la vitesse du projectile

variant pendant la durée du trajet, le long de l'arc que

l'on décrit des points C, G, C", comme centres, le

rayon du cercle osculateur devrait changer lui-même avec

celte vitesse. On peut tenir compte de cette variation, au

moins approximativement. Pour cela, quand on a obtenu

après le temps t, la vitesse finale V, les composantes

</{sinç et {gl'sin<p, on considérera l'arc comme parcouru

en vertu de la vitesse moyenne ^(V-4- V); on prendra la

valeur de h et par suite le rayon de courbure qui y cor

respondent. De même, la valeur de <p dans les compo

santes {/Jsinç et £grfsinq> sera remplacée par la valeur

moyenne { (9 -+- ç*) ; c'est-à-dire qu'au lieu de considérer

la tangente au point de départ 0, on considérera la corde

qui joint les points 0, C,... laquelle est sensiblement

parallèle à la tangente moyenne. On opérera de même

pour les points suivants. Pour ceux-ci, la différence entre

les résultats successifs déjà obtenus permettra générale

ment de déterminer très-approximativement et par une

seule opération, la vitesse moyenne à employer pour

obtenir le rayon de courbure ; il en sera de même pour

les valeurs de gtsiny et de ^gt'siny. Par ce moyen on

pourra prendre la valeur de t, égale à une demi-seconde ;

on pourra la prendre d'une seconde quand l'échelle du

dessin ne sera pas très-grande.

Les durées que l'on prend ainsi restant constantes,
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celles de gt et de \gf le sont aussi ; elles peuvent être

portées une fois pour toutes de 0 en D et de 0 en d, alors

gtsin<t>, gts'inq/,... et {gl'smq, ±gl*s\nq>',... sont donnés

par des perpendiculaires, comme DF, df, au rayon du

cercle osculaleur, ou, sans qu'il soit besoin de les tracer,

par une simple ouverture de compas.

La formule qui donne l'étendue du trajet en fonction

de la durée est plus compliquée que celle qui donne la

durée en fonction de la longueur du trajet. Pour rendre

moins longs les calculs numériques, on peut se donner la

vitesse à la fin d'un trajet de peu d'étendue qui doit être

décrit avec un même rayon, chercher le rayon de cour

bure correspondant à la vitesse moyenne \(V + V), déter

miner l'étendue x et la durée t du trajet, dans l'hypothèse

du mouvement recliligne (104, éq. 35 et 36) ; déterminer

ensuite les composantes glsin^q-t-qf), jjr/'sinKç + cp');

corriger la vitesse finale et l'étendue du trajet, pour avoir

ainsi l'extrémité du premier arc décrit avec le rayon y.

Continuer de même pour les arcs suivants. Il est encore

mieux de se donner la longueur x du trajet; d'en déduire

le temps écoulé t et la vitesse à la fin (104, éq. 33 et 34,

et tab. XI et XIII), déterminer la hauteur h correspon

dante à la vitesse moyenne i(V + ^), décrire l'arc, déter

miner 0<sin£(q>-*-9') et ±gt' s\n\(<p +Q1), retrancher la

première de v pour avoir V et la seconde de x pour avoir

la longueur de l'arc. Dans ces deux cas gt et ^gf n'étant

plus constants, les produits par siny(ç-4-<p') ne sont plus

aussi faciles à obtenir. Dans tous les cas, les longueurs des

arcs doivent être portées par des ouvertures de compas

assez petites pour que les arcs et les cordes ne diffèrent

pas sensiblement. On simplifiera les opérations en calcu

lant une petite table des vitesses et des durées, suivant

les trajets du projectile donné.

153. Tracé dans le cas de faible courbure. Lorsque la

33
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vitesse des projectiles est grande, ou que la direction de

leur mouvement s'éloigne beaucoup de l'horizontale, le

rayon de courbure de la trajectoire est très-grand, et il

devient difficile de tracer les arcs de cercle successifs

comme éléments de la trajectoire; c'est ce qui aurait lieu

pour les obus et les boulets animés des grandes vitesses

qu'on leur imprime dans le tir sous de petits angles au-

dessus de l'horizon, ou, pour les bombes, dans la partie

de la trajectoire éloignée du sommet, et qui se rapproche

de la verticale. Dans des cas semblables, il convient de

tracer la trajectoire par points comme on va l'indiquer.

Soient 0 (Fig. 21) un point de la trajectoire, OP la

ligne de projection ou la direction du mouvement du

projectile, V sa vitesse. On calcule quel sera, après un

temps très-court î, l'espace parcouru s et la vitesse du

mobile v; on prend OD = rjt et od = \gt'; on mesure

d'après le tracé la composante OL ou DF prise parallè

lement à OA ou perpendiculairement au rayon du cercle

osculateur, el qui sont DF = </<sin9 et df = {gt'siny,

on les retranche des quantités déjà trouvées, si le pro

jectile s'élève; on les ajoute si le projectile s'abaisse au-

dessous de l'horizon. On aura ainsi s — jj^'sincp pour

l'espace parcouru suivant la direction du mouvement, et

on la portera de 0 en A; on aura de même v — gtsinq>

pour la vitesse restante V. Mais, pendant le temps t et

par l'effet de la pesanteur, le projectile se serait abaissé

de ïjft*, si donc par le point A on mène une verticale

AO' = Od = \gl', on aura la position 0' du projectile

après le temps /.

Sans connaître le rayon de l'arc de cercle, et sans qu'il

soit nécessaire de le tracer, on sait qu'il doit être tangent

à OP au point 0, et comme en même temps il doit passer

par le point 0', 00' sera la corde du premier arc; si on

divise cette corde en deux parties égales par une perpen
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diculaire, celle-ci coupera OA en M; si on joint ce point

et le point 0', MO'A' sera la tangente et la direction du

mouvement au point 0' après le temps t; la vitesse V est

déjà connue et égale à v — glsinq.

A partir du point 0' on opérera comme on vient de le

dire; en continuant ainsi, on aura une suite de points

0, 0', 0"..., la direction des tangentes et la vitesse en

ces points, et par conséquent tout ce qu'il faut pour tra

cer la trajectoire.

Afin que l'opération soit plus exacte, et après une pre

mière opération au point 0, on calculera l'espace par

couru et la vitesse pei\lue en vertu de la vitesse moyenne,

et les composantes de la pesanteur relatives à l'inclinai

son moyenne; mais, pour les autres positions, on rendra

l'opération moins longue en déduisant à l'avance ces

moyennes par les différences entre les résultats successifs

déjà calculés; de cette manière, une seule opération suffira

pour chaque point.

De ce que les durées et les espaces OA, O'A' doivent

être petits, la grandeur AO' étant petite aussi, il en résulte

qu'une très-faible erreur sur ces longueurs en produirait

une beaucoup plus sensible sur la direction de la tangente

MO'. Pour éviter ces erreurs, on portera sur OP une quan

tité égale à un certain nombre de fois OA, et on prendra

sur la verticale menée par l'extrémité de cette ligne un

pareil nombre de fois la valeur de \gl'; on continuera le

tracé, comme on l'a dit, et on aura une ligne à laquelle

on mènera par le point 0' une parallèle; cette ligne sera

la direction du mouvement en ce point.

Pour tracer l'arc entre deux points 0, 0', on pourra

employer une règle ployante; mais on obtiendra très-

approximativement un nombre n de points intermédiaires

aussi grand qu'on voudra, par le procédé suivant: on divi

sera OA (Fig. 22) en «parties égales OA,, A,A„ A2A3...
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et AO' en n2 parties aussi égales entre elles. On prendra

1, 2' ou A, 32 ou 9... de ces parties qu'on portera de

A, en M,, de A2 en M2, de A, en M3...; les points M,,

M2, M 3 appartiendront à la parabole osculalrice en 0 qui

passerait par le point 0\

154. Propriétés générales des trajectoires. Sommet; mi

nimum de la vitesse et du rayon de courbure. Le tracé de

la trajectoire d'une bombe permet de reconnaître dans

ces courbes plusieurs propriétés qui ont déjà été indi

quées (73 et 75, 119 et 120), et de déterminer les points

particuliers qui en jouissent.

Considérons les figures 23 et 23 (bis) qui représentent la

trajectoire d'une bombe de 0m22, projetée sous l'angle de

45° avec une vitesse initiale de 120m:s*, en prenant des

intervalles de temps constants égaux à une demi-seconde;

dans celle figure on a conservé les notalions de la fi

gure 20 (151).

La courbe C, G', C"... qui passe par les centres des

cercles osculateurs représente la développée de la trajec

toire 0, (y, 0"...; elle a en C, un point de rebrousse-

ment qui correspond au maximum de courbure. Le rayon

de courbure le plus petit passe par ce point, et il est

tangent aux deux brandies de la développée.

Si on mène une ligne verticale ST tangente à la déve

loppée au point T, le point S où elle coupera la trajec

toire sera le sommet de cette courbe; l'ordonnée SP

donnera la plus grande hauteur du jet. On obtiendrait

également celte hauteur en traçant une horizonlale tan

gente à la trajectoire; mais le point de tangence étant

difficile à apprécier exactement , l'abscisse du sommet

serait déterminée d'une manière moins précise.

* Le tracé de la figure résulte de coefficients de la résistance de

l'air un peu différents de ceux qui sont actuellement adoptés.
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Les vitesses en chacun des points 0', 0", 0"'... ont été

déterminées à des intervalles de temps égaux pour le tracé

de la trajectoire ; on peut donc reconnaître la position de

l'arc sur lequel se trouve le point où la vitesse est un

minimum ; on obtient également ce point par la compa

raison des valeurs de 2/i représentées par les lignes OL,

&IJ, 0"L"... Si on mène des tangentes à la trajectoire et

à la courbe L, L', L\.., les deux points 0,, L, sur la

même verticale, qui jouiront de la propriété de donner

deux tangentes parallèles, seront ceux où les deux courbes

sont le moins éloignées; la longueur 0,L, donnera la

plus petite valeur de 2/i, et par suite celle de V qui est

un .minimum. On peut reconnaître que le point 0,, où la

vitesse est un minimum, est plus éloigné du sommet S que

le point où le rayon de courbure est un minimum (120).

La trajectoire, dans la partie qui est au-dessous de

l'horizontale passant par le point de départ, et où les

rayons de courbure sont très -grands, a été tracée par

points au moyen du second des procédés indiqués (153).

155. Application du tracé au jet des bombes. Au moyen

du tracé qui vient d'être indiqué pour la trajectoire des

bombes, et connaissant la vitesse initiale et l'angle de

projection , on pourra déterminer la portée du projectile,

l'angle de chute, la durée du trajet et la vitesse finale,

soit sur une ligne horizontale, soit sur toute autre ligne

déterminée de position , pour le cas particulier qu'on a

traité. En exécutant sur le même dessin un certain nombre

de tracés semblables pour un même projectile sous le plus

grand angle de projection en usage, et avec des vitesses

variées, depuis celles qui donnent les plus petites portées

que l'on veut considérer, jusqu'à celles que donnent les

plus grandes charges de poudre, et que l'on emploie avec

les bouches à feu, on pourra résoudre tous les problèmes

qui seraient proposés; cela aura lieu, soit que l'une des
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courbes satisfasse exactement aux conditions du problème,

soit qu'on doive opérer par l'interpolation d'une courbe

entre deux courbes voisines. Ce tracé s'applique particu

lièrement au jet des bombes , et pourra être limité aux

angles de tir de 60° et aux vitesses que donnent les charges

de poudre qui remplissent la chambre des mortiers.

Si l'on se proposait, par exemple, de déterminer l'angle

de plus grande portée pour une vitesse donnée, on déter

minerait sur chacune des trajectoires le point où la vitesse

est égale à la vitesse donnée ; on mesurerait la portée

horizontale correspondante; on opérerait de même pour

les diverses courbes 0 ; on reconnaîtrait la portée qui est la

plus grande, et on mesurerait alors l'inclinaison de la tra

jectoire au point de départ ; on aurait ainsi l'inclinaison

cherchée pour la vitesse donnée.

Comme le maximum cherché peut se trouver entre deux

des trajectoires tracées, on obtiendra le maximum de

mandé avec plus de précision par le tracé d'une courbe

auxiliaire, en prenant pour abscisses les inclinaisons de la

trajectoire aux divers points où la vitesse est égale à la

vitesse proposée, et pour ordonnées les portées corres

pondantes; l'ordonnée du sommet de cette courbe donnera

la portée maximum, et l'abscisse l'inclinaison sous laquelle

on peut l'obtenir.

La solution d'un problème sur le jet des bombes peut

paraître longue, lorsqu'il faut effectuer le tracé de la tra

jectoire pour chaque cas; mais, en ce qui regarde les pro

jectiles en usage dans le service de l'Artillerie, le nombre

des tracés à effectuer est peu considérable, surtout si l'on

considère qu'ils sont limités aux angles de 30° à 60°, et

qu'ils sont plus généralement relatifs à l'angle de 45°. La

solution de ces problèmes pourrait donc être rendue très-

facile au moyen d'un certain nombre de trajectoires tra

cées une fois pour toutes.
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156. Tracé des trajectoires sous les petits angles de pro

jection. Le tracé des trajectoires au moyen des arcs oscil

lateurs consécutifs est très-convenable pour le cas du tir

des bombes sous de très-grands angles de projection et

avec de faibles vitesses initiales, cas dans lequel la gran

deur des rayons est comparable aux portées et aux dimen

sions .du papier sur lequel doit se faire le tracé. Mais la

trajectoire d'un boulet ou d'un obus lancé sous un petit

angle de projection au-dessus de l'horizon, avec la vitesse

susceptible de donner les portées habituelles, étant par

cela même très-aplalie, et ayant par suite de très-grands

rayons de courbure, présente beaucoup de difficultés dans

l'exécution à une échelle convenable. On peut bien déter

miner divers points de la trajectoire les uns d'après les

autres, comme on l'a indiqué ( 1 53) ; mais, de même qu'on

arrive par des moyens analytiques à une équation finie de

la trajectoire, on peut aussi déterminer directement par

le tracé autant de points qu'on veut de cette courbe.

Soient (Fig. 24) 0 le point de départ, OB la ligne de

projection faisant un angle 9 avec l'horizontale OA, et h

la hauteur due à la vitesse initiale V ; x étant l'abscisse

d'un point, l'ordonnée y de la trajectoire sera déterminée

par l'équation

La valeur de c, qui dépend de la densité de l'air, du

diamètre et du poids du projectile, étant déterminée, on

x Vi

connaîtra - et — soit par le calcul numérique, soit par

c r

le tracé qui sera indiqué plus loin , et on déterminera la

valeur de itb(a:, V).

Soit OD = #; si au point D on élève une perpendicu

laire à l'horizontale OA, la portion DF comprise entre cette

horizontale et la ligne de projection OB sera ztang? et
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représentera la hauteur à laquelle se serait élevé le pro

jectile sans reflet de la pesanteur. Le second terme de la

valeur de y, ou l'abaissement du projectile peut être mis

sous la forme

.x«i,(x,V)
COSÇ v '

Ah cos y

c'est une quatrième proportionnelle aux trois quantités

âh cos? , —- et xn>Jx, Y),
cos ip

Pour ne pas avoir à tracer des lignes trop longues ,

prenons sur OA une certaine fraction de 4/i, le cinquième

Mi

par exemple, c'est-à-dire, prenons OC = — ; si par le

point C on abaisse une perpendiculaire CG sur OA, on

aura OG = /icos? ; puisque OD = x, et que DF est

perpendiculaire à OB , on a DF = . Pour avoir
cos q?

a:iii>(#, V), prenons sur une ligne quelconque passant par

le point 0, sur la verticale par exemple, une quantité

OK égale à une unité de longueur et OL = v\,(x, V) ;

traçons DK et par le point L menons une ligne parallèle

à KD, elle coupera OB en M, et on aura la proportion

OK_OL

01) — OM'

d'où

OD-OL
OM = -^-= a!ift,(*,V).

Joignons GM et par le point F menons la parallèle FN,

on aura

OG _ OF

OM — ON '

d'où

ON - °*'0M -g"**
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c'est cinq fois l'abaissement cherché ; prenons-en le cin

quième et portons-le de F en P, le point P sera le point

cherché de la trajectoire. En opérant de même pour

d'autres distances, on aura autant de points qu'on voudra

de la trajectoire du projectile, et, en faisant passer une

courbe continue par ces divers points, on aura la trajec

toire tracée à l'échelle qu'on aura adoptée.

La figure 24 représente le tracé de la trajectoire d'un

obus de 0m22 projeté sous l'angle de 10° avec une vitesse

de 144nn. On a l'ait la construction pour des points dis

tants de 100'» en 100»1.

■157. Simplifications. Plusieurs simplifications peuvent

être apportées dans l'exécution du tracé.

Pour prendre facilement le cinquième des abaissements

trouvés, on prendra 01 égal à cinq fois une quantité quel

conque ; du point I comme centre avec un rayon IJ égal

à une fois cette quantité ou —, on tracera un arc de

cercle et l'on y mènera une tangente par le point 0. Cela

fait, au lieu de prendre le cinquième de la ligne 0D, il

suffira de mesurer la distance du point D à la ligne 01,

ce qui se fera facilement avec le compas sans tracer au

cune ligne.

On pourra construire les ordonnées à une échelle plus

grande que les abscisses, afin de rendre la loi des abais

sements plus sensible, ce qui sera particulièrement utile

dans le cas du tir des projectiles avec de grandes vitesses

sous de petits angles de projection. Ainsi, si l'on adopte

pour le rapport le même nombre 5 qu'on a pris pour le

rapport de Ah, on prendra DF' — 5DF et on tracera OF';

c'est à partir de celte ligne qu'on portera les abaissements

F'F = ON tels qu'on les trouvera ; on opérera de même

pour les autres points, et on aura une trajectoire dont les

ordonnées seront à une échelle cinq fois plus grande que

34
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les abscisses. Lorsqu'on voudra mesurer les inclinaisons,

on devra le faire par le moyen des tangentes trigonomé-

triques estimées à l'échelle des ordonnées, le rayon devant

être estimé à celle des abscisses.

Lorsque l'angle de projection sera petit, les lignes de

construction du tracé couperont l'horizontale OA sous des

angles très-aigus, et il pourra rester de l'incertitude sur les

grandeurs cherchées. Pour éviter cet inconvénient, on tra

cera une ligne auxiliaire OB faisant avec l'horizontale un

angle suffisamment ouvert, et on y portera, à partir du

X

point 0, les distances représentées par OF, ainsi que

la grandeur OG = Acos<p. On pourra se servir pour cela

de la ligne OF' à laquelle sont rapportés les abaissements

pris à une échelle multiple de celle des abscisses.

Le tracé pourra donner avec une grande facilité les

X

valeurs de -; pour cela on prendra OQ = c; on élèvera

au point Q une perpendiculaire sur laquelle on prendra

QR = 1 , et on joindra OR ; la partie DD' de la verticale

passant par les divers points, tels que D compris entre

cette ligne et l'horizontale OA, représentera à la même

X

échelle que QR, pris pour unité, les rapports -.

Y

On aura aussi facilement — . Pour cela, soit pris sur
r

la ligne de projection à une échelle quelconque OS — V,

et soit abaissée la verticale SS,; OS, sera égal à OScos?

= V,; soit pris encore à la même échelle OT = r, élevons

la perpendiculaire TU = 1 ; menons OU ; la partie S,Z

V

de la verticale limitée à cette ligne sera -. A l'aide d'un
r

double-décimètre divisé en millimètres et en prenant un

ou deux décimètres pour unité, les opérations que l'on

vient de décrire deviennent très-faciles et assez exactes.
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158. Tracé de la trajectoire pour des points équidis-

tanls. Lorsque les distances des points de la trajectoire

qu'on se propose de tracer sont arbitraires, et lorsqu'on

est maître de prendre des intervalles réguliers égaux, on

peut exécuter le tracé avec plus de facilité. Pour cela, on

remarquera que les abaissements dans le vide exprimés

par croissent proportionnellement à x\ ou comme
v 4/icos'o ' '

les carrés 1, 4, 9, 16.... des abscisses qui croîtraient

comme la suite naturelle des nombres 1, 2, S, A et

que par conséquent de l'un des abaissements on déduira

facilement les autres au moyen des lignes proportion

nelles. Les abaissements dans l'air seront d'ailleurs égaux

au produit des précédents par les fonctions iJb(a;, V).

Soit proposé de déterminer (Fig. 25) les points de la

trajectoire dont les abscisses sont 100m, 200m, 300'",....

Soient OA la ligne de projection , OB l'iiorizontale passant

par le point de départ; prenons sur celte ligne les points

1, 2, S, A, 5, 6, 7, 8, 9, 10, distants de 100'« entre

eux , et OC = h. Abaissons sur OA la perpendiculaire

CG ; soit OD l'une des distances , celle de 800m par

X

x"1 cos ^ •

exemple; déterminons tt—— ou r.—— ; pour cela, joi-

gnons DG , et par le point F où la verticale qui passe par

le point D coupe la ligne de projection OA, menons FN

parallèle à GD; prenons le quart de ON, et portons-le de

F en pB; ps sera le point de la trajectoire dans le vide à

800m de 0. Si la ligne Fps était facilement divisible en un

nombre de parties égales au carré de 8, nombre des in

tervalles égaux que l'on considère, on opérerait directe

ment celte division ; mais comme cela ne pourrait se

présenter que par hasard , prenons un rayon plus grand

que F/>8 et égal au nombre 04, carré de 8, des divisions
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d'une règle divisée et décrivons un arc de cercle; par le

point pt menons une parallèle à OA ; elle coupera l'arc de

cercle en q ; menons la droite F</ , et portons sur cette

ligne les nombres 1 , 4, 9, 16, 25, 30, 49, 64. 81, 100....

des divisions de la règle. Par chacun des points de divi

sions, menons des parallèles telles que qbp , ; ces lignes

couperont la verticale FD5 en des points dont les distances

au point F seront avec Fp dans le rapport des carrés 1,

4, 9.... de la suite naturelle des nombres, et seront par

conséquent les abaissements à 100'", 200'", 3001",.... ces

parallèles prolongées couperont les verticales 1,2, 3....

en des points p,,'p„ p3,.... qui sont les points de la tra

jectoire dans le vide.

Pour avoir les points, correspondants de la trajectoire

dans l'air, portons sur une ligne quelconque, sur FJ, par

exemple, à partir de F, FK = 1, et ensuite FI, F2,...

F5,... égaux à iit(.r,, V), Ml(x„ V),... ift(.T6, V),... ; par

l'un de ces points de divisions, tel que L5, menons une

parallèle à la ligne <jf5K, elle coupera Fq en 0s; FQssera

à Fr/. comme ni, (x, , V) est à 1, et par conséquent si par

Q5 on mène une parallèle à p&q6, cette ligne coupera la ver

ticale à la distance de ".OO"1 en un point qui sera le point

de la trajectoire dans l'air à cette distance; on opérera de

même pour tous les autres points. On aura très-facilement

par ce moyen des points aussi rapprochés qu'on le voudra

de la trajectoire qu'on cherche.

On pourra au besoin rendre plus apparents les abais

sements du projectile en prenant les ordonnées à une

échelle plus grande (pie celle des abscisses.

159. Tracé des inclinaisons de la trajectoire- Par un

tracé semblable au précédent, on détermine l'inclinaison

de la trajectoire en chaque point. Cette inclinaison est

x

donnée par l'équation tang9 = lang<p &(x, \).

*2h cos' 9
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En la metlant sous la forme

X2

x(tang v — tang 0) = — —23 (x , V) ,
4/i cos - ip

on voit, 1° que le premier membre représente la distance

entre la ligne de projection et la ligne menée parallèlement

à la tangente à la trajectoire, dislance mesurée sur la ver

ticale qui passe par le point proposé; 2° que le premier

facteur du second membre est l'abaissement du projectile

dans le vide. Il suffit donc de faire le produit de celui-ci

par 23 (x, V) comme on a fait le produit par ift>(a;,V)

pour avoir la trajectoire.

Pour cela , on se servira des divisions faites sur F<7

(Fig. 25), ou on en établira de semblables sur la ligne F^'

menée par le point F et par la seconde intersection de la

ligne qp5 , et de l'arc de cercle tracé du point F comme

centre avec le rayon Fq égal à 64 divisions. Par le point F

on tracera une ligne quelconque FJ' sur laquelle on pren

dra FK'= 1, et les valeurs de 5(x,, V), s(xt, V) et

FM = j. Opérant pour la distance de o00m, par exemple,

on joindra f/JM ; par le point L,' qui correspond à FL5'

= aft>(#5, V), on mènera une parallèle à M<jf5, elle coupera

la ligne Fq en CV. et si par le point Os' on mène une pa

rallèle à pq elle coupera la verticale du point proposé au

point p'ri, et la ligne Op's sera parallèle à la tangente au

point p\, et donnera par conséquent l'inclinaison de la

trajectoire en ce point. En joignant par une courbe les

points tels que p\, on obtiendra facilement par son moyen

l'inclinaison de la trajectoire en un point quelconque.

160. Durée du trajet ; vitesse. La durée du trajet depuis

le point de départ jusqu'à une distance x est donnée par

l'expression

' = £©(*, V).
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Pour la déterminer, soit (Fig. 26) OP la ligne de pro

jection, faisant avec l'horizontale OA un angle?. Prenez

OC égal à la vitesse V exprimée par le chemin parcouru

dans une seconde à l'échelle des abscisses ; par le point C

abaissez la verticale CD ; OD sera Vcos? ou V,. A partir du

point 0 sur une ligne quelconque OG, sur la verticale par

exemple , prenez OK = 1 à une échelle convenable pour

représenter l'unité de temps; prenez ensuite OL = (D(x, V),

l'unité de ces valeurs étant prise à la même échelle que

celle du temps ; tirez DL. Par le point F à la distance x

menez à cette ligne une parallèle; elle coupera OG en T,

OT représentera la durée du trajet; car on a

d'où

OD_OF

OL ~ OT '

„„ OF-OL x ,

0T = -1)D- = V1(^'V>-

On opérera de même pour toutes les autres distances.

La vitesse en un point dont l'abscisse est x , a pour

expression

V cosqp

~~ XD(x, V)'cosO'

Pour la déterminer, à partir du point 0 (Fig. 26) sur

une ligne quelconque OG', portez OK' = 1 , puis 017 égal

à ©(#, V), joignez DL', et par le point K' menez à DL' une

parallèle; cette ligne coupera l'horizontale OA en M; OM

est égal à VcosO, car on a

01/ _ 1

OD ~" OM '

d'où

OU Vcosp .

0M =

OK' 3(x,V)
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c'est la projection horizontale de la vilesse. Si par le point

0 on a tracé (1 59) la ligne OQ faisant avec OB un angle 6

égal à l'inclinaison de la trajectoire à la distance F, et

que par le point M on élève la perpendiculaire MU, OU

, , , OM , ,

sera égal a , et par conséquent égal a v. La courbe
cosO

qui passerait par les divers points déterminés comme U

sera la courbe polaire des vitesses.

On peut exécuter les tracés des durées et des vitesses

avec ceux des trajectoires et des inclinaisons, reporter

sur les verticales de chaque point les longueurs qui repré

sentent les durées et les vitesses et tracer des courbes par

les extrémités de ces lignes ; par leur moyen on obtiendra

facilement, pour une distance quelconque, la position du

projectile, la direction du mouvement, le temps écoulé et

la vitesse. La grandeur des échelles pourra varier suivant

les données, l'étendue que l'on doit considérer, et le de

gré de précision qu'on veut obtenir. L'échelle de 0m00i

pour un mètre pour les distances horizontales cl les vi

tesses, 0ml00 pour l'unité des valeurs de ifi>, 3, (B, t), et

0m050 pour une seconde conviendront dans le plus grand

nombre des cas. On aura besoin aussi avec les grandes

vitesses de construire la trajectoire avec des ordonnées

amplifiées, dans le rapport de 5 à 1, par exemple.

101. Courbes des valeurs des fondions ifï>, 3, CD, XD.

Dans les tracés qui ont été indiqués, on a eu besoin d'ex

primer par des longueurs de lignes les valeurs des fonc

tions de afc, 3, CD, XD qui sont données pur les tables. On

peut éviter les calculs numériques et faciliter les opéra

tions graphiques en construisant une fois pour toutes les

courbes qui représentent ces fonctions.

On l'a fait (Fig. 27) à l'échelle de 0m100 pour une

unité ; on a pris , sur une verticale , les valeurs de
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V,

V0 = — des labiés, pour abscisses; par chaque point de

division, 0,05, 0,10, 0,15,... on a mené des perpendi

culaires (qui sont ici parallèles au bas du cadre et hori

zontales) ; sur chacune de ces lignes et à partir de la

verticale on a pris une longueur égale à la valeur corres

pondante de !)!.(#, V) que donne la table numérique XII,

pourz= - = 0,05 ; et, par les points qui limitent les lon

gueurs, on a fait passer une courbe ; elle est intitulée

z = 0,05. On a opéré de même pour : = 0,10, pour

: = 0,15,... etc.

Chacune de ces courbes représente aussi les valeurs

de S(x, V) pour les valeurs de :' correspondantes des

tables. Quant 'à la correction qui se rapporte à ces der

nières valeurs, elle est toujours très-faible dans les limites

des applications des tracés, et il a sufli de la construire

pour quelques-unes des valeurs de z, telles que 2 = 0,50,

2 = 0,75, z = 1,00, en prenant les diverses valeurs de

V0 pour abscisses. En les traçant du même côté que les

valeurs de tP,,(x, V) et en remarquant que lu correction

est négative, on verra qu'une seule ouverture do compas

donnera directement les valeurs de s(x, V). Lorsque la

valeur de z proposée ne sera pas l'une des valeurs exactes

des courbes, on estimera la différence entre les deux

courbes voisines, soit à vue soit par un autre moyen plus

précis.

Lorsque, dans le cas du tracé d'une trajectoire, on sera

maître du choix des distances, on les prendra de façon

X

que les diverses valeurs de - soient celles des courbes ,
c

alors une ligne tracée par le point dont l'abscisse est la

' v,

valeur proposée de V0= —, parallèlement aux ordonnées,



TRACÉ DES TRAJECTOIRES. 273

donnera immédiatement par son intersection avec les

diverses courbes z = 0,05, z = 0,10 les valeurs de

ik(x, V) correspondantes; il n'y aura qu'à les porter sur

la feuille du tracé de la trajectoire.

Exemple. Si l'on doit tracer la trajectoire d'un boulet de 24

lancé avec une vitesse initiale de 50fJm:s, on aura V„ = 1,15;

le poids du boulet étant 12k010, son diamètre 0m1485, on aura

oc X
c = 1309ml ; par conséquent, pour - = 0,05, - = 0,10,

c c

se
_ = 0,15.... on aura respectivement x = 6am40. 150ni9l,

c

196m51 .... et l'on trouvera sur l'horizontale, qui passe par la di

vision V0 = 1.15, toutes les longueurs ift>(x, V) correspondantes

aux distances de x. qu'on vient d'indiquer; il sera très-facile de

les rapporter sur le dessin pour construire la trajectoire. Il sera

également très-facile de traduire ces longueurs en nombres, en

appliquant sur la figure 5 une règle divisée.

Lorsque la valeur de V„ ne tombera pas sur un des points de

division de la verticale, on y indiquera ce point, et. par ce point, on

tracera une horizontale au crayon ; celle-ci, par ses intersections

avec les courbes z = 0,05, z = 0,10, z = 0,15, déterminera

les longueurs de ifi>(x, V) pour x= 0.05, x = 0,10, x= 0.15...

On obtiendra de la même manière les valeurs de s(x, V) ;

elles correspondent à des valeurs différentes de x.

Les courbes des valeurs de ~o(x,X) construites de la

même manière , donneront également les valeurs de

ûû(a;,\'), et serviront à la détermination graphique des vi

tesses du projectile et des durées du trajet.

Afin d'éviter la transformation des valeurs des vitesses

V

en celles de -, on pourrait écrire ces vitesses sur la ligne

r

des abscisses, aux points correspondants, pour la valeur

adoptée de r.

Il serait également facile d'éviter la transformation des

35
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X . X

valeurs de x en - , en écrivant à côté des valeurs de - de
c c

chaque courbe la valeur de x qui y correspond pour cha

cune des espèces de projectiles auxquels on doit en faire

l'application.

On faciliterait de même la réduction des vitesses V en

hauteurs dues à ces vitesses au moyen d'une parabole

tracée avec ces valeurs pour ordonnées. Avec des précau

tions convenables pour éviter l'altération des dimensions

du tracé de ces courbes, on obtiendra une exactitude

très-sufflsante pour les applications ordinaires.

On peut aussi déterminer par des tracés les valeurs de

el, F'(z), F(z), et traduire ainsi en courbes les tables nu

mériques que nous avons calculées; mais cela n'est pas

nécessaire.

Solution graphique de divers problèmes de balistique.

162. Solution graphique de divers problèmes de balis

tique. On peut par des tracés très -simples résoudre la

plupart des problèmes de balistique.

Afin d'éviter la répétition de plusieurs constructions

élémentaires, nous les rappellerons en commençant.

Soient OA une horizontale (Fig. 28), OP une ligne de

projection faisant un angle ? avec OA; soit M un point

quelconque dont les coordonnées sont OC = a et MC = b,

et soit OD une distance quelconque égale à x ; si du point

D on abaisse sur OP une perpendiculaire DF, et du point F

une perpendiculaire FG sur OA , on aura

OF = xcos? et OG = xcos'c?



TRACÉ DES TRAJECTOIRES. 275

el réciproquement

OF OG
et x = ■

COSf cos'?

Si l'on joint 0 et M par une ligne, elle coupera la ver

ticale DI en II, on aura

h

- = tangMOC = tans; s, M = .rtang*,

DH =r artange, IH = x(tang<? — tangi)

et réciproquement

IH

tang? — tanpt

Dans les solutions qu'on va donner, on déterminera

les valeurs des fonctions de ^(x, V) et 3(x, V) comme on

l'a dit précédemment; mais dans le cas où la vitesse sera

l'inconnue, on devra supposer que l'on a une valeur ap

prochée de la projection horizontale de celle vitesse qui

permette de déterminer les fonctions uj>(.r, V) et 3(x, V).

La solution ne serait rigoureuse que dans le cas où l'on

représenterait la résistance par un seul terme propor

tionnel au carré de la vitesse: mais comme c'est particu

lièrement au tir à de petites vitesses que les solutions

graphiques dont nous parlons sont applicables, une petite

différence sur la vitesse n'aura qu'une influence trés-

faible sur la valeur de ii!>(a:, V); on pourra d'ailleurs

toujours déterminer celle-ci par une première approxima

tion. Il en est de même, mais à un degré d'importance

tout à fait négligeable , de la valeur de ? qui entre dans

V, = Vcosî.

163. Déterminer l'angle de projection sur un plan ho

rizontal. Étant données la vitesse initiale V et la portée

X sur un plan horizontal passant par le point de départ,

déterminer l'angle de projection f.
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L'angle de projection est donné par la formule suivante

dans laquelle h est la hauteur due à la vitesse V

sin2*= |jKb(X,V).

Pour déterminer l'angle de projection , soient (Fig. 29)

0 le point de départ, OA l'horizontale, OB la verticale;

du point 0 comme centre, avec un rayon 0K = 1, tracez

un arc de cercle, prenez OL = ifi,(:r, V), OII = 2/i,

OD = X : tirez flL et par le point D menez une parallèle

à HL. Par le point d'intersection C de celle parallèle avec

la verticale, menez l'horizontale CM qui coupera en M le

cercle du rayon 1,00; l'angle MON sera égal à 2?, et la

ligne OP qui le divisera en deux parties égales sera la

ligne de projection. En effet, on a

OH OL

Ô~D — OC'

donc

OC ou sinMON = — i(!,(a:,V), MON = 2p et POk= <f.

La seconde intersection M' de l'horizontale GM et de

l'arc de cercle donne pour sinOM et OP une seconde so

lution, mais elle appartient aux angles plus grands que

45°, et n'est pas applicable au cas que nous considérons.

Si dans la construction 2A est trop grand, prenez

OH = h ou 011 = 7/1, et par compensation prenez OK

= 2,00 ou OK = 4,00; on augmentera ainsi l'exactitude

dans la détermination de p.

Si l'angle de projection devait être très-petit, on aurait

plus de précision par le procédé suivant.

Partant de l'équation 2/isin2? = Xift>(a;,V), soit OA

(Fig. 80) l'horizontale, OD= X, OH=2A. Sur la verticale

OB, prenez OK = 1 et OL = iH>(x, V), tracez KD et par le
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point L menez à KD une parallèle qui coupera OA en F;

OF sera égal à Xifi>(a;, V); menez à OA une parallèle à une

distance égale à OF, et décrivez un arc de cercle du point

0 comme centre avec un rayon OH; joignez le point d'in

tersection M au point 0 et divisez l'arc M H en deux parties

égales par la ligne OP ; OP sera la ligne de projection ;

car MOXsin2POA a pour mesure MN qui est égal à

Xi&foV).

1 64. Déterminer l'angle de projection du projectile qui

doit passer par un point donné. Etant donnée la vitesse

initiale V, on peut déterminer l'angle de projection d'un

projectile qui doit passer par un point donné.

Si M (Fig. 31) est le point donné, h la hauteur due à

la vitesse V, et que a soit la distance horizontale OG et

b la distance verticale MC du point M au point de départ,

l'angle cherché sera donné par les formules

tangç = ? (h!±y h'(h' — b) — j J

on

tang V = h' ±y h! (V — b)—\a\

dans lesquelles on a fait h' = .

l)b(a,V)

Par le point M élevez la verticale CB = h , et par le

point D milieu de OC la verticale DF. A partir du point

C sur une ligne quelconque, prenez CK = i,00 et

CL = ^(x, V) , tirez LB et par le point K menez à celte

ligne une parallèle ; celle-ci coupera la verticale en G ;

CG sera égal à — ou ou h'. Sur CG comme

GL !«,(*, V)

diamètre, décrivez un demi-cercle; puis, par le point G

comme cenlre, avec GH pour rayon, tracez un arc de
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cercle, il coupera DF en deux points J, Y; lirez 01 el 01';

vous aurez les deux lignes de projection cherchées.

En effet, puisque GC = h', cl que CM = b, on a

GM — h' — b, et GII ou ses égales GI et Gl' égales à

Vit' [h' — b). Si du point G on abaisse sur DF la per

pendiculaire GJ on aura GJ = \a, d'où IJ = l'J =

\/h(h — b) — \a', et comme DJ = /<', on aura

et

1»!'

= h'—y h' {h! — b)— la",
4

= h' + \/h'(h'-b)-\a';

ce seront les deux valeurs de ^atang?; or, AD est égal

à \a; donc les deux lignes 01 et 01' sont les deux lignes

de projection cherchées.

Si le cercle tracé avec le rayon GII devenait tangent à

CF il n'y aurait qu'une seule solution. Si le cercle ne cou

pait pas cette ligne, le problème serait impossible.

On remarquera que, comme dans le cas précédent (103),

la ligne de projection la moins élevée doit être seule ad

mise (93).

Lorsque le but sera peu élevé au-dessus de l'horizon,

on pourra, pour plus de simplicité, et sans erreur appré

ciable (103), opérer relativement à la ligne qui va au but,

comme si elle était horizontale (103).

1 05. Vitesse initiale. — Le but étant à hauteur du point

de départ. La distance du but et la ligne de projection

étant données, déterminer la vitesse initiale.

Si le but est à hauteur de la bouche à feu, on aura

2ft = -r_1n,(j!,V).

On obtiendra 2/i par le tracé qui est indiqué pour trouver
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l'angle de projection (163), mais en opérant dans l'ordre

inverse, ainsi qu'il suit.

Soient (Fig. 29) OD la portée X, et OP la ligne de pro

jection; faites l'angle MOA double de FOA; du point 0

comme centre avec un rayon égal à l'unité, décrivez un

arc de cercle ; par le point M où cet arc coupe la ligne

OM, menez une horizontale; elle coupera la verticale OB

en C; joignez CD; sur OB portez OL = u\,(x, V); par le

point L menez à CD une parallèle ; elle coupera en H l'ho

rizontale OA; OH sera égal à 2ft; de là on déduira V.

On opérerait de même par le second procédé.

166. Le but n'étant pas à hauteur du point de départ.

Si le but n'est pas à hauteur du point de départ 0, soient

M ce point (Fig. 32), OA l'horizontale, OB la verticale,

OP la ligne de projection ; tirez OM ; appelons e l'angle

MOA sous lequel est vu le but, a et b étant les coordon

nées AN et MN du point M ; on a lange = -.

D'après l'équation de la trajectoire et la condition que

le projectile passe par le point M, on aura

b = atang?—— i)t(a-, V),

4/i cos1 <f

d'où l'on lire

h — Tu 7 n—r"Ma:>'v).

4(tang« — tangt)cos'?

ou, par des transformations déjà indiquées (16 et 112),

«1)!,(.'C, V) cosc \

4 ' sin(« — t) ' coss

Prenez OD = JON = \a, OK = 1,00, OL = iO,(x, V);

tirez KD, et par le point L menez à cette ligne une parallèle ;

celle-ci coupera OA en F; on aura OF = —^—-— ; sur
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OB prenez OG = OF, et par le point G menez à OM une

parallèle qui coupera OP en I ; par le point I élevez une

perpendiculaire à OP, elle coupera OA en H; OH sera la

valeur de h.

Eneffet, dans le triangle OGI, on aura

OG_sinOIG

"ÔT ~ sinOGÎ'

Or, OIG=:10M= (,— ,), etsinOGl = sinMOB = cosMOA

OGcost ___ 01

= cose; donc 01 — -, et comme OH = et
sin(?— s) cosq>

que OG — , il s ensuit que

(I ift) (*, V) COS £

011
' sin(? — s). cos?'

et par conséquent qu»; OH est la valeur cherchée de h.

Si le but est peu élevé au-dessus du point de départ,

on pourra, sans erreur appréciable (103), opérer avec

plus de facilité relativement à la ligne qui va au but

comme si elle était horizontale (164).

167. Déterminer l'angle cl la vitesse de ■projection d'un

projectile qui doit passer par deux points donnés.

Soient (Fig. 33) 0 le point de départ, OA l'horizontale,

OB la verticale, M et M' les deux points donnés, et dont

les dislances horizontales et verticales sont ON = a et

MN = b pour le premier point, oN' = a' et M'N' = f

pour le second; l'angle de projection © a pour expres

sion (94, éq. 14)

o'ilb(o',V)j — o*(a,V)^

tans;? = —— :

aySb(a,X) — a'ifi,(«',V) '
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la valeur de h est (94, éq. 15), en rappelant que \™ = %gh,

a'ali,(a',V)-«ift,(a,V)

I cos'»

\a a'J

Pour déterminer tangp, sur OB prenez OK = 1 ,00,

OL = ift,(a, V), OL' = tfl)(o', V); tirez KiN, et, par le point

L menez à cette ligne une parallèle qui coupera l'hori

zontale en n et donnera On = aifi>(a, V); opérant de

même pour N' on aura On' = a'M\>(<i',\). Pur le point n

élevez une perpendiculaire jusqu'à la rencontre de OM' au

6' 6'

point G, on aura Gn = 0u-( = aift>(a,\)-. Par le point

n' menez une verticale jusqu'à la rencontre au point G' do

OM prolongée, on aura GV = On'- = a'i)!>(a', V)-, joi

gnez GG' et par le point 0 menez à celle ligne une paral

lèle, ce sera la ligne de projection cherchée.

En effet, si par le point G on mène l'horizontale GQ,

on aura

G'Q GV-Gn rf»(«',V)i-««(«,V)g

tan" G'GO = ——= =,ani$u u GQ On'— On a'i&(a',V) — a<M,{a, V)

Pour déterminer h prenez GR = {GQ

^=i[«'lft,(a',V) — fliiî,(a.V)];

portez-le de G en S, sur le prolongement de nG , et par

le point S menez une parallèle à OG jusqu'à sa rencontre

avec OM en T; par le point T menez une verticale qui

coupera OP en U, cl par ce point menez une perpendi

culaire à OP; elle coupera l'horizontale OA en H ; OH sera

la valeur cherchée de h.

En effet, la verticale TU coupant OM' en V et OA en /,

36
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on aura

b b'
Tt = Ot- et Vt = Ot-:

a a!

retranchant membre à membre et observant que Tt — Vt

= TT = K'S = ï(Oh' — On), on aura

Q «Mbfo'.V) — « ili, (a, Y)

\a a' l

C'est la valeur de /jcos'p; et puisque POA — <p, on aura

OU = /icos? et OU = /*.

Si GQ était petit, on opérerait avec GQ au lieu de

prendre ^GQ> et on obtiendrait Ah dont on prendrait

ensuite le quart.

Ayant trouvé l'angle de projection on pourra aussi

opérer la construction comme on l'a indiqué (1 66) pour faire

passer le projectile par le point M ou par le point M'.

1C8. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un

projectile qui doit passer par un point donné et sous une

inclinaison déterminée.

Soient 0 (Fig. 34) le point de départ, OA l'horizontale,

OB la verticale , M le point donné , et MC la direction

du projectile. Si l'on nomme a la distance horizontale ON,

t l'angle MOA d'clévalion du but, et û l'inclinaison de MC,

qui dans la figure 3-4 est au-dessous de l'horizontale et qui

donnerait 8 négatif, on aura l'angle cherché ? et la hau

teur h due à la vitesse de projection V par les expressions

suivantes (95, éq. 19 et 20):

_ 2a3 (a, V) tang s — a \|j, (a , V) tang 6

tang*~" 2o5(o,V)-gifc(olV)

2a3(«,V) — nifi,(a,V)

— 4(tangs — tang8)cosa9-

Sur la verticale OB, prenez OK ='1 ,00, OL = ifc (a, V)
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el OL' = 3(o,V); par le point M menez la verticale MN;

joignez KN; par les points L et L' menez deux parallèles

à cette ligne, elles couperont l'horizontale OA en deux

points n etn'; on aura 0?i — «vî>(a, V) et On'=a»(a,\');

prenez n'N" — On', on aura ON' = 2a(a, V). Par le point

n menez une verticale qui rencontre en G la ligne menée

par le point 0 parallèlement à MC; par le point N' élevez

une verticale qui rencontre en G' le prolongement de

OM; joignez GG' et par le point 0 menez à GG' la pa

rallèle OP; ce sera la ligne de projection cherchée.

En effet, d'après la construction, on aura G'N' =

2a(rt,V)tange, nG = aTfi,(a,V) tango. Si l'on remarque que

l'inclinaison est au-dessous de l'horizon , dans la figure ,

que 0 est négatif dans la valeur de tang9, et que par

conséquent le second terme du numérateur s'ajoute au

premier, on verra que G'N' -4- G» ou G'Q est le numérateur

de la valeur de tangfl, et que GQ ou «N' qui est égal à

2a3(a, V) — flifb(a, Y), en est le dénominateur; donc

CCI
—-= langp, GfGQ = p, donc OP est la ligne de projec-

GQ

lion cherchée.

L'expression de la valeur de h est de même forme que

dans le problème précédent (107) ; on l'obtiendra par

une construction analogue. Pour cela, prenez GR= jGQ

= ï[2a3(a,V) — ai(i>(a,V)]; portez celle longueur de G

en S sur le prolongement de G/i, et par le point S menez

une parallèle à OG jusqu'à sa rencontre avec OM en T;

par le point T menez une verticale qui coupera OP en U,

et par ce point une perpendiculaire à OP, qui coupera l'ho

rizontale OA en H, 011 sera la valeur cherchée de h.

La démonstration étant la même que pour le problème

précédent, nous ne la répétons pas.

On pourra, suivant les cas, prendre le rayon GR égal

à GQ ou à sa moitié, el obtenir pour 011, àh ou 2/t, et
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en prendre alors le quart ou la moitié. On pourra aussi,

après avoir déterminé l'angle de projection, continuer

la construction comme pour faire passer la trajectoire par

le point M.

169. Observations sur le rapport des échelles dans les

tracés. Dans les deux derniers problèmes on peut obtenir

plus de précision dans le tracé, particulièrement lorsque

les angles de projection doivent être petits, en prenant

les ordonnées à une échelle plus grande que les abscisses,

et en déterminant les inclinaisons par des tangentes me

surées à l'échelle des hauteurs amplifiées. L'inspection

des expressions qui donnent les valeurs de h et de lange

fait voir que les relations ne sont pas changées. Il n'y a

de diflérence qu'à partir de la verticale TU. Alors pour

diviser le résultat par cos>, le point U doit être pris sur

la ligne de projection réelle , et la perpendiculaire UH

élevée par ce point sur celte ligne. Cette double observa-

lion s'applique à plusieurs des problèmes précédents.

170. Portées, durées, vitesses. Lorsque l'on devra dé

terminer la portée d'un projectile sur une horizontale ou

sur une ligne inclinée, on devra déterminer, au moyen

de la vitesse initiale et de l'angle de projection et par les

moyens qui ont été donnés (156 à 158), plusieurs points

rapprochés, les uns au-dessus, les autres au-dessous de

la ligne, puis faire passer une courbe par ces points ;

l'intersection de la courbe el de la ligne donnera la po

sition et la distance du point cherché.

Dans les divers problèmes, on pourra déterminer l'in

clinaison de la trajectoire, la durée du trajet ou la vitesse

du projectile, par les procédés qui ont été indiqués.
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LOIS DE LA PÉNÉTRATION DES PROJECTILES

DAIS LE! MILIEUX BÉSISTASTS.

171. Considérations générales. La connaissance de l'ac

tion destructive des projectiles lancés par les bouches à

feu est d'une très-grande importance. Les effets produits,

el en particulier l'étendue des pénétrations, dépendent de

la nature des projectiles, de leur forme et de leur poids,

de leur vitesse initiale el de la dislance du but. Il est donc

nécessaire , pour les apprécier, de tenir compte de ces

circonstances.

Celte question a dès longtemps attiré l'allenlion des sa

vants les plus distingués, tels que Jean Bernouilli, Poleni,

S'Gravesande , Musschenbrock, Robins, Euler, Camus.

Mais, des faits épars ou des expériences peu étendues sur

de petits projectiles, n'avaient pas jusqu'à ces derniers

temps fourni les éléments nécessaires pour traiter la ques

tion d'une manière satisfaisante et pour arriver à des for

mules applicables aux divers cas de la pratique, lorsque,

par les ordres de M. le Ministre de la guerre, des expé

riences nombreuses furent à cet effet exécutées à Metz, en

1834 et en 1835, par la Commission des principes du tir.

Nous nous occuperons particulièrement, dans ce qui

va suivre, des lois du mouvement et de la profondeur

des pénétrations des projectiles dans les milieux résistants

dont on forme ordinairement les masses couvrantes à la
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guerre, telles que les terres, les maçonneries et les bois,

et nous en ferons précéder l'exposé de quelques considé

rations physiques qui nous conduiront à l'expression de

la résistance '.

172. Considérations physiques. Lorsqu'un projectile

sphérique pénètre dans un milieu résistant, comme de la

terre, il pousse devant lui et déplace latéralement les mo

lécules qui se trouvent sur son passage ou qui en sont

voisines. Ces parties, après avoir été comprimées et en

traînées d'abord, sont contraintes à glisser sur la surface

arrondie du projectile ; elles prennent ainsi une vitesse

dont la composante latérale, prise perpendiculairement à

la direction du mouvement du corps, dépend de la vitesse

de ce corps et de l'inclinaison de la partie de sa surface

contre laquelle elle glisse en surmontant le frottement.

Les molécules qui se trouvent en A (Fig. 35) à la partie

antérieure , sur la direction BA suivie par le centre du

projectile ou sur les parties voisines AC, ne pouvant sur

monter le frottement qu'elles éprouvent, restent appliquées

contre le corps ; mais les parties plus éloignées, poussées

par une surface inclinée comme la tangente en ce point,

glissent et entraînent les molécules voisines. Les compo

santes de leurs vitesses prises perpendiculairement à la

direction BA du projectile, vont en s'accroissant à mesure

1 Pour des considérations plus étendues et pour des résultais

d'expériences plus complets, voir le rapport de M. le général Pon-

celet, sur un Mémoire de Mit. les généraux Piobcrt et Morin, con

cernant la pénétration des projectiles, lu à l'Académie des sciences,

le 12 octobre 1835, et inséré au Spectateur Militaire du mois de

novembre suivant. Voir aussi le Mémoire sur la résistance des corps

solides ou mous à la pénétration des projectiles, par MM. les géné

raux Piobcrt, Morin et Didion, inséré au Mémorial d'Artillerie,

no 4; — Premier et deuxième rapport de la Commission des prin

cipes du tir; — Mémoire de M. le colonel Augoyat, inséré au Mémo

rial du Génie, n» 7.
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qu'elles s'éloignent du point C ; et, lorsqu'elles sont ar

rivées à un point D, où le rapport de la composante DE

à la vitesse du projectile est égal à la tangente trigono-

métrique de l'inclinaison EDG de la surface en ce point,

elles échappent à l'action du projectile avec une vitesse

qui dépend ainsi de celle du mobile. En vertu de cette

vitesse, elles entraînent les molécules plus éloignées du

projectile en leur communiquant une partie de la force

vive qu'elles possèdent et s'arrêtent en H, lorsque cette

force vive a été détruite par les résistances que présentent

les parties du milieu de plus en plus comprimées. Lorsque

le projectile se sera avancé jusqu'en A', A", A'"... et que

sa vitesse sera diminuée, les distances D'il', D"H", D"'H"'...

que parcourront les molécules qui abandonnent le pro

jectile aux points D', D", D'"... seront de moins en moins

grandes, et, le profil HH'H''H'"... du vide se rapprochera

de plus en plus de la direction BAA'... du mouvement;

cela durera jusqu'à ce que la vitesse soit devenue assez

faible pour que les molécules ne s'écartent pas sensible

ment de la surface du projectile.

Le projectile éprouve ainsi dans son mouvement deux

sortes de résistances qui doivent être distinguées l'une de

l'autre. La première consiste dans la cohésion du milieu,

dans l'effort à exercer pour en séparer les diverses parties,

se frayer un passage et vaincre le frottement; elle peut

être regardée comme indépendante de la vitesse. La se

conde dépend de la force vive imprimée aux molécules

qui s'éloignent du projectile avec une certaine vitesse pro

portionnelle à celle du mobile. La force vive de ces molé

cules, qui ne peut être acquise qu'aux dépens de celle du

corps, est donc proportionnelle au carré de leur vitesse.

Cette résistance doit encore être proportionnelle à

l'étendue de la surface suivant laquelle elle s'exerce, et

celle-ci , d'après ce que nous avons dit, n'est pas néces
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sniremp.nl égale à l'étendue d'un hémisphère, elle peut

même varier durant le mouvement, c'est-à-dire avec la

vitesse du projectile. Mais alors, à mesure que l'étendue

de la partie du projectile qui reste en contact avec le mi

lieu résistant a plus d'étendue, la dernière zone de la sur

face est moins inclinée ; il s'ensuit que la composante de

la vitesse perpendiculaire à la direction du mouvement,

laquelle varie dans le même rapport que cette inclinaison,

est en raison inverse de l'étendue de la surface; il y a ainsi

à peu près compensation, et le produit de ces deux quan*

tités pourra être regardé comme constant. La force vive

imprimée à chaque instant aux molécules du milieu résis

tant pourra donc être regardée comme proportionnelle à

la force vive du mohile qu au carré de sa vitesse, et à une

section déterminée du projectile. Celle-ci étant dans un

rapport constant avec le grand cercle de la sphère, on

peut la remplacer par ce dernier, et regarder les deux

termes de l'expression de la résistance comme étant pro

portionnels à un grand cercle du projectile. ■

Il convient d'autant mieux de considérer la résistance

comme proportionnelle à un grand cercle du mohile, que,

vers la fin du mouvement, alors que le terme proportion

nel au carré de la vitesse n'a plus qu'une influence très-

faible, le vide produit par le projectile diffère très-peu

d'un cylindre; la résistance s'exerce donc réellement sui

vant l'hémisphère antérieur, et, par suite, la résistance

doit être proportionnelle à la section du cylindre ou au

grand cercle de la sphère.

Des expériences directes ' ont prouvé d'ailleurs qu'aux

petites vitesses la résistance éprouvée par le projectile était

effectivement proportionnelle à la section du grand cercle

du projectile.

1 Premier et deuxième rapport de la Commission des principe?

du tir.
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173. Phénomènes observés . Les considérations qui pré

cèdent, se trouvent confirmées par l'examen de la surface

des projectiles après qu'ils ont pénétré dans les terres et

par la forme du vide qu'ils y ont formé.

Lorsqu'un projectile est lancé avec une grande vitesse

dans les terres, on reconnaît que des parties de la matière

du milieu résistant sont restées adhérentes à la surface

antérieure de ce projectile; elles offrent la forme d'un

cône SCC (Fig. 35) d'autant plus obtus que la vitesse de

projection est plus grande; au delà de celte partie, le pro

jectile est fortement sillonné suivant des plans méridiens

passant par la direction du mouvement; ces traces ont été

parfois assez profondes pour qu'un boulet de 24 perdit en

pénétrant dans le sable plus de 15 grammes de son poids;

les traces vont ensuite en diminuant et cessent d'être sen

sibles vers le grand cercle de l'hémisphère.

L'examen du vide produit dans le milieu confirme encore

la justesse des considérations physiques qui précédent,

lorsque, comme cela a lieu avec les terres argileuses, le

vide conservé assez bien la forme (Fig. 36) qu'il a prise

au moment du passage du projectile. En effet, une section

faite par un plan perpendiculaire à la direction du mouve

ment (Fig. 37) parait fendillée sur une assez grande pro

fondeur; les intervalles entre les fentes sont lisses et

portent des traces évidentes du frottement du projectile.

Le développement de ces parties touchées a toujours été

trouvé un peu moindre que la circonférence d'un grand

cercle du projectile, excepté vers le fond du vide. Le

diamètre des sections, qui seraient faites à différentes

distances de l'orifice, vont en diminuant depuis l'entrée

jusqu'au fond où l'on retrouve le projectile (Fig. 36). La

section méridienne du vide est une courbe dont la con

vexité est tournée vers l'axe, et qui, vers le fond, diffère

peu d'une ligne droite parallèle à la direction du mouve

37
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menl; de sorte que le vide a la forme d'un cône évasé

dont le fond diffère très-peu d'un cylindre qui aurait un

diamètre égal à celui du projectile. Cette forme indique

que la vitesse de projection des molécules du milieu dimi

nue avec celle du projectile.

La réaction des terres comprimées au moment de la

pénétration, altère bientôt la forme du vide et en diminue

les diamètres.

Des phénomènes semblables à ceux que nous venons

d'exposer se présentent également, quoique moins régu

lièrement, lors de la pénétration des projectiles dans

d'autres milieux résistants que les terres argileuses, tels

que dans la maçonnerie; dans celle-ci, la partie antérieure

n'étant pas soutenue, se brise plus facilement et forme un

entonnoir beaucoup plus évasé que celui de l'autre partie.

L'entonnoir formé par le choc d'un boulet dans le plomb

est dû aux mêmes causes que dans les terres argileuses et

conserve une forme très-remarquable.

174. Résistance variable durant la pénétration. En sup

posant, comme on l'a fait, que la résistance ne dépend que

de la vitesse du projectile à l'instant que l'on considère,

et quelle est indépendante de la quantité dont le projec

tile a pénétré, on commet une petite erreur. En effet, au

moment où le projectile pénètre avec une certaine vitesse,

les parties du milieu résistant en contact avec lui n'étant

pas encore comprimées comme elles le seraient si le pro

jectile avait déjà traversé des couches antérieures, celui-ci

éprouve réellement une résistance moindre. De plus, en

comptant les profondeurs de pénétration à partir de la

partie antérieure du projectile, la surface de ce projectile

en contact avec le milieu dans les premiers instants étant

moindre que lorsque le projectile a pénétré d'un demi-

diamètre ou d'une plus grande quantité, la résistance est

par là encore diminuée.
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Celle différence dans les résistances pourra n'avoir

qu'une Irès-faible influence quand on comparera entre

elles des pénétrations considérables; mais elle ne sera

plus négligeable dans la comparaison de faibles pénétra

tions provenant de vitesses peu considérables. La formule

qui ne tiendra pas compte de celle influence donnera par

cela même des pénétrations trop faibles; on voit facile

ment encore que cet effet sera d'autant plus prononcé que

les projectiles seront d'un plus grand diamètre; tel est

particulièrement le cas des obus de forts calibres animés

de faibles vitesses.

175. Lois de la pénétration. D'après les considérations

qui précèdent, l'expression de la résistance qu'éprouve un

projectile à chaque instant de son mouvement, dans un

milieu comme la terre, est proportionnelle à l'étendue

d'un grand cercle de la sphère, et elle comprend deux

termes dont l'un est constant et dont l'autre est propor

tionnel au carré de la vitesse; de sorte que, en appe

lant p cette résistance, R le rayon du projectile, v sa

vitesse variable durant la pénétration, ■* le rapport de la

circonférence au diamètre, on aura

a et (3 étant deux quantités qui dépendent de la nature des

milieux et qui devront être déterminées par l'expérience

pour chacun d'eux. De cette expression, nous allons dé

duire les profondeurs de pénétration des projectiles lancés

avec diverses vitesses, et nous les comparerons ensuite

aux profondeurs observées pour nous assurer du degré

d'exactitude de l'expression de la résistance.

En conservant les notations ci-dessus, soit encore P le

poids du projectile, D sa densité, V sa vitesse au moment

où il pénètre dans le milieu, e la quantité dont il a péné

tré au moment où cette vitesse est réduite à v, t le temps

écoulé et g la pesanteur.
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En égalant la résistance qu'éprouve le projectile à chaque

instant à la quantité de mouvement qu'il perd, on aura

pour l'équation du mouvement

_-.^ = «R'(«+/3i;').

y dt

de

Or, v=—, donc en multipliant membre à membre avec

dt

l'équation précédente, on aura

p
vdv — aiV (a + fiv') de ;

y

d'où

dc =
■o-R'sr a-t-i2u'

Cette expression est facile à intégrer, et en observant

qu'elle doit être prise depuis la valeur V, pour laquelle

e = 0, jusqu'à v, on aura

P , a-f-/SV
e = loa —■ .

2fflrR\/)3 Da+ ^u*

Les logarithmes étant hyperboliques, si l'on veut avoir les

logarithmes des tables dont la base est 10, l'on écrira

P a _i_ êV1

<2> •aBïSwl'80MI,og=+fe-

.176. Pénétration totale. On aura la profondeur totale

de pénétration due à la vitesse V en faisant v — 0; appe

lant E celle pénétration cl observant que pour un projec

tile sphérique P = 4 a-RM), on aura

P / 3 \ 2RT) / S \

<3> E =ï^^6Hl +«-v,)= ^2'3026K1+;V,)■

Si un projectile dont le rayon es't R' et la densité D',

atteint le milieu résistant avec la même vitesse V, la pro-
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fondeur de pénétration représenté par E' sera

2R'D' / @ \

De ces deux équations on tire

E _ RI)

E' — R'LV '

c'est-à-dire, que si deux projectiles spliériques pénètrent

dans le même milieu résistant avec des vitesses égales, les

profondeurs de pénétrations sont entre elles comme les

produits des calibres par les densités. Si les projectiles

sont des boulets spliériques de même métal, D et D' sont

égaux et les profondeurs des pénétrations sont entre elles

comme les diamètres; si les projectiles sont de diamètres

égaux, mais de densités différentes, tels que des boulets

et des obus de même calibre, les pénétrations sont entre

elles comme les densités ou comme les poids de ces pro

jectiles.

Dans le cas du tir des boulets spliériques de fonte, la

densité peut être regardée comme constante et représen

tée par D = 7032k, poids du mètre cube de la matière

de ces boulets; alors, en faisant

7032.2,3020 _ 550^2 _ 0 _ 1_

3i//3 — 0 ~~ a ~~ U' '

on aura l'expression

(4) E = K.2R.Log[i + (J)"].

Dans celle expression K est un nombre cl m est une vi

tesse comme V; E sera donné en mêmes unités que le

diamètre 2R.

La pénétration d'un obus ou d'un projectile autre qu'un

boulet de fonte, animé de la même vitesse que celui-ci,
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et du même diamètre, mais dont le poids serait P, et la

densité D, se déduira de celle du boulet en la multipliant

par le rapport des densités ou par celui des poids; en la

désignant par E, , on aura

E. = K.2RLog[l + (Y)']£ ou K.2RLog[l + (î)']°\

La pénétration des projectiles sphériques de diamèlres

et de poids égaux , augmente avec les vitesses , mais

moins rapidement que les secondes puissances de celles-ci;

les vitesses étant V et V, , le rapport des pénétrations E

et E, sera

K. . f. . *,r

log(l+£v,')

mais, lorsque les vitesses sont faibles ou lorsque (3 est

extrêmement petit relativement à «, les pénétrations sont

sensiblement proportionnelles aux carrés de ces vitesses.

En effet, le rapport - étant toujours très-petit, comme
(X

on le verra plus loin, il en résulte qu'aux très-faibles

vitesses -V est lui-même très-faible devant l'unité; or,
a

d'après l'expression connue

log(l + z) = : - t + t_ _ + etc.,

on voit que les logarithmes des nombres qui diffèrent peu

de l'unité, sont sensiblement proportionnels à l'excès de

ceux-ci sur celle unité; on aura donc sensiblement dans

le cas des faibles vitesses

1 = 1! ct K =^V
E, V," 3<7*
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c'est-à-dire que, quand les vitesses sont faibles, les pro

fondeurs des pénétrations sont sensiblement proportion

nelles aux carrés de ces vitesses. Cette supposition revient

à négliger devant * les termes qui contiennent £ comme

facteurs, ou à écrire p = tR1*, c'est-à-dire à supposer la

résistance indépendante de la vitesse.

Dans cette hypothèse, longtemps admise, on arrive im

médiatement par le principe des forces vives à l'expression

de la pénétration. En effet, la quantité de travail due à la

résistance p = ^R'a étant E^rR'a, cl la force vive perdue

p

par le projectile étant -V% on aura

g

d'où, en remplaçant P par j^R'D, on lire

E= * V ou E = !.5?V>.
2oktR'0 3 g*.

Cette formule, qui peut convenir lorsque les vitesses sont

faibles, indique des pénétrations trop considérables lorsque

les vitesses sont grandes.

177. Pénétration des projectiles oblongs dans les mi*

lieux résistants. Les considérations dans lesquelles on est

entré sur la résistance qu'éprouvent les projectiles sphé-

riques en pénétrant dans les divers milieux s'appliquent

aux projectiles oblongs, tout en laissant à ceux-ci les

avantages qui résultent de leur forme antérieure et de

leur masse plus grande à égalité de diamètre.

L'avanlage de la forme antérieure est reconnu par les

expériences sur la résistance de l'air rapportées plus haut

(art. 57); il peut être attribué aux projectiles oblongs pé

nétrant dans les autres milieux résistants.

Il résulte de ces expériences que, à égalité de diamètre,
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la résistance éprouvée par les projectiles oblongs n'est

que les f de celle qu'éprouvent les projectiles sphériques.

Sans cloute, ce rapport peut varier d'un projectile à

l'autre; mais si l'on considère que les conditions de ser

vice ne permettent pas de faire varier beaucoup la forme

antérieure ni la longueur des projectiles oblongs, on verra

qu'on peut adopter un rapport constant. De plus, en

attendant qu'il ait élé fait des expériences spéciales sur

les terres, on peut adopter le rapport trouvé pour l'air

atmosphérique, lequel est égal à }.

On remarquera encore que par suite de l'acuité de la

partie antérieure d'un projectile oblong comparativement

à un hémisphère, le cône formé par la matière du milieu

résistant sur les projectiles sphériques ne doit pas se ren

contrer sur les projectiles oblongs; c'est ce que confirme

l'expérience.

Il résulte aussi de la vitesse de projection latérale de la

matière du milieu déplacé par le projectile, que la partie

cylindrique, quelle que soit sa longueur, ne touchera pas

celle matière. La résistance sera donc indépendante de la

longueur de celte partie cylindrique; cela n'a pas lieu

dans l'air par suite de la grande élasticité du milieu; on

admet aussi que, durant son trajet dans le milieu résis

tant, le projectile conserve sa direction initiale, et que

par suite le rapport de la résistance du projectile oblong

à celle du projectile sphérique reste constant, lorsque les

vitesses sont égales.

D'après ces considérations, l'expression de la résistance

et les lois de la pénétration, qui se rapportent aux pro

jectiles sphériques, seront applicables aux projectiles

oblongs, à la condition de remplacer les valeurs de a et

JE

de j3 par |« et f.S; le rapport - restant le même.
a

En conservant les lettres adoptées pour les projectiles
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sphériques, mais en les affectant de l'indice ,, on

aura :

1° Pour la résistance à chaque instant (art. 175, éq. 1),

p, = |<rR*(« + /W);

2° Pour la pénétration partielle (art. 175, éq. 2),

3 P a 4- 0V*

3° Pour la pénétration totale (art. 176, éq. 3),

E■=ï^■2'3o26L^(4+^")•

Lorsque l'on compare entre elles les pénétrations de

deux projectiles, l'un oblong, l'autre sphérique, ayant

des diamètres égaux et des vitesses égales, la pénétration

du premier projectile est plus grande par suite de la su

périorité de son poids. Ainsi le boulet oblong du canon

rayé de campagne de 4, récemment adopté en France,

pesant environ 4 kilogrammes, tandis que le boulet sphé

rique pèse 2 kilogrammes, le rapport des pénétrations

est { . -2 et égal à 3. Comme dans les deux cas, l'ouverture

à l'entrée sera la même, vu qu'elle ne dépend que du

diamètre et de la vitesse, l'entonnoir du projectile oblong

paraîtra beaucoup plus allongé.

Mais, pour remplir les conditions de justesse avec les

projectiles oblongs dans les bouches à feu rayées, on

emploie des charges moindres qu'avec les boulets sphé

riques, quoique le poids des projectiles oblongs soit plus

grand, de sorte que la vitesse de ces derniers est notable

ment moindre que celle des autres.

Ainsi, avec le calibre de 4, la charge en usage avec le

canon lisse était du tiers du poids du boulet sphérique et

38



298 SECTION VII. "

elle n'est que le septième environ du projectile oblong

dans le canon rayé. Le décroissemcnt est le même pour

la balle creuse dans le fusil d'infanterie, modèle 1857; il

descend au dixième dans la carabine des chasseurs à pied

et au seizième dans le mousqueton d'artillerie.

Mais, comme on le verra plus loin, la force vive des

projectiles, lorsqu'ils sont animés de grande vitesse, est

en très-grande partie consommée à former l'évasement de

l'entonnoir; il s'ensuit que les projectiles oblongs sont

très-propres à produire des entonnoirs peu évasés à l'en

trée, mais très-allongés.

178. Détermination des coefficients. L'expression de la

pénétration totale des projectiles spheriques (176, éq. 3)

contient, comme l'expression de la résistance, deux quan

tités qui dépendent de la nature du milieu; il faudra donc,

pour les déterminer, au moins deux résultats d'expériences

relatives au même milieu et à des projectiles animés de

vitesses différentes; si les projectiles sont les mêmes, et

qu'on nomme V et V les vitesses, E, E' les pénétrations

observées, on aura

E l0K1+ÊV')

iog(i+£v»)

De celte équation on pourra déduire la valeur de - par
a

les méthodes d'approximation, et, en la substituant dans

la valeur précédente de E, on en tirera celle de (5 :

H-W2'3026^1-^')-
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On aura ensuite la valeur de a. qui est évidemment égale

au quotient de jS par -.

Les pénétrations peuvent être notablement différentes

d'un coup à l'autre par suite des inégalités qui se rencon

trent dans les milieux qu'on regarde comme homogènes;

il faut donc, pour déterminer les valeurs de * et de &, em

ployer des moyennes prises sur un certain nombre de

coups; si l'on avait déterminé les pénétrations pour plus

de deux vitesses différentes, on aurait plusieurs séries de

valeurs de a et de /3, entre lesquelles on pourrait prendre

des moyennes. Mais il est plus simple de déterminer

d'abord graphiquement la relation des profondeurs de

pénétrations aux vitesses, en prenant les vitesses pour

abscisses et les pénétrations pour ordonnées, et de déter

miner <t et /î au moyen de deux points convenablement

choisis sur cette courbe.

Si l'on calcule ensuite, à l'aide de la formule, les profon

deurs de pénétration pour les diverses vitesses, et qu'on

les compare aux résultats directs de l'expérience, on re

connaîtra le degré d'exactitude que présentent la formule

et la loi de la résistance qui lui sert de base.

179. Des expériences nombreuses ont été faites à Metz

en 1835 sur des terres argileuses de Saint-Julien légère

ment humides et maintenues dans un coffrage de 5m de

largeur, 5m de profondeur et 2m30 de hauteur; elles ont

été exécutées avec des canons de 24 et de 12 et des

obusiers de 0'n22, à des charges qui ont varié depuis -^

jusqu'à \ du poids des boulets, tirés à des distances de

20m à 40in; elles vont servir à vérifier les formules don

nées plus haut.

Le tableau suivant contient les pénétrations observées à

chaque coup, les moyennes régulières déduites de l'en

semble des observations au moyen d'un tracé, et les péné

trations calculées au moven des formules données ci-dessus.
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Tableau des pénétrations des boulets sphèriqties de 24 et de i2

et des obus de 0">?2, tiré» dans les terres argileuses de

Saint-Julien [près Metz) légèrement humides.
 

ta

bouches

a feu.

POIDS

des

charges

de poudre

VITESSE

des

projectiles

au but.

24 de

siège.

0,000

4,000

3,000

2,000

1,000

0,500

0,250

3,000

2,000

1,000

0,51m

0,250

0,125

I

Olmsier[ 1,500

de 2* \ i^ooO

de siège A

ol.ns.le/ °'o0°

22*5 \ 0,250

12 de

caiiipK'"

538

494

457

402

285

100

121

494

482

400

285

104

120

253

218

142

90

PÉNÉTRATIONS

observées a chaque coup.

m

4,11

3,26-3,51

3,45-3,72

MOYENNES

résultaul

d'un

tracé.

m

4,14

3,85

3,02

PROFOND™

de

pénétrai™

calculées.

2,83-3.20-3,30-3,23 j
3,02-3,45-3,72 ] 3>27

2,00-2,52-2,55-2,65'

2,30-2,39-2,63-2,62

1,85-1,80-1,90-1,95

1,15

3,49-3,02

3,67-2,96

2,47-2,34

1,96-1,93-1,24-1,94

1,85-1,24-1,37

0,89-0,74-0,87

2,35-2,32

2,02

1,64

1,01

2,42

1,73

1,12

3,10

3,02

2,58

i;;4

1,36

0,89

4,08

3,85

3,68

3,87

2,58

1,74

1,00

3,07

3,02

2,66

2,04

1,39

0,80

1 .97

1,71

1,04

0,5 i

! I

!-=0,000080 ou u = H2">, a = 3450O0>, /3 = 27,6, K = 19,9.

En comparant entre eux les résultats calculés cl les pro

fondeurs des pénétrations observées, on reconnaît que dans

les limites des vitesses des boulets qu'il est utile de consi

dérer, les pénétrations sont représentées d'une manière

assez exacte. Mais aux très-faibles vitesses les pénétrations
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calculées sont moindres que les pénétrations observées.

Cet effet est plus sensible pour les obus de 0m22, animés

de vitesses toujours plus faibles que celle des boulets,

comme on avait pu le prévoir (174).

180. En opérant comme on vient de l'indiquer sur les

résultats des expériences faites sur des terres de diffé

rentes natures, on a obtenu les coefficients de résistance

consignés dans le tableau suivant :

Tableau des coefficients de la résistance à la pénétration des pro

jectiles sphêriques dans divers milieux p = «rfVa^l +~V*J et

[IV \*~| P

DÉSIGNATION DES MILIEUX. a
a

K u

k m :s

71

Terre mêlée de sable et de gra-

435000 (,000200 5,6

Terre argileuse, moitié sable

600000

1045000

0,000200

0,000035

7,5

14,85

71

169

Terre végétale rassise d'ancien

parapet, et terre rapportée

mêlée de sable et d'argile . . 700000 0,000060 13,05 129

Terre argileuse moitié sable et

moitié argile (comme celle du

polygone de Metz) rapportée. 401000 0,000060 19,9 129

Terre argileuse de Saint-Julien 345000 0,000080 19,9 112

206000 0,000080 25,8 112

91700 0,000080 37,5 112

1 Terre légère d'ancien parapet. 304000 0,000 20C 8,2 71

1 Même terre, fraîchera' remuée 205000 0,0002a 10,4 71

Si Ton avait à chercher les profondeurs de pénétration

d'un projectile dans une espèce de terre, et qu'on n'eût

pas assez d'é.lémenls pour déterminer les deux termes de
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la résistance, comme dans les exemples précédents, on

devrait déterminer d'abord le coefficient - ou u au moyen

des valeurs qui se rapportent aux milieux précédents ou

à ceux qui s'en rapprochent le plus et déterminer ensuite

l'autre terme au moyen de la profondeur de pénétration

observée et de la vitesse à laquelle elle est due.

181. Pénétration des boulets dans la maçonnerie. Les

formules auxquelles on est arrivé pour exprimer les pro

fondeurs de pénétration dans les terres, peuvent égale

ment servir pour exprimer les lois de la pénétration dans

la maçonnerie; elles représentent avec exaclilude les ré

sultais moyens des expériences, dans les limites où l'on

peut avoir à les considérer, lorsqu'on détermine les coeffi

cients de la manière qui a été précédemment indiquée.

Voici les résultais de celle application pour des maçon

neries de bonne qualité, celle des revêtements de Melz.

Faute de résultats assez étendus sur les autres maçonne

ries, on y a appliqué le coefficient résultant des premiers

- = 0,000015, ou u = 258m, et l'on a déterminé la va-

leur de £ relative aux autres.

Tableau des coefficients de la résistance de diverses maçonneries.

DÉSIGNATION DES MAÇONNERIES.

Maçonnerie de bonne qualité, comme celle

des revêtements de Metz, construits par

Vauban

Maçonnerie de médiocre qualité.

Maçonnerie de briques

Roches de calcaire oolitique des Genivaux,

prés Metz

- = 0,000015, ou u = 258n>.

5520000

4400000

3160000

12000000

6,63

8,3

11,6

3,05
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182. Pénétrations dans les bois. La profondeur de pé

nétration des projectiles dans les bois se déduit des con

sidérations que nous avons exposées relativement à la

pénétration dans les terres; seulement, comme par la

nature des bois et leur contexture fibreuse, les parti

cules frappées par le projectile ne peuvent acquérir une

grande vitesse, la force vive que le projectile leur com

munique aux dépens de la sienne propre est propor

tionnellement plus faible que dans les terres. En opé

rant d'après les résultats de l'expérience sur le bois

de chêne, comme on l'a fait précédemment, on trouve

que les profondeurs de pénétration sont assez bien re-

présentées par - = 0,00002, 0 = 4-1,7, et par suite

* = 2085000, û=224, K = 13,1.

D'après les expériences faites par la marine à Gavres',

les pénétrations du boulet de 30 seraient représentées par

la formule

E = 3ml5Log(l+^l),

laquelle, en la mettant sous la forme que nous avons. adop

tée, deviendrait

E = 2R 18,56 Log(l + 0,00001 V);

comparée à la précédente, elle donne les mêmes pénétra

tions pour les très-grandes vitesses, comme celles de 530m

à 54-0m; elle donne des pénétrations moindres pour des vi

tesses plus faibles. Les vitesses qui ont servi à calculer les

coefficients de cette dernière formule ayant été détermi

nées par des procédés imparfaits, nous nous en rapporte

rons de préférence aux formules qui résultent des vitesses

que nous avons employées et qui ont été mesurées exacte-

■ Expériences d'artillerie exécutées à Gavres de 1830 à 1840.
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ment au moyen du pendule balistique. En conservant le

même rapport pour- et en prenant pour les autres essences

de bois les rapports adoptés par M. le général Pioberf, on

est arrivé aux nombres contenus dans le tableau suivant et

pour lesquels on doit prendre -=0,00002 ou u = 224m.

DÉSIGNATION DES BOIS.

Dois de chêne

Hêtre, charme et frêne

Orme

Sapin et bouleau

Peuplier

a K

t

13,1 !2085 000

2085000 13,1 !

1000000 17,0

-1100000 23,5

1090000 26,2

183. Forme du vide produit par les projectiles. On a

fait voir comment le mobile, en projetant dans des plans

méridiens les molécules d'un milieu résistant, tel que la

terre argileuse, formait un vide dont les diamètres dépen

daient de la vitesse du mobile, allaient en diminuant avec

elle et finissaient par devenir égaux à celui du projectile.

On peut calculer ces diamètres aux diverses profondeurs.

Les nombreuses expériences faites sur plusieurs espèces

de terre, avec des projectiles de tous calibres tirés aux

diverses charges en usage, ont fait reconnaître que le vo

lume du vide de l'entonnoir formé dans un certain milieu

était, avec la force vive du projectile, dans un rapport qui

ne dépendait que de la nature de ce milieu. Celte loi

s'étend aux terres de diverses natures, aux maçonneries

et même aux métaux, comme le plomb et le fer forgé. Elle

peut donc être regardée comme une loi générale.

1 Traité d'artillerie, par M. le général Piobert, 1'" partie.
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En examinant la forme des entonnoirs produits par un

même projectile animé de vitesses différentes, on remarque

que la partie du fond de l'entonnoir est la même, quelles

que soient les vitesses à l'orifice, de telle sorte que ces

entonnoirs s'emboîteraient, pour ainsi dire, les uns dans

les autres; cela indique d'ailleurs que le diamètre du vide

en chaque point ne dépend que des dimensions et de la

vitesse du projectile. Les volumes de chacune des parties

de l'entonnoir représentent ainsi la force vive dont ces

projectiles sont animés à l'orifice de chaque entonnoir;

par suite, la différence entre les vides de deux d'entre

eux représente la perte de force vive du projectile en pas

sant de l'un à l'autre.

Cela posé, si /• représente le rayon de l'entonnoir à une

dislance e de l'orifice, v étant la vitesse du projectile, le

volume formé à cet instant est /'«rV/e; la perte de force

p

vive du projectile étant -(V* — v), et le rapport cons

tant de la force vive du projectile au volume du vide dans

le milieu que l'on considère étant représenté par 2K, on

aura

-(V— «') = 2KyWc?e,

d'où l'on lire par la différentialion

p
vdv = KwrVe.

<J

En représentant, comme on l'a fait (art. 175, éq. 1), la

résistance à chaque instant par p = TR'(a + i5i>'), on a

trouvé

p vdv = «rR' (a + /3t>') de.

On tire donc des deux équations ci-dessus

K*»-' = «rlT (a + /3t>') et — = ■

30
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A la fin de la pénétration, la vitesse devient nulle et

en même temps le diamètre du vide est exactement celui

du projectile, l'on a donc à la fois

v = 0 et r = R et par conséquent K = «.

Cette relation fait voir que le terme indépendant de la

vitesse, dans l'expression de la résistance, est égal à la

moitié du rapport de la force vive au volume de l'impres

sion , et elle permettrait de déterminer directement cette

quantité, si le volume mesuré était exactement celui qui

est formé au moment du passage du projectile.

De l'équation précédente, r'=FWl + -w), on déduit

21ogr = 21ogR+ log(i + -v') ;

mais de l'équation déjà trouvée on tire

e^= log(l + êv)-log(i+?4

En ajoutant cette équation membre à membre avec la

précédente, on aura une relation indépendante de la vi

tesse variable du projectile, qui donnera le rayon de l'en

tonnoir à une distance quelconque et qui sera

logr=logR + -log(i + -\") p^e,

ou, en représentant par t la base des logaritbmes népériens

(5) r = R(a+^V')aXe P .

Cette équation est celle de la courbe génératrice du vide

de l'impression.

En y faisant e = 0, on obtient pour le rayon de l'orifice

wi+-V\
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Cette relation fait voir que, tout égal d'ailleurs, le

diamètre à l'entrée sera d'autant plus grand que le coef

ficient (3 de la mobilité du milieu résistant sera plus grand

relativement au coefficient a qui représente plus particu

lièrement la ténacité du milieu.

Les dimensions du vide que le projectile a produit ne

pouvant être mesurées au moment même où ce vide se

forme, et le milieu réagissant immédiatement, les dia

mètres observés sont nécessairement moindres que les

diamètres réels; celte diminution augmente encore pen

dant un certain temps, de sorte que le volume mesuré est

plus petit que celui qui résulte de la relation des dia

mètres aux pénétrations. Mais, si l'on connaît leur rap

port pour un certain milieu, on pourra déterminer toutes

les dimensions du vide. C'est ce qu'on a fait pour la terre

argileuse dont il a été question (173), et l'expérience a

montré un accord très-salisfaisant entre les résultats du

calcul et ceux de l'observation'.

184-. Durée des pénétrations. La durée de la pénétra

tion dépend de la résistance que le projectile éprouve à

chaque instant, et elle peut se déduire de la profondeur

de la pénétration. Soit t la durée de la pénétration depuis

le commencement jusqu'au moment où la vitesse du pro

jectile est v, et T la durée totale, les autres notations res

tant les mêmes.

L'équation du mouvement est, comme on l'a vu (175),

--.^ = »Ri(«+PV);

g ai

on en tire

V dv

«R'g'a+ pv''

' Mémoire cité (171).
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En intégrant on trouve

t = — . arc tang 1/ -« + const.

Or, lorsque t = 0, on a v = V; celte condition détermine

la valeur de la constante, et l'on a

pi/1

t = — ( arc tang 1/ -V — arc tang 1/ -v).

On aura la durée de la pénétration totale en faisant v = 0,

ce qui donnera

T = -——^ arc tang 1/ - V.

La durée cherchée dépend, comme on le voit, des deux

coefficients de la résistance qui doivent être connus pour

le milieu résistant que l'on considère.

On peut exprimer cette durée au moyen de la profon

deur E de la pénétration. Celle-ci ayant pour expression

On aura, en éliminant /3 entre les deux équations ci-dessus

et en se rappelant que l'on a fait y - = m,

, V
arc tang -

T =

Dans l'application de celte formule, on devra se rappe
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1er que les logarithmes exprimés par log sonl népériens,

et qu'on peut les prendre dans la table VII que nous avons

donnée, ou dans les tables de logarithmes ordinaires en

V

les multipliant par 2,3026. Pour déterminer arc tang-,
M

V

on devra chercher l'angle dont la tangente est -, cet angle

u

étant représenté par un nombre a de degrés nonagési-

maux, la valeur de l'arc sera —t.
' 180

Si l'on suppose que le coefficient du carré de la vitesse,

1

ou - est très-petit, c'est-à-dire que la résistance est sen
ti

V

siblement constante, l'arc — étant proportionnel à sa tan

gente et le logarithme de 1 -4- (-) étant proportionnel

à f-J on aura simplement

2E u_ _E_

m 'yj— -iv'

c'est-à-dire que la durée est égale à l'étendue de la péné

tration divisée par la moitié de la vitesse initiale; résultat

auquel on peut arriver directement.

On peut encore exprimer la durée en fonction des coef

ficients qui entrent dans l'expression de la pénétration.

En remarquant que P = -jwR'D et y - = - l'on aura
ii

m *RD V

T =——arc tang-.

3gpu m
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n „„m o ■ rr 2,3026-7032
Or (176), on a fait K = — , on aura donc

m 2K 2R D V

T = 1T- 2-^020 -7ÔT2arCtangû-

S'il s'agit de boulets sphériques en fonte pour lesquels

on a D = 7032k, il en résultera l'expression plus simple

„ K 2R , V

T = ïï-ï75T3arC,a"g«-

Les durées des pénétrations sont toujours très-faibles

et d'autant plus faibles que le milieu est plus résistant et

que les pénétrations sont moins grandes. Si l'on fait l'ap

plication de cette formule au tir des boulets sphériques de

24, animés à l'arrivée d'une vitesse égale à 494m, on ob

tient les résultats ci-après :

1° Dans l'argile de Saint-Julien, pour laquelle K= 19,9,

u = 112m:s, E = 3">85, on trouve T = O030G = ^.

2° Dans le sable mêlé de gravier, pour lequel K = 5,6,

u = 71">:s, E — i<*43, on trouve T = 080146 = -j.

La durée de la pénétration est donc toujours très-petite;

il en résulte que, particulièrement dans le cas des milieux

très-résistants, comme le sable mêlé de gravier, l'effet de

la pesanteur ne peut produire qu'un abaissement égal à

0"'001 .
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MESURE DE LA VITESSE DES PROJECTILES.

185. Exposé. La vitesse des projectiles, d'après ce

qu'on a vu dans les sections précédentes , est essentielle

à connaître pour calculer le mouvement de ces mobiles

dans l'air et leurs effets contre les corps résistants dont

on se couvre ordinairement à la guerre. La détermination

de ces vitesses est indispensable dans les applications

qu'on peut avoir à faire de la balistique à l'art militaire.

Aussi, depuis longtemps, s' est-on occupé de la recherche

de la vitesse que possède un projectile au sortir de la

bouche à feu, dans des circonstances données, et, réci

proquement, du poids de la poudre à employer dans une

bouche à feu, avec certains modes de chargement, pour

obtenir une vitesse proposée.

186. Mesure des vitesses par les portées. La plus an

cienne manière d'estimer les effets de la poudre et la

puissance d'une bouche à feu , consistait à tirer celle-ci

sous une certaine inclinaison, et à mesurer la portée du

projectile sur un terrain horizontal.

Ce procédé présente de grands inconvénients; la mesure

des portées nécessite un terrain d'une grande étendue;

les portées des divers coups sont parfois très-différentes
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les unes des autres et l'on ne sait celle qu'on doit préférer

pour obtenir la vitesse exacte.

Le procédé de la mesure des vitesses au moyen des

portées sur un terrain horizontal a été perfectionné par

Lombard' qui a cherché à mesurer l'angle de projection,

angle qui diffère presque toujours de l'inclinaison de la

bouche à feu.

Quoiqu'on ne tînt pas compte alors d'une manière suffi

samment exacte de la résistance de l'air et des causes de

déviations et qu'on n'ait pu arriver à l'exactitude désirable,

il y avait néanmoins un progrès réel ; les erreurs qu'on

introduisait ainsi dans l'estimation des vitesses se retrou

vant en sens inverse dans l'application au tir et il en résul

tait une sorte de compensation, au moins sur les portées,

tant qu'on ne sortait pas de certaines limites. Lombard a

mesuré, par ce procédé, la vitesse initiale des boulets

lancés par les bouches à feu de l'artillerie française à

diverses charges de poudre de guerre en usage.

187. Procédés à employer. La mesure des vitesses par

les portées est susceptible de perfectionnements.

Il est important, en premier lieu, d'apprécier l'angle de

projection avec exactitude; pour le faire, Lombard plaçait

sur un piquet à 8m ou 10m du canon une planchette de

bois mince que le boulet coupait. La trace circulaire de

son passage servait à déterminer un point de la trajectoire.

Ce moyen ne réussit pas toujours et laisse de l'incer

titude. On obtient une grande précision au moyen d'une

feuille de plomb très-mince maintenue entre des lunettes

en fer. Le projectile en la traversant forme un trou cir

culaire qui permet de déterminer le passage du centre du

projectile et l'angle de projection ; mais cela ne suffit pas

encore si le projectile est soumis dans son trajet à d'autres

1 Mouvement des projectiles, par Lombard , 1797.
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résistances que celle de l'air, ou à d'autres forces que

la pesanteur. Dans ce cas, la trajectoire réelle différera

de celle qui serait calculée sans tenir compte de cette

cause de déviation, et, comme son intensité est variable,

les portées en seront affectées différemment à chaque

coup; elles induiraient donc en erreur sur l'estimation

de la vitesse.

On évitera une partie de ces inconvénients en prenant

la moyenne arithmétique des portées d'un certain nombre

de coups et on fera disparaître ainsi l'effet des variations

d'un coup à l'autre, sans être assuré cependant qu'une

influence prédominante n'altérera pas cette moyenne por

tée. Cette circonstance se présente avec les projectiles

excentriques et avec les projectiles oblongs. Quand on

sera assuré qu'il n'existe aucune influence permanente,

on fera usage des formules qui ont été données (art. 84,

éq. 5) pour le tir sous de grands angles de projection.

Pour le tir des canons ou des obusiers sous de petits

angles, on distinguera (97, éq. 24) le cas où le but est

à hauteur de la bouche à feu de celui (92, éq. 9) où le

point touché n'est pas à cette hauteur. Dans ce dernier

cas, si a est la distance du but, e l'angle sous lequel ce

but est vu de la bouche à feu, <p l'angle de projection,

g la pesanteur et V la vitesse initiale cherchée, on aura

la relation

■■-Y, U"

V'ift (a?, "V) r 2(tang<p — tang.)

Connaissant la valeur du second membre, par les don

nées de l'observation, on trouvera au moyen de la table XII

la valeur V0 = — qui y satisfait, et par suite celle de

cos<p

10
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On obtiendra encore plus d'exaclilude dans la mesure

des vitesses, si l'on peut déterminer un ou plusieurs autres

points de la trajectoire, par les moyens qui seront indi

qués plus loin (sect. IX) et en se servant des formules

données pour ce cas (art. 94).

La détermination des vitesses par les portées est parti

culièrement applicable au cas des bombes, cas dans lequel

la plupart des autres moyens sont inapplicables et où la

résistance de l'air a moins d'importance, par suite de^la

faible vitesse du projectile et de son poids considérable.

Il est important, en tout cas, d'apprécier l'angle de pro

jection qui peut différer notablement de l'inclinaison de

l'axe du mortier. Mais l'erreur qu'on peut commettre ainsi

sera insensible si l'on opère sous un angle voisin de celui

qui donne le maximum de portée, ou qui est compris

entre ceux de 40° et 45° dans les cas les plus ordinaires;

une petite différence, alors, dans l'angle de projection

n'en produit presque pas dans la portée et par consé

quent n'introduit pas d'erreur sensible dans le calcul de

la vitesse. On calculera celte vitesse en considérant la

trajectoire comme un seul arc, pour le cas des portées et

des angles de projection les plus habituels, et au moyen

des formules qui ont été données (art. 84).

188. Mesure des vitesses par la hauteur et la durée de

l'ascension verticale. La mesure des élévations verticales

auxquelles peut atteindre un projectile dont s'est servi Ber-

nouilli' pour calculer les vitesses initiales, présente beau

coup moins de chances d'erreurs; mais l'application en

est très-difficile dès que les vitesses sont considérables et

que, par suite, l'élévation du projectile dépasse celle que

l'on peut facilement observer. Ce procédé est praticable

dans le cas d'une épreuve, en employant une charge de

1 Hydrodynamique, Strasbourg, 1738.
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poudre d'un poids suffisamment faible relativement à celui

du projectile, mais il ne l'esl pas quand il s'agit de me

surer les effets ordinairement si puissants des projectiles

de l'artillerie.

La durée totale de l'ascension d'un projectile, c'est-à-

dire celle de son ascension et de sa chute réunies, pré

senterait un peu moins de difficultés et pourrait donner

la vitesse initiale; mais celle durée n'est que d'un petit

nombre de secondes et l'erreur de l'observation, devant

être ainsi une fraction notable de la durée totale, entraî

nerait à une erreur ordinairement trop considérable dans

la mesure de la vitesse.

1 89. Mesure des vitesses par la durée du trajet. On a

essayé à plusieurs reprises de mesurer la vitesse d'un

projectile par la durée du trajet. L'erreur que l'on peut

commettre dans l'observation de la durée étant une frac

tion d'aulanl plus grande de la durée totale que celle-ci

est moindre, il en résulte qu'il y aura d'autant plus d'in-

cerlilude sur la détermination de la vitesse que celle-ci

sera plus grande et que le trajet sera plus court. Ce pro

cédé est applicable à la mesure de la vitesse des bombes,

pourvu toulefois qu'on connaisse avec assez d'exactitude

l'angle de projection et la loi de la résistance de l'air.

Mais il est difficile de l'appliquer, par les moyens ordi

naires d'observation, à la mesure de la vitesse des bou

lets, lancés avec les grandes vitesses qu'on leur imprime

ordinairement. En effet, une différence d'un cinquième

de seconde seulement, sur la durée du trajet d'un boulet

de campagne, par exemple, tiré avec la charge ordinaire

de guerre, à la distance de 500m, produirait une diffé

rence de 40m :s environ dans l'estimation de la vitesse.

Dans ces procédés, d'ailleurs, la résistance de l'air faiVtnt

varier notablement la durée du trajet, elle doit être con

nue à l'avance, el toute incertitude sur la loi de celle
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résistance entraîne à une erreur sensible sur l'estimation

de la vitesse. On verra plus loin comment on est arrivé à

rendre ce procédé très-précis.

190. Machine de rotation de Mathcy. Afin d'obtenir

avec plus de précision la durée d'un trajet assez court et

durant lequel le mouvement puisse être regardé comme

uniforme et indépendant de la résistance de l'air, on a

essayé d'imprimer un mouvement rapide et régulier à des

corps minces, rendus solidaires entre eux par certains

dispositifs et dont les faces divisées par des lignes con

venablement tracées étaient traversées par le projectile;

la position relative des deux traces indiquait le temps

employé.

La machine de Mathey, citée par d'Anlony ', était un

cylindre vertical, en papier ou en carton mince, animé

d'une certaine vitesse de rotation et sur lequel on tirait

des balles de fusil dans une direction perpendiculaire à

l'axe du cylindre. La différence entre l'éeartement des

trous que la balle avait faits réellement et ceux qu'elle

aurait produits si le cylindre fut resté en repos, donnait

la durée du trajet comparativement à celle d'une révolu-

lion entière du cylindre; comme, d'ailleurs, au moyen

d'écrans placés dans la direction de la balle, on connais

sait la direction du trajet et par conséquent la longueur

parcourue dans le cylindre, on pouvait déterminer la

vitesse de la balle dans son mouvement au travers de

l'appareil. La précision de ce moyen dépendait de la gran

deur du diamètre du cylindre et de la rapidité du mou-*

vement de rotation.

191. Machine de Grobert. Le colonel Grobcrt, en

France, a modifié ce procédé. Son appareil se compose

1 Examen de la poudre, par d'Antony, traduit do l'italien par

de Flavigny, 1773.
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d'un arbre AB d'environ 4m de longueur (Fig. 38) portant

à chacune de ses extrémités un disque CD de carton très-

mince de 2™ de diamètre. Ces deux disques, solidaires l'un

de l'autre, sont divisés en 360 degrés par des rayons qui

se correspondent dans les mêmes plans méridiens, et qui

portent la même graduation. Une chaîne sans fin embrasse

une poulie F fixée sur l'arbre et la roue d'un treuil établi

au niveau de l'axe des disques et garni d'un volant à pa

lettes. Un cordon est enroulé sur l'arbre du treuil et

passe sur une poulie de renvoi élevée de 12 à 13m au-

dessus du sol ; il porte à son extrémité le poids moteur

qui imprime ainsi aux disques un mouvement rapide de

rotation.

Le mouvement étant devenu uniforme , la durée d'un

certain nombre de tours et par suite la vitesse de rotation

étant mesurées par les moyens ordinaires, on tire l'arme

à feu parallèlement à l'axe de rotation. Si l'appareil était

en repos, la balle percerait les deux disques suivant, le

même plan méridien et par conséquent suivant deux rayons

de même graduation ; mais comme l'appareil est en mou

vement pendant que la balle en parcourt la longueur, le

second disque est percé en un point situe en arrière rela

tivement au sens du mouvement de rotation. La différence

entre les degrés des rayons indique l'angle parcouru et

l'on en conclut la durée du trajet d'un disque à l'autre.

Ainsi, si * est en degrés l'angle de deux rayons touchés,

T la durée d'une révolution des disques, a leur intervalle,

a

—T sera le temps que le projectile a mis à parcourir la

"-300 , • j , , ,,

distance a et sera la vitesse de la balle.
T. a

Le procédé du colonel Grobert a sur celui de Malhey

l'avantage de se baser sur la durée d'un plus grand trajet

de la balle; cependant, d'après les expériences exécutées
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devant des commissaires de l'Instilul', l'appareil ne faisant

qu'environ un lour par seconde, la durée n'était mesurée

qu'à yï ou -^ de seconde près ; on pouvait ainsi commettre

sur la vitesse de la balle une erreur de ■— ou de -^ de cette

quanlité. Aussi, dans ces expériences avec la balle du fusil

d'infanterie et du mousqueton , aux charges ordinaires de

guerre et à des charges moitié moindres, les différences

d'un coup à l'autre dépassaient les différences qu'on sait

réellement exister dans les vitesses. Cela tenait principa

lement, sans aucun doule, à l'inccrlilude sur la vitesse des

disques. On s'est assuré d'ailleurs, au moyen d'écrans, que

la direction de la balle n'était pas modifiée par le mouve

ment des disques; cet avantage serait précieux dans des

expériences où l'on aurait à comparer les vitesses initiales

et les portées.

En Angleterre, on a cherché à rendre ce procédé plus

précis ; on est parvenu au moyen d'engrenages à imprimer

aux disques, espacés de 8m l'un de l'autre, une vitesse de

huit révolutions par seconde. Cependant il est facile de

voir qu'une erreur de 0m001 seulement sur la position du

centre du trou fait par le projectile dans chaque disque,

sur une circonférence de 0m8() environ de rayon , peut

donner encore une erreur de-pi- sur la vitesse; les procédés

actuellement employés donnent beaucoup plus d'exacti

tude. 11 est très-difficile d'ailleurs d'empêcher que dans les

mouvements rapides avec ces appareils de rotation, l'arbre

n'éprouve une torsion notable et ne laisse pas les divi

sions des disques dans les mêmes plans méridiens, ce qui

entraîne à des erreurs sur l'estimation de la vitesse. Ce

procédé ne donnerait pas dans l'application une précision

qui compenserait les difficultés d'exécution.

' Rapport à l'Institut, classe des sciences mathématiques, 2 ger

minal an XII.
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192. Procédé du colonel Debooz. Un autre procédé dû

à M. le colonel d'artillerie Debooz a été essayé en 1834 à

l'école d'artillerie de Rennes. Il consiste essentiellement

dans la mesure de la durée d'un trajet AB (Fig. 39) de 50m

de longueur, par la hauteur de chute d'une planchette C

située à 55m de la bouche à feu D et maintenue par une

ficelle qui, au moyen de deux poulies de renvoi F, G,

passe à 5m de celle bouche à feu en H; le projectile coupe

la ficelle en passant et produit la chute de la planchette.

En arrière de celte planchette C est un écran qui est percé

en même temps que celle-ci et qui sert, au moyen de

repères, à mesurer la hauteur de celle chute.

De celte hauteur, au moyen de la formule connue,

h = igl', dans laquelle h est la hauteur observée, on

aura pour la durée t

=lA,

50™

et de là, la vitesse moyenne — du projectile.

On connaît aussi par ce procédé la position et la di

rection du projectile à une petite distance et un second

point de la trajectoire.

En conservant les notations adoptées pour représenter

les lois du mouvement, et appelant V la vitesse du pro

jectile au moment où il coupe la ficelle, on aura la rela

tion déjà donnée (art. 64, cq. 11) et dans laquelle on

pourra regarder l'angle de projection comme étant sen

siblement égal à zéro,

t = ?©(*, V),

d'où l'on tirera la valeur de V.

La vitesse, comme on le voit , dépend de la valeur de h,

mais celle dernière n'a pu êlre déterminée avec la préci
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sion nécessaire. En prenant pour exemple le lir d'un

boulet sphérique de campagne, à la charge ordinaire, de

guerre, c'est-à-dire avec une vitesse initiale d'environ 480m

par seconde, la durée du trajet serait d'environ f de se

conde ; la hauteur de chute de la planchette , en faisant

abstraction de toute résistance , serait d'environ 0m060 ;

et comme on ne pouvait estimer cette hauteur à plus de

0m005 près, on ne pouvait obtenir les vitesses qu'auprès,

ce qui ne présente pas assez de précision.

On a lieu de croire d'ailleurs que par suite de la tension

et de l'inertie du cordon , le commencement de la chute

ne coïncide pas exactement avec l'instant où le boulet

coupe la ficelle et qu'ainsi les hauteurs de chute et les

durées sont trop faibles. Aussi le petit nombre d'expé

riences qu'on a faites par ce procédé ont été loin de pré

senter entre elles la concordance désirable.

On verra qu'en employant l'électricité pour indiquer

l'instant où le projectile coupe le fil et celui où il traverse

la cible et pour en déduire ainsi la durée du trajet, on a

obtenu dans ces derniers temps toute la précision dési

rable.

193. Mesure de la vitesse d'un projectile par celle qu'il

imprime à une niasse plus grande. Pour éviter la difficulté

que présente la mesure de la durée du trajet d'un mobile

dans un mouvement rapide, on a pensé à amoindrir cette

vitesse; pour cela, on a dirigé le projectile contre un

corps beaucoup plus pesant, auquel il communique la

quantité de mouvement qu'il perd ; la vitesse est alors ré

duite dans le rapport du poids du corps et du projectile

réunis à celui du projectile seul; la vitesse devient ainsi

plus facile à mesurer.

Cassini fils paraît avoir le premier employé ce moyen'

1 Histoire de l'Académie des sciences de Paris, année 1770.
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pour vérifier quelques expériences sur les armes à feu ;

« il fit une espèce de machine, où il y avait une pièce de

» bois armée à l'une de ses extrémités d'une plaque de

» tôle assez épaisse, qui devait recevoir tous les coups

» d'un même fusil tiré toujours de même distance. Cette

» pièce était mobile et devait céder au coup plus ou

» moins, selon qu'il avait plus ou moins de force, et en

» même temps marquer par la construction de la ma-

» chine, combien elle avait cédé. » On a ainsi reconnu

l'influence de la bourre et de la disposition des charges,

sans qu'on paraisse avoir mesuré la vitesse des balles.

194. Pendule balistique de Robins. Benjamin Robins,

pour mesurer la vitesse des balles de fusil, imagina de les

tirer contre un madrier du poids de 22k suspendu par une

verge rigide et pouvant tourner autour d'un axe perpen

diculaire à la direction du mouvement du projectile; de

cette manière, en mesurant la hauteur à laquelle s'élevait

le madrier, dans le mouvement circulaire qu'il prenait par

suite du choc du projectile, on obtenait la vitesse due à

cette hauteur; du rapport des masses on déduisait ensuite

la vitesse du projectile à l'instant du choc. Cet appareil,

connu sous le nom de pendule balistique et dont le pro

cédé employé en 1707 par Cassini fils, pouvait donner

l'idée, a clé mis en usage pour la première fois en 1740.

Il servit à mesurer la vitesse des balles de fusil et la résis

tance de l'air. Ilutton fit de nouvelles expériences en

Angleterre, de 1775 à 1789, avec un pendule dont le

massif, formé de plusieurs pièces de bois assemblées par

des ferrures, a été porté successivement de 400k à I000k

et a pu recevoir des boulets de 1^, 8^ et 0^.

On a construit en Angleterre un pendule balistique

beaucoup plus pesant et propre à recevoir les boulets

de 12, et on en fît usage en 1811 et de 1815 à 1818. Le

massif, composé de pièces de bois réunies au moy«n de

41
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ferrures , pesait près de 4000k ; on essaya de tirer des

boulets de très-forts calibres, mais dès qu'on avait lancé

deux boulets de 24 il fallait démonter l'appareil et le re

monter de nouveau '.

195. Nouveaux pendules balistiques. Le pendule balis

tique reçut bientôt en France des perfectionnements consi

dérables, et il devint un instrument d'épreuves habituelles

pour la mesure des vitesses initiales dans la réception des

poudres, tant pour les balles de fusil que pour le tir des

boulets. Au lieu d'un massif en bois,, qui dans les pen

dules anglais recevait successivement plusieurs projectiles,

mais qu'il fallait démonter après un petit nombre de

coups, on adopta une masse de matière pénétrable ren

fermée dans une âme en métal, et on la remplaçait par

une masse nouvelle après chaque coup tiré.

En 1820, on construisit des pendules en fer dans lesquels

une masse de fonte recevait le choc de la balle, ce qui les

rapprochait du procédé de Cassini fils (193) ; ensuite, à

la fonte on substitua une masse de plomb dans une âme

en fer et on la remplaçait à chaque coup. M. Maguin,

commissaire des poudres, employa l'argile desséchée et

placée dans une âme en métal , pour le tir des boulets de

petits calibres.

En 1836, MM. Piobert et Morin apportèrent de nou

veaux perfectionnements dans le pendule balistique qui

fut construit à l'arsenal de Metz et qui était destiné au tir

des boulets des plus forts calibres. On employa le sable

fortement lassé dans plusieurs sacs en cuir et renfermés

dans une âme en fonte consolidée par des cercles en fer

forgé.

Ces pendules ont reçu depuis cette époque plusieurs

1 Voyage dans la Grande-Bretagne, par Cb. Dupin, el Annales

de physique et de cliimic, tome IX.
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perfectionnements; aux sacs en cuir on a subtitué des

barils tronc coniques qui présentent plus d'économie ; puis

même un seul baril. Ils sont actuellement d'un usage habi

tuel et facile. Les canons sont suspendus d'une manière

analogue, ce qui permet de mesurer la vitesse de recul.

Un autre pendule destiné au lirdes plus gros projectiles

à diverses dislances pour mesurer la résistance de l'air,

ainsi que les instruments nécessaires, ont été construits à

Metz d'après les dessins de MM. les généraux Morin et

Didion ; ce pendule rempli de sable pèse environ 6000k.

19G. Description du pendule balistique destiné au tir

desboulets. Le pendule balistique destiné au tir des boulets

est formé d'un vase conique en fonte de fer A (Fig. 40)

nommé récepteur balistique et suspendu à un arbre C à

5,n au-dessous de cet arbre et dans une direction perpen

diculaire, par quatre liges B, B', B, Deux de ces tiges,

B et B,, embrassent le récepteur dans la partie antérieure

et deux dans la partie postérieure B'. Les deux tiges B, B'

situées d'un même côté du récepteur se rapprochent dans

la partie supérieure en s'écarlant du plan vertical de l'axe

de ce récepteur; il en est de même des deux tiges qui

sont du côté opposé.

Les quatre tiges sont reliées entre elles dans leur partie

supérieure par quatre traverses D, D', E , E' et par trois

entre-toises F, F', G, qui donnent au système une très-

grande rigidité. Dans leur partie inférieure, les tiges sont

reliées entre elles par deux entre-toises antérieures II, K

et par une entre-toise postérieure K'. Celle-ci et l'enlre-

toise K sont reliées par un boulon fileté L; un autre boulon

M à tête percée relie les quatre tiges au-dessus du récep-

i teur. Sur le boulon fileté est un poids curseur, composé

de plusieurs disques en plomb N, maintenus dans une po

sition déterminée sur le boulon fileté par deux écrous de

pression 0 à branches. Ce poids, dont la grandeur et la
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position peuvent être variées à volonté, sert à abaisser le

centre de gravité et le centre d'oscillation et à rendre l'axe

du récepteur horizontal.

Les extrémités P de l'arbre C en fer sont taillées en cou

teaux, l'arête de ceux-ci est arrondie suivant un petit

rayon , de 0m00^5 environ ; elles reposent sur des cous

sinets 0, Q en acier, dont la face supérieure présente deux

plans raccordés par un arrondissement d'un rayon double

du premier et assez peu inclinés pour que dans les oscil

lations du pendule le frottement empêche les couteaux

de glisser et que par conséquent ceux-ci ne fassent que

rouler. Par suite du rapport des deux rayons, le centre

de l'arrondissement des couteaux ne prend aucun mou

vement latéral dans les oscillations du pendule.

Les coussinets Q, Q reposent sur des plaques de fonte

R, R , fixées au moyen de grandes chevilles en fer sur

la partie supérieure de deux piles en pierre de taille avec

fondation en maçonnerie.

L'âme du récepteur a intérieurement la forme S, S, S

d'un tronc de cône dont le fond est arrondi et dont la

longueur est assez grande pour que les projectiles ne

puissent traverser entièrement le sable dont elle est rem

plie. Le récepteur, en fonte de fer, est fortement serré

par des cercles en fer forgé.

Avant de l'aire une expérience, on place dans le récep

teur un baril tronc conique rempli de sable sec et forte

ment tassé ; ensuite on ferme la partie antérieure au

moyen d'une feuille de plomb, d'un demi-millimètre envi

ron d'épaisseur, serrée par quatre vis entre deux lunettes

en fer, fixées elles-mêmes contre le récepteur au moyen

de quatre autres vis; deux traits tracés sur celte feuille,

l'un horizontal, l'autre vertical, indiquent par leur inter

section un point de l'axe du récepteur; ils servent à mesu

rer la dislance à l'arête des couteaux au centre du trou
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fait par le projectile, et par conséquent de la ligne par

courue par le centre de ce. projectile. Ce point est nommé

point d'impact. Cette feuille de plomb a aussi pour objet

d'empêcher que quelques parties du sable ou des frag

ments de barils ne s'échappent du récepteur et n'induisent

en erreur sur la mesure de la vitesse du projectile.

Un arc en cuivre T, divisé de minute 'en minute et sur

lequel glisse, à frottement doux, un curseur en cuivre

portant un vernier, est fixé à la partie inférieure sur un

arc en bois U maintenu dans un plan perpendiculaire aux

couteaux, au moyen de montants V et d'une semelle X;

ils servent à indiquer l'amplitude du mouvement du ré

cepteur par les arcs que l'aiguille en fer Y, fixée au

pendule, fait parcourir au curseur dans chaque expé

rience.

197. Suspension des canons. Le canon est suspendu en

face du récepteur, à peu près de la même manière que

l'est celui-ci, et il est maintenu par ses tourillons; ceux-ci

enlrcnl dans les encastrements, de deux flasques en fer

forgé A (Fig. A\) qui prennent appuis sur les tiges de

suspension B, B; un collier C, C, en deux parties à la

culasse, et en deux parties D, D à la volée, remplissent

l'intervalle entre les tiges et le canon, et permettent aux

premières d'embrasser celui-ci aussi solidement que l'est

le récepteur. Les parties inférieures des colliers ont un

poids plus grand que les parties supérieures, afin d'abais

ser le centre de gravité et le centre d'oscillation.

Les autres parties de la suspension sont les mêmes que

celles du pendule balistique.

Les piles en pierre qui supportent le canon-pendule

sont à 12m de celles qui supportent le pendule balistique;

de celle manière, la tranche de la bouche du canon est

à environ 10'" de celle du récepteur.

Pour atténuer autant que possible l'action des produits
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gazeux de la poudre contre la face du récepteur, et pour

intercepter les parties du chargement autres que le bou

let, on place dans la direction du canon et à 2m du récep

teur, un écran solide en bois de 1m20 de côté percé d'un

trou circulaire de 0m50 de diamètre.

198. Pendule balistique pour le tir des balles de fusil.

Le pendule balistique pour le tir des balles de fusil (Fig. -42)

est formé d'un récepteur tronc conique A, supporté par

deux liges de suspension Ii, B, fixées par leur partie su

périeure à un arbre en fer C, dont les extrémités D tail

lées en couteau reposent sur des coussinets fixés à une

poutre E; une aiguille F qui se meut le long d'un arc

gradué G, sert à mesurer les arcs de recul; une réglette H

divisée, sert aussi à mesurer les cordes de ces mêmes arcs.

Pour faire une expérience, on place dans le récepteur

G qui est tronc conique et dont le fond est percé, un

morceau de plomb, ou tampon, de forme tronc conique

quis'emboite exactement dans l'intérieur. On place devant

l'ouverture une planchette K. La planchette et le tampon

en plomb réunis ont constamment le même poids; de

celte manière, le moment statique et le moment d'inertie

du pendule restent les mêmes à chaque coup.

La planchette sert à déterminer le point d'impact de la

balle et à en rapporter la position à l'arête des couteaux,

au moyen de deux lignes tracées à chaque coup sur la

face antérieure de cette planchette.

La suspension du canon est analogue à celle du récep

teur. Le canon de fusil peul être facilement enlevé et

Remplacé par un autre. Les axes de rotation des pendules

sont à 3in l'un de l'autre, de sorte qu'il y a environ 2m

de la bouche du canon à celle du récepteur.

Depuis peu de temps on a construit pour le tir des

balles de fusil de nouveaux pendules balistiques et des

pendules à canon, dans lesquels on a introduit les perfec
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tionnements qui ont été apportés aux pendules destinés

au tir à boulet. Leur centre de gravité et leur centre de

percussion sont très-rapprochés de l'axe, ce qui n'a pas

lieu dans les pendules qu'on vient de décrire; ils sont

supportés par des supports en fonte de fer reliés par des

traverses, de sorte qu'ils présentent plus de rigidité et de

commodité, et qu'ils donnent plus de précision dans la

mesure des vitesses'.

199. Pendule en bois pour le tir à grande dislance. Le

récepteur du pendule de Metz destiné au tir des boulets

à de grandes distances pour la mesure de la résistance de

l'air, a dû, en prévision de plus grands écarts, avoir de

plus grandes dimensions; néanmoins il laisse encore à

craindre que le boulet ne frappe les parois de l'âme, c'est

pourquoi il a été fait en bois. Il est (Fig. 43) de forme

cylindrique; il a 2m35 de longueur et de lm51 de dia

mètre extérieur; il est composé de douves en bois A, for

tement serrées par des cercles en fer B et reliées au moyen

de quatre pièces de bois C, C et de plusieurs traverses à

un arbre D, aussi en bois, dans lequel sont solidement

fixés les couteaux F en fer et acier. Les tiges sont reliées

entre elles par des entre-toises et par des boulons. Le

récepteur AA, de im35 de diamètre intérieur, est doublé

en tôle de fer épaisse, clouée contre les parois intérieures.

Le fond postérieur H est en bois solidement assemblé; l'ou

verture est fermée par un fond K en planches de 0m02

d'épaisseur et maintenu par deux cercles en bois. L'inter

valle entre les deux fonds est de lm48 de longueur, son dia

mètre est de lm34 ; il est rempli de sable, introduit par deux

ouvertures supérieures fermées par des portes ferrées L,L,

1 Voir VA ide-Mèmoire d'artillerie, deuxième édition, planche 89.

et troisième édition, 1856, planche 108, les détails de ces pendules.

Voir aussi le règlement sur les épreuves des poudres du 10 mars 1857.
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et fortement tassé au moyen de dames d'abord et ensuite

par l'effet de la pénétration des projectiles qu'on a tirés.

Le récepteur contient généralement de 3100kà 3300k

de sable, et ainsi rempli il pèse moyennement 6000k.

La position du point d'impact des projectiles est déter

minée au moyen d'une feuille de plomb mince contenue

entre deux lunettes en fer de 1m05 de diamètre intérieur.

Le pendule est porté par des coussinets en acier, sur

des supports de coussinets en fonte et sur une charpente

en bois M, M, M.

Deux arcs, en fer N divisés, munis de curseurs et placés

de chaque côlé du pendule, servent à mesurer l'ampli

tude des arcs.

Avant le tir, on mesure la durée des oscillations; on

mesure ensuite le moment statique au moyen de la balance

à moments dont il sera parlé plus loin (203). On répète

l'opération, après trois ou quatre coups tirés, en laissant

les projectiles qui ont pénétré et on lient compte, dans

le calcul des vitesses, de la variation des moments, d'après

le poids du sable ajouté, le poids et la position du boulet

à chaque coup. Mais, avec les perfectionnements appor

tes récemment à la balance à moments, on pourrait faci

lement mesurer le moment statique avant chaque coup.

Dans les épreuves de 1839 et 18'i0, le canon n'était

pas suspendu, il était placé sur aflùt à hauteur de l'axe

du récepteur et transporté à diverses distances depuis 15m

jusqu'à 115m.

200. Formule pour le calcul, de la vitesse des projec

tiles. Etablissons les formules qui donnent la vitesse d'un

projectile au moyen du pendule balistique.

Soit P le poids du pendule, b celui du projectile, v la

vitesse de ce projectile au moment où il frappe le peu-

dule en D (Fig. Ai), i la dislance OD du point frappé, ou

point d'impact, à l'arête inférieure 0 des couteaux, D la
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distance OA du centre de gravité A du pendule à cette

même arête 0, K la longueur du pendule simple syn

chrone, a. l'angle de recul du pendule par l'effet du pro-

jeclile, et g la pesanteur. Les masses M et nt du pen

dule et du projectile auront respectivement pour valeur

P 6

M = - et m — -. On suppose que la masse du projectile

est concentrée à son centre de figure.

Rappelons que pendant la pénétration il se développe

aux points de contact du projectile et du récepteur des

efforts d'action et de réaction égaux et directement op

posés; l'action exercée sur le récepteur accélère son

mouvement, tandis que la réaction diminue la vitesse du

projectile ; et, il y a égalité à chaque instant entre les

moments des quantités de mouvement perdues par le

projectile et les moments des quantités de mouvement

gagnées par les diverses parties du récepteur et prises

relativement à l'axe de rotation 0.

Cette égalité ayant lieu à tout instant de la durée de la

pénétration, il s'ensuit qu'à la fin de ce phénomène, alors

que le projectile n'a plus de vitesse relative au pendule et

qu'il se meut comme les points correspondants de la par

tie du milieu qu'il a déplacée, le moment de la quantité

de mouvement perdue par le projectile est égal à la somme

des quantités de mouvement gagnées par les diverses par

ties du pendule.

Nous négligerons ici l'étendue du trajet du projectile

dans le récepteur; cela est permis- sans erreur appréciable,

vu les faibles dimensions du projectile relativement à celles

du pendule; nous supposerons aussi que ce projectile ne

s'éloigne pas beaucoup du plan vertical passant par l'arête

des couteaux. En conséquence, nous négligerons la faible

durée du trajet daus le récepteur, laquelle est moindre

qu'un centième de seconde.

42
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Cela posé, en nommant » la vitesse angulaire acquise

par le pendule, c'est-à-dire la vitesse propre d'un point

situé à l'unité de distance de l'axe de rotation, la vitesse

du point d'impact sera iu>; la vitesse perdue par le pro

jectile, dont la masse est censée concentrée à son centre

de gravité, sera v — ia> et le moment de la quantité de

mouvement perdue sera mi(v— ia).

Quant au pendule, en considérant un élément dU de

la masse totale situé à la distance r de l'axe de rotation,

la vitesse acquise par cet clément sera ra, la quantité de

mouvement qu'elle gagne sera radM et son moment «r'dM.

La somme de tous les moments sera far'dM, ou, en con

sidérant que » est indépendant de r, «/V'dM ; on devra

donc avoir, en vertu du principe de mécanique qu'on

vient de rappeler,

mi(v — ai) = •/»•*rfM.

La quantité ffdîl qui enlre dans cette expression est

le moment d'inertie du corps et pourrait être déterminée

d'après la forme et la densité de ses diverses parties;

mais il est beaucoup plus simple et plus exact de le dé

terminer directement par l'expérience. En effet, puisque

K est la longueur du pendule simple qui ferait ses oscil

lations dans le même temps que le pendule balistique, on

devra avoir, comme on sait,

fr'dM = MDK.

La relation précédente deviendra donc

tm'(t> — aï) = «MDK,

de laquelle on tire

MDK+ mt»
(t) u = «. —; .

Quant à la valeur de K, soit T la durée d'une oscillation

du pendule, et t le rapport de la circonférence au dia
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mètre, on aura, comme on sait,

T"

Dans les expériences, et d'après la construction des

pendules, la valeur de tri est toujours une petite quantité

qui ne s'élève qu'à quelques mètres par second» au plus;

il serait donc difficile de la déterminer directement; il est

plus facile de la déduire de la hauteur à laquelle peut

s'élever le centre de gravité du pendule, en vertu de la

vitesse que ce corps a acquise à la fin de la pénétration ;

l'application du principe des forces vives en donne le

moyen lorsqu'on a observé l'arc de recul qui mesure

l'amplitude du mouvement de rotation du pendule autour

de l'axe de rotation ; soit a cet angle.

A étant la position du centre de gravité du pendule au

repos (Fig. 45), ce point sera arrivé en B lorsque le pen

dule aura décrit l'angle AOB égal à * ; et, si l'on mène BG

perpendiculaire à la verticale OA, on verra que le centre

de gravité se sera élevé de CA qui est égal à D— Dcos*.

Le projectile qui a pénétré dans la direction ED supposée

horizontale et qui peut être considéré comme s'étant ar

rêté en D sur la verticale passant par l'axe de rotation et

à une distance OD = i de cette arête, arrivera en F lors

que le pendule aura décrit l'angle «; si l'on mène FG

perpendiculairement à OD, on verra que le projectile se

sera élevé de DG qui est égal à i— î'cosa.

La quantité de travail développée par la pesanteur sur

le pendule et sur le projectile, laquelle est égale au pro

duit du poids par la hauteur, sera donc

PD(4 — COSa) + bi(\ — COSa)

ou

2(PD + fct')sin,7«,

puisque 1 — cos* = 2sin'j».
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Mais la force vive possédée par le pendule qui est animé

de la vitesse de rotation « à la fin de la pénétration , a

pour expression

/-VVM ==> «yV'dM = «'MDK ;

d'autre part , la force vive du projectile est «Vm ; par

conséquent, en vertu du principe cilé, la force vive pos

sédée par ces deux masses, au moment où commence leur

mouvement, devant être égale au double de la quantité

de travail développée par la pesanteur au moment où ces

masses cessent de s'élever, on aura la relation

«'(.MDK + mi') = 4(I»D -\- bï)sin* *-«,

d'où

VjIDK + mi'

substituant celte valeur dans celle de v obtenue plus baut,

on aura

Vpi) + bi MDK ■+■ mi' . ,: 2sinj<

VmDK + mh1 m

P b

et, en remplaçant M et m respectivement par - et -, on

aura

•(PDK + feQCPD + ftQ^.,
(2) » = — 2sin j a ,

bi

c'est la formule généralement connue".

Si l'amplitude du mouvement du pendule est mesurée

par la grandeur C de la corde sur un arc de rayon R, il

suffira de substituer le rapport — à Ssinja.

' Aide-Mémoire d'artillerie, à l'usage des officiers d'artillerie,

deuxième édition , page 652.
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201 . Moyen de tenir compte des variations du poids du

récepteur d'un coup à l'autre. La formule que l'on vient

de donner, convient bien au cas où l'on a à faire des ex

périences avec des balles de fusil et où le massif en plomb

qui remplit l'âme et reçoit le eboe de la balle, est remplacé

à chaque coup par un massif de même forme et exacte

ment de même poids, et où de plus, les balles peuvent

être choisies ou préparées de telle sorte qu'elles soient de

poids égaux. Alors, les quanlités qui sont sous le radical

de la formule restent les mêmes à chaque coup et la vi

tesse cherchée ne dépend plus que de l'arc « et de la

distance i; celle-ci encore peut souvent être gardée comme

moyennement égale à la distance de l'axe du récepteur à

celui des couteaux.

Mais, dans le lir des boulets, le poids total du baril ou

des barils de sable dont on remplit le récepteur ne peut

pas toujours être ramené à l'uniformité, même au moyen

de poids supplémentaires, et les différences sont souvent

très-notables; celte variation fait changer P, D et K; or,

il serait long de mesurer avant chaque coup soit D, soit

PD, et presqu'impralicable de mesurer la durée des oscil

lations du pendule pour avoir la valeur de K.

La variation du poids du sable dont on remplit l'âme

peut être regardée comme uniformément répartie sur

toute la masse, ou, plus simplement, comme un poids

additionnel p, placé sur l'axe du récepteur, c'est-à-dire à

une distance a de l'arête des couteaux; l'accroissement

du moment statique PD sera alors égal àpa, et, l'accrois

sement du moment d'inertie PDK sera pa\ de sorte que

la formule de la vitesse devient

r _ •(PDK + pa' + 6iQ(PD + /»« + b!)g ^ , ^

hi '

Au moyen de cette formule, on sera dispensé de mesU
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rerD et K avant chaque expérience, et l'on n'aura qu'à

faire entrer dans le calcul les quantités pa et pa* qui se

trouvent sous le radical. Mais l'on peut encore éviter le

calcul du radical pour chaque coup.

Remarquons, en effet, que la variation du poids p est

toujours très-petite relativement à P, et qu'en faisant sor

tir cette quantité du radical, on peut écrire

•- bi Ll1+PDK:+&;'A1+PD+6t7J ■

Dans le second facteur du second membre, les quantités

ajoutées à l'unité sont très-petites, et, quand p est égal à

10k, par exemple, elles ne sont guère que ~ environ

avec les pendules en usage. On voit par là que leur pro

duit, et les puissances supérieures à la première, sont

tout à fait négligeables; en effectuant le produit, en

extrayant la racine carrée, et en remplaçant i et b, qui

varient peu d'un coup à l'autre, par leur valeur moyenne

a et blt le facteur devient sensiblement

i / a' a \

+ 2 lpDK + 6,a' + PD + b,aF'

Le facteur dep ne dépend ainsi que de quantités cons

tantes, et, dans les pendules en usage, il est d'environ ^;

D et K peuvent être calculés une fois pour toutes, et en

faisant - ( »- „" , ) = >■ La formule de la

vitesse sera simplement

= •(FDK + W)(PD+ fcQ£(1 yp)2sinla,

bi

En remarquant que dans une série d'expériences, le

poids b du projectile ne varie que dans de très-étroites

limites, on pourra, mais sous le radical seulement, le
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remplacer par sa valeur moyenne b, ou par une valeur

prise en nombre rond peu différente, et ajouter à p la

très-faible variation b' qu'il éprouve d'un coup à l'autre,

de façon qu'on ait b = b, -i-b'; par ce moyen, en cal

culant une fois pour toutes le radical et en faisant

2\/(PDK + b.C) (PD + bti)g = fi, on aura la formule

très-simple

(3) 0=£[l+y(p+ &')]sini«.

r

Le calcul de celte formule se réduira à des opérations

très-simples au moyen des logarithmes. La simplification

qu'elle apporte est importante maintenant que le pendule

balistique est devenu un instrument d'épreuves habi

tuelles. On s'est assuré que l'exactitude qu'elle donne est

plus grande que celle qu'on obtiendrait par la mesure

directe de la durée d'une oscillation, prise môme à moins

de t^Vj de sa valeur, ce qui est une opération très-longue.

Voici le type d'un calcul qui se rapporte au tir du canon

de campagne de 12 et qui est fait avec des tables de loga

rithmes à cinq décimales, qui donnent en général suffi

samment d'exactitude.

P, D, K, g et b„ ayant été déterminé à l'avance, on a

eu pour les constantes :

LogJÎ = 5,51697 et Logy = 4,32755.
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DONNEES.

I

1" COUP. 2« COUP. 3« COUP.

2»37'48" 2°40'2"

6k050

4">935

2°38'6"

6 6M15
6k099

4'»945 l'"950

p + b'
10k715 —4k8G0 — 25k521

CALCUL DES VITESSES.

5.51697

2.G67 78

5,51697

Logsin - « 2,66168 2.G6250

Log|3.sin{at (somme) 4,17865 4,184 75 4,17947

 

Logb 0,78640

0,69599

0.781 76

0,69529

0.78526

0.69460Lbsi

4.48059 1.47505 1,47986

Log. de la vitesse apnrocli.

V (diff. des sommes) 2.698 26

1.02999

2.709 70

0,68664

4,527 55

2.69961

1,57146

4.52755

Lok(p-+- 6')

4,527 35

Log de la correction (somme) 0.05580 1. 725 89 0.39862

499"- 18 512m51

—0-55

511>"98

500-73

— 2m50

498m25*

1-14

500m52

202. Mesure des divers éléments qui entrent dci7is la for

mule des vitesses. Les pendules destinés au tir des boulets

ont des poids el des dimensions trop considérables pour

qu'il soil facile de les peser et de rechercher leur centre

de gravité lorsqu'ils sont montes ; on prend ces mesures
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sur les diverses parties ; on la prend particulièrement pour

la suspension du récepteur, en plaçant celle-ci sur l'arête

aiguë d'un barreau d'acier horizontal et parallèle à l'axe

du récepteur, et en faisant varier sa position jusqu'à ce

que le plan qui passerait par cette ligne et qui serait per

pendiculaire à l'arête des couteaux soit horizontal; la

dislance horizontale de cette arête à celle des couteaux

sera la distance cherchée du centre de gravité de la sus

pension ; multipliée par le poids de la suspension, elle

donnera le moment statique de celle-ci. En opérant de

même pour le récepteur et au besoin pour les autres par

ties, et en faisant la somme des moments on aura le

moment total PD. On peut aussi, comme on va l'indiquer

(art. 203), obtenir ce moment PD par une seule opération.

La valeur de K s'obtient, comme on l'a déjà dit, au

moyen de la durée d'une oscillation du pendule et par la

formule connue

T'

La durée T doit être mesurée avec beaucoup desoins en

comptant celle d'au moins 300 oscillations, à un cinquième

ou à un dixième de seconde près, et en répétant celle

opération trois fois pour avoir une exactitude égale à celle

que donnent les autres mesures. L'oscillation du pendule

doit commencer sous les angles d'environ cinq degrés.

Avec les petites amplitudes, comme celles d'un degré, le

moment du passage du pendule à la position qu'il a au

repos est difficile à observer avec précision.

La pesanteur ou la quantité g qui entre dans les for

mules, c'est-à-dire la vitesse que la pesanteur imprime aux

corps dans la première seconde de leur chute, varie d'un

point à l'autre d'une même contrée et dépend de la lati

tude du lieu et de son élévation au-dessus du niveau de

la mer. En nommant k la latitude, h l'élévation, r le rayon
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moyen du méridien qui est' r = 6366200m, on aura

9"-8057Q(l —0,002 588 cos2>)

Le tableau ci-après, calculé par M. le lieutenant-colonel

Virlet, et ensuite complété, donne la valeur de g pour

toutes les latitudes de 40° à 51° et pour les élévations de

0m à 500m au-dessus du niveau de la mer.

Tableau des valeurs de g, suivant les latitudes et les élévations

au-dessus du niveau de la mer.

g
POUR DES ÉLÉVATIONS AU-DESSUS DU NIVEAU

VALEURS DE cj,
o2

DE LA MER DE

tum

*3
0m. 100'". 200m. 300"'. /i00">. 500'".

mdegrés. m m m m m

9,8003240 9,801-29 9,80109 9,80090 9,80071 9,80052

41 9,80217 9,80197 9,80178 9,80159 9,80140 9,80120
88

88

88

49 9,80305 9,80285 9,80266 9,80247 9,80228 9,80208

43 9,80393 9,80373 9,80354 9,80335 9,80316 9,80296

44 9,80481 9,80461 9,80-142 9,80423 9,80101 9,80384
88

45 9,80570 9,80550 9,80531 9,80512 9,80*)3 9,80473
89

89

88

88

88

88

46 9,80659 9,80639 9,80620 9,80601 9,90582 9,80562

*> 9,80747 9,80727 9,80708 9,80689 9,80670 9,80650

48 9,80835 9,80815 9,80790 9,80777 9,80758 9,80738

49 9,60923 9,80903 9,80884 9,80865 9,80816 9,80826

50 9,81011 9,80991 9,80972 9,80953 9,80934 9,80914

87

51 9,81098 9,81078 9,81059 9,81040 9,81021 9,81001

DiUïreii ce. S•0 1
8 9 I 9 S0

Les angles « doivent être mesurés à moins d'un dixième

de minute près et les longueurs à un millimètre près; avec

ces précautions, on peut obtenir la mesure des vitesses

' Rayon dont la circonférence est de 4G00000Cm et qui a été

adopté par Poisson.
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des projectiles à un ou deux dixièmes de mèlre près par

seconde.

203. Mesure directe du moment statique. Dans les pen

dules semblables à ceux qui ont servi à Metz au tir des

projectiles à de grandes distances et où le sable n'est pas

tassé uniformément par couches perpendiculaires à l'axe,

on ne peut pas employer la méthode qui a été indiquée

plus haut (202); il est nécessaire de mesurer directement

le moment statique, si ce n'est à chaque coup, au moins au

commencement et à la fin de chaque série de 4 ou 5 coups.

Pour mesurer le moment statique d'un pendule dont

l'arbre serait muni de tourillons, on pourrait', comme

l'indique Ilulton pour les pendules en bois, lui faire faire

un quart de révolution (Fig. 45), de manière que G étant

le centre de gravité et 0 la projection de l'axe de rotation,

la ligne OG fût horizontale ; alors, si un cordon vertical

attaché en A passe sur une poulie de renvoi C, et qu'un

poids Q fixé à son autre extrémité fusse équilibre au pen

dule, dont le poids est P, on verra que Q X OA doit être

égal au produit OG X P> c'est-à-dire, égal au moment

statique de ce pendule.

Celle opération n'est plus possible lorsque le pendule

est supporté par des arêtes de couteaux; mais on peut

mesurer ce moment sous une faible inclinaison, par

exemple, sous un angle dont le sinus est -^, c'est-à-dire

sous 5° 44' 21". Soit 0 (Fig. 46) la projection de l'arête

des couteaux d'un pendule, G son centre de gravité, A un

point d'attache pris sur la verticale OG ; supposons que

l'on amène le pendule dans une position inclinée telle

que la direction OGA devienne OG'A', faisant avec la pre

mière un angle *. Supposons de plus que, le pendule étant

' Nouvelles expériences d'Artillerie, par Hutton, traduites par

0. Terqueii).
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dans cette position, l'on dirige un cordon ou une lige mé

tallique dans la direction A'B, perpendiculaire à OA', c'est-à-

dire faisant un angle * avec l'horizontale; supposons enfin

qu'on ait disposé une balance à bras égaux BC et CD dont

l'un CD soit horizontal et dont l'autre CB soit perpendi

culaire à A'B, c'est-à-dire fasse avec CB un angle droit aug

menté de <t, cl que l'action d'un poids Q suspendu en D

tienne le pendule en équilibre sous l'inclinaison a; on aura

OA'X Q = P X GT = P X OGsina;

et, si l'on représente OG par D et OA par a, on aura le

moment statique P.D du pendule

Bina

Connaissant ainsi le moment P.D, si l'on a le poids P

du pendule, on aura la distance D du centre de gravité

aux couteaux, et si l'on détermine K, on aura le moment

d'inertie PDK qui entre dans la formule des vitesses.

L'anglo a se mesure au moyen des arcs mêmes du pen

dule.

Ce procédé, lorsqu'on emploie comme on l'a fait d'abord

une poulie au lieu de fléaux, ne présente pns la précision

désirable, à cause du frottement des tourillons et de la

raideur des cordons; il laisse toujours de l'incertitude

sur la valeur de l'angle sous lequel le pendule est tenu

en équilibre. Mais, au moyen de la balance à moments qui

a été exécutée d'après nos dessins en 1839 (Fig. 47) et

dans laquelle les diverses articulations sont des couteaux,

un pendule pesant plus de 6000k oscille par l'action d'une

différence de poids de 50 grammes et donne le moment

du pendule à 7^7^ près. De nouveaux perfectionnements

l'ont rendue sensible à un poids de 10 grammes.

On prend le point d'appui A sur la ligne OA, parce
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qu'alors une petite erreur sur la direction A'B du cordon

n'altère pas sensiblement le moment du poids Q. Si l'on

prenait le point d'allache éloigné de la verticale OA, il

faudrait s'assurer de la direction du cordon avec d'autant

plus de soin que l'éloignemenl serait plus grand.

La balance à moments a été adoptée pour les épreuves

des poudres dans les poudreries1. Elle est établie pour

l'angle dont le sinus est un dixième, c'est-à-dire pour

*= 5° 44' 21"; les deux bras (Fig. 47) ont chacun 0m200

de longueur. L'arête du couteau à l'extrémité du bras

horizontal porte un plateau en fer chargé de poids; le

bras incliné, par l'intermédiaire d'une lige filetée, suscep

tible d'allongement, et de deux chapes, soutient le pen

dule qui est incliné sous l'angle de 5° 44' 21", mesure

prise relativement à sa position de repos.

Dans le poids du plateau, on comprend tout ce que

supporte l'arête du couteau du bras horizontal. D'une

part, on y ajoute l'effort qui, appliqué à l'arête du cou

teau, serait nécessaire pour soutenir le bras horizontal,

et qui agit ainsi comme un poids dans le plateau. Cet

effort est égal au dixième du poids qu'il faut suspendre

à l'aiguille pendante du bras incliné pour établir l'équi

libre ; cette aiguille est située dans la verticale de l'arête

du couteau. D'autre part, on doit retrancher du poids du

plateau l'effort qu'exerce sur le couteau du bras incliné

la tige inclinée, y compris les diverses pièces qui la relient

au pendule, et qui n'appartiennent pas à celui-ci; cet effort

est égal au dixième du poids de la tige. On reconnaîtra

celte relation en remarquant que dans les petites oscilla-

lions de l'appareil, la tige se meut suivant sa longueur

et comme sur un plan incliné au dixième.

' Voir le règlement sur les épreuves des poudres, du 10 mars

1857 (impr. imp.), et l'instruction du 17 août 1857, sur la mesure

des moments.
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On arrive facilement à rendre à la fois l'un des bras

horizontal et à donner à la lige l'inclinaison du dixième,

en agissant successivement aux deux vis du support.

Celles-ci font mouvoir le couteau principal parallèlement

ou. perpendiculairement à la tige inclinée; on s'assure de

la régularité de leur position, d'une part au moyen du

niveau placé sous la tige, de l'autre au moyen de l'ai

guille pendante sous le couteau du bras incliné, ou au

moyen d'un niveau appliqué contre les arêtes du couteau

du bras horizontal à l'aide d'une règle.

Si les deux bras n'étaient pas de longueurs égales (me

sures prises entre les arêtes des couteaux), il en résulterait

des erreurs notables; car, une différence d'un dixième de

millimètre entre les longueurs produirait une erreur de

—^ sur la mesure du moment. Pour s'assurer de l'égalité

des bras, on prend le moment d'un pendule, en don

nant successivement au même bras la position horizontale

et la position inclinée; si les poids nécessaires à l'équi

libre n'étaient pas égaux et qu'ils fussent successivement

Q' et Q", le véritable poids serait VQ'-Q".

204. Choc sur les couteaux. On sait que si la direction

du choc passe par le centre de percussion*, c'est-à-dire par

un point situé sur la ligne qui serait menée par le centre

de gravité perpendiculairement à l'axe de rotation et à

une distance de cet axe égale à la longueur K du pendule

synchrone, et si celle direction est perpendiculaire au plan

passant par le centre de gravité et l'axe de rotation, il

n'y a aucune percussion sur les couteaux. Lorsque cette

condition n'est pas absolument remplie et que la diffé

rence n'est pas grande, la percussion sur les couteaux est

trop faible pour les faire glisser sur les coussinets et l'effet

du choc est sans inconvénient; c'est ce qui a lieu, dans les

pendules balistiques à canons, construits comme l'indique

la figure 40 et dont on fait actuellement usage.
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205. Examen des diverses suppositions. Dans le calcul

des vitesses au moyen du pendule, on a fait plusieurs sup

positions; il est utile de connaître leur degré d'exactitude

ou le peu d'importance de l'erreur qui peut en résulter.

On a supposé que pendant la durée de la pénétration

du projectile dans le sable, le pendule restait sensiblement

dans la même position ; cela est évidemment permis par

suite de la courte durée de cette pénétration. Car, d'après

ce qui a été dit (1 84-) pour un boulet de 24 animé d'une

vitesse d'environ 500m:s cl dans le cas où la profondeur

de pénétration dans la matière qui remplit le récepteur

serait aussi grande qu'elle peut l'être, la durée de cette

pénétration serait d'environ yj de seconde; or, pendant

celle durée, la vitesse acquise par le point frappé d'un

pendule, comme ceux dont on fait actuellement usage,

serait d'environ 1m60 à la fin de la pénétration, et l'espace

effectivement parcouru par ce point d'environ 0m01.

Le centre de gravité du pendule ne s'est donc élevé

que d'une quantité tout à fait inappréciable et on a pu,

sans erreur sensible, compter la hauteur d'ascension le

long de l'arc, à partir de la position du repos.

Pendant le même temps, le projectile soumis à l'action

de la pesanteur ne pourra s'abaisser que de moins d'un

millimètre. On a donc pu aussi supposer que la direction

restait constante et calculer, comme on l'a fait, le moment

de la résistance qu'il éprouve en pénétrant dans le milieu

résistant.

206. Correction relative à la direction du choc. On a

supposé que la bouche à feu étant placée à hauteur du

centre du récepteur, le projectile frappait le pendule sui

vant une direction horizontale. Cette condition n'est pas

absolument remplie, parce que le projectile dans son trajet

est soumis à l'influence de la pesanteur et s'abaisse d'une

petite quantité; de plus, comme il ne part pas toujours
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suivant la direction Je l'axe Je la bouche à feu, il frappe

le récepteur suivant des Jireclions et en des points un peu

différents à chaque coup.

Dans les expériences qui ont pour objet la mesure des

vitesses à une distance qui est faible et toujours la même,

les petites différences d'un coup à l'autre n'ont pas d'in

fluence sensible, et on peut les négliger entièrement comme

on le fait. Mais, lorsqu'on tire à diverses dislances, comme

quand il s'agit de mesurer la résistance de l'air sur les

projectiles, et que celte influence a pour effet d'induire en

erreur sur l'estimation de la perte de vitesse dans le trajet,

il est utile de tenir compte de cette influence , quelque

faible qu'elle soit, parce qu'elle varie avec la grandeur

des distances et des vitesses.

Pour le faire, on doit, dans le moment des quantités

de mouvement du projectile, remplacer la hauteur verti

cale i que donne l'observation par la distance variable du

point de rotation à la direction du choc , calculée d'après

la position du point de départ et du point d'impact , à

chaque coup.

Soient C (Fig. 48) la projection de l'axe de rolalion du

pendule, A le point d'impact du projectile, i et a les dis

tances verticale et horizontale de ce point au point C, 0

le point de départ du projectile, h et X les distances verti

cale et horizontale de ce point au point d'impact A; soit de

plus AB la direction du projectile au moment du choc fai

sant un angle 8 avec l'horizontale et CD la perpendiculaire

abaissée du point C sur cette ligne. Il est facile de voir que

dans le dénominateur de la formule de la vitesse (art. 201 ,

éq. 3) i> = -[i + y(p + b')]sm\&, il faut mettre CD

1 . bi

au lieu de », c'est-à-dire que la vitesse calculée doit être

CD "

divisée par —.Or, l'on a CD = (t -4- alang8)cos9,
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d'où — = (l + -tangSjcosd; la vitesse corrigée sera

donc

(1+ -rtangelcosO

\
Mais, 9 étant toujours très-petit, cos9 ou - sera

V'i+tang'e

sensiblement égal à 1 — ilang'8 et l'on aura pour la vi

tesse corrigée

(l + £tange)(l--tani;'8)

ou sensiblement

CCI 1 \

Ttang8 — -tang'O 1.

Cette quantité, vu la faible grandeur de | tang'O, se réduit

presque toujours simplement à

a

v — u-tang8.

L'angle 9 ou BAF est la somme des deux angles BAO,

h

ou V, et OAF. Ou a tangOAF = -; tangBAO sera donné
A.

par les formules (art. 101, éq. 28) du mouvement des

projectiles, pourvu qu'on connaisse approximativement

la vitesse du projectile et la résistance de l'air; alors, en

conservant les notations adoptées, sauf le signe de 9, on

aura, en tenant compte de la très-faible inclinaison de OA,

tangO' = i^[23(X, V)—tfl(X, V;];

mais on pourra, ce qui est permis vu la faible dislance

parcourue, regarder l'angle d'arrivée comme égala l'angle

u
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de départ relativement à OA; on aura alors

tangB' =|flr^rrft,(X,V),

de plus, en remplaçant la tangente de la somme des deux

angles par la somme de leurs tangentes, on obtiendra

très-simplement

tangO = tangO* + - .

De sorte que la vitesse v, calculée en supposant comme

on le fait ordinairement que la direction du choc est ho

rizontale, devra être diminuée de

.J(to,r+J).

207. Résistances passives de l'appareil. Dans le calcul

des vitesses au moyen du pendule balistique on a fait abs

traction des résistances passives de l'appareil, qui sont : le

frottement des couteaux sur les coussinets, celui des cur

seurs sur les arcs en fer et la résistance de l'air sur les

parties du pendule en mouvement. Au lieu de calculer ces

résistances, ce qui laisserait beaucoup d'incertitude, on

peut les déterminer par l'observation du mouvement du

pendule.

Pour cela, on fait osciller le pendule librement, c'est-à-

dire sans faire entraîner les curseurs et en partant de la

plus grande amplitude qui est produite par le tir. On

observe le décroissement de l'amplitude après chaque dix

doubles oscillations, par exemple; pour cela, au moyen du

curseur que l'on approche de l'aiguille du pendule sans le

laisser entraîner, on observe le décroissement de l'ampli

tude, lequel est toujours très-faible. On opérera de cette

manière, sauf des interruptions pour rendre l'opération

moins longue, jusqu'à ce qu'on arrive aux plus petites



MESURE DE LA VITESSE DES PROJECTILES. 347

amplitudes dont on oit besoin de- tenir compte; on obtient

ainsi le décroissement de l'amplitude qui est due, à la fois,

à la résistance des couteaux sur les coussinets et à celle de

l'air sur le pendule, dans une double oscillation ascen

dante et descendante. On représente cette relation par une

courbe dont les amplitudes sont les abscisses et les décrois-

semenls les ordonnées. On reprend la même expérience

en présentant le curseur au zéro de la division à chaque

demi-oscillation ascendante, le long de l'arc divisé. On

obtient ainsi le décroissement dû à dix doubles oscilla

tions; le dixième de cette quantité représente le décrois

sement dû à une double oscillation. Ce décroissement pro

vient : 1° du frottement des couteaux et de la résistance

de l'air dans une double oscillation; 2° du frottement des

couteaux dans une oscillation ascendante; on trace comme

dans le premier cas la courbe qui représente cette rela

tion. La différence entre les ordonnées de cette courbe et

celles de la courbe précédente donne, par conséquent, le

décroissement dû au frottement des curseurs seuls. Si on

y ajoute le quart de l'ordonnée de la première courbe, on

aura le décroissement dû à la somme des résistances

qu'éprouve le pendule dans une demi-oscillation ascen

dante, tant de la part des couteaux que de celle de l'air

et du frottement du curseur. Cette quantité, toujours très-

faible, devra être ajoutée à l'angle observé à chaque coup

pour corriger le dernier de l'effet de ces résistances qui

la diminuent.

On pourrait objecter que dans ce mode de procéder les

circonstances ne sont pas absolument les mêmes quant à

ce qui concerne la résistance de l'air; que, dans le cas

du tir, lorsque le pendule quitte la position verticale, il a

acquis très-brusquement la vitesse de départ et commence

son ascension en poussant un fluide en repos, tandis que

dans la mesure de la résistance, lorsque le pendule arrive
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à la position verticale pour aller au delà, il est déjà animé

d'une certaine vitesse ; qu'ainsi le fluide qui l'environne

a acquis une vitesse dans le même sens et par suite la

résistance qu'il éprouve de la part du fluide est moindre.

Mais on devra observer que dans cette épreuve, lorsque

le pendule commence une demi-oscillation descendante,

le fluide atmosphérique, par l'oscillation qui se termine,

est animé d'une vitesse en sens contraire de celle qu'il

commence à prendre, et qu'ainsi la résistance est plus

grande que dans un fluide en repos ; il y a donc à très-

peu près compensation dans celte partie de la résistance;

les antres résistances étant d'ailleurs les mêmes dans les

deux cas, on peut prendre le décroissement qu'on mesure

de cette manière comme une expression suffisamment

exacte de la mesure d'une résistance que, d'ailleurs, on

cherche toujours à rendre très-petite.

20(S. Effet de l'explosion des gaz. Le récepteur, dans le

tir, est frappé par les gaz qui proviennent de l'explosion de

la poudre en même temps qu'il l'est par le projectile; ceux-

ci contribuent donc nu mouvement du récepteur. Cet effet

s'ajoute à celui qu'on veut mesurer, et, si l'on n'en tient

pas compte, l'arc de recul mesuré indique une vitesse trop

grande. L'effet du choc croît rapidement avec le poids des

charges ; il varie en sens inverse de la distance de la bouche

à feu au pendule et il diminue avec l'ouverture de l'écran

qu'on place entre eux. Il est difficile d'estimer avec pré

cision l'effet dû au choc des gaz; mais on peut comparer

la quantité de mouvement qu'ils produisent à celle qui

résulte du tir d'une charge de poudre de même poids sans

projectile, et la retrancher de celle qui résulte du tir avec

projectile ; c'est-à-dire qu'on calcule la vitesse qu'un bou

let de même calibre devrait avoir pour produire le même

effet de recul que le choc des gaz de la charge sans pro

jectile, et qu'on retranche cette quantité de la vitesse cal

culée pour chaque coup.



MESURE DE LA VITESSE DES PROJECTILES. 349

Dons les épreuves ordinaires on ne lient pas compte de

ces dernières corrections, parce qu'elles sont en général

assez faibles et parce que, quand on compare enlre elles

les vitesses données par des poids égaux de différentes

poudres, les corrections restent les mêmes; qu'alors, les

différences entre ces vitesses deviennent indépendantes de

ces effets et que les corrections peuvent êlre négligées sans

inconvénient. Les deux dernières étant en sens contraire

se compensent sensiblement dans quelques cas.

Il n'en est plus de même lorsque l'on a besoin de con

naître exactement la vitesse du projectile. Dans tous les

cas, il est utile d'apprécier la grandeur des erreurs qu'on

pourrait connaître.

209. Vitesse initiale proprement dite. La vitesse qu'on

obtient par les moyens qu'on vient d'exposer se rapporte

au projectile, au point où il frappe le récepteur ; la vi

tesse qu'on doit supposer au point de départ dans les ap

plications à la balistique, c'est-à-dire la vitesse initiale

proprement dite, en diffère nécessairement. Pour obtenir

celle-ci , il n'est pas besoin de rechercher quelle variation

de vitesse subit réellement le projectile depuis la bouche

à feu jusqu'au récepteur, soumis encore pendant une

partie de ce trajet à l'action des gaz de la poudre, et en

suite à des résistances plus ou moins variables ; il suffit de

chercher celle qu'il devrait avoir dans une atmosphère

parfaitement tranquille et dans l'étal ordinaire, pour qu'à

une distance égale à l'intervalle du canon au pendule il

conservât celle qu'on a réellement observée. .

D'après la relation que nous avons donnée (art. 102,

éq. 30) enlre ces deux vitesses, si v est la vitesse mesurée

au pendule, V la vitesse à une distance x en arrière, c'est-à-

dire au point de départ, c et r étant les coefficients qui

résultent des lois de la résistance de l'air (art. 40, éq. 5,

et art. 50), on aura, en remarquant que la dislance x
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esi peu considérable,

et, pour la quantité à ajouter à la vitesse mesurée au

pendule,

£(«+;)•

2i0. Canon-pendule. Le canon est suspendu en face et

à hauteur du récepteur; l'amplitude du recul sert à dé

terminer la quantité de mouvement du recul et la vitesse

qu'aurait la bouche à feu, soit seule, soit montée sur affût,

si ce recul avait lieu librement. Celte vitesse est due,

comme on sait , à la pression que les gaz enflammés de

la poudre exercent sur le fond de l'âme; ces mêmes gaz

agissent en sens opposé sur le boulet pendant la durée de

son trajet dans l'âme et même après sa sortie. La première

pression s'exerce d'une manière variable pendant toute

celte durée ; elle imprime à la bouche à feu une certaine

quantité de mouvement, et une certaine vitesse de rota

tion autour des couteaux. C'est en vertu de celle vitesse

que le pendule s'élève d'un mouvement circulaire jusqu'à

ce que la force vive qu'il possède soit détruite par l'effet

de la pesanteur. La vitesse du canon est ainsi liée à celle

du projectile, au poids et à la nature de la poudre et à

d'aulres circonstances. Lorsqu'on la détermine, elle est

un indicateur des variations de la vitesse du projectile sans

en être cependant une mesure certaine.

Désignons les quantités qui entrent dans la mesure des

vitesses du canon par les mêmes lettresque dans le récep

teur balistique en les accentuant , c'est-à-dire appelons F

le poids dH canon-pendule, a' la distance de l'axe de ro

tation à la direction suivant laquelle s'exerce l'aclion des

gaz de la poudre , c'est-à-dire là dislance à l'axe de la
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bouche à feu, D' !a distance du centre de gravité à l'arête

des couteaux, K' la longueur du pendule simple synchrone,

a! l'angle de recul , et g la pesanteur; la masse M' du pen-

P'

dule sera M' = — .
•j

Soient •' la vitesse de rotation acquise par le canon-

pendule au moment où a cessé l'action des gaz de la

poudre, r la dislance à l'axe de rotation et dW la masse

d'un élément quelconque du pendule ; sa vitesse sera r<J,

sa quantité de mouvement ra'dW et son moment r'JdW;

leur somme, pour le pendule entier, sera

-yV'dM' ou «'M'D'K'.

La force vive acquise sera

/rVW = »"fr'(M' = »"M'D'K'.

Cette quantité devant être égale au double de la quan

tité de travail de la pesanteur pendant le recul, recul

durant lequel le centre de gravité du poids F s'élève de

D'(1 — cos a!) ou de 2D'sin*^*', on aura

."M'D'K' = IVD'ii — cos a") = 4M,SrD'sin' ja'.

En tirant de cette équation la valeur de «' et la substituant

dans l'expression ci-dessus du moment de la quantité de

mouvement totale, celle-ci sera

M'D'V^K'sin^oc'.

En divisant ce moment par la dislance a' de l'axe de la

bouche à feu ou de la direction moyenne de l'action des

gaz, on aura la quantité de mouvement produite par

ceux-ci, laquelle est ainsi

M'TV ——

—rv'ffK'2sini«'.
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On peut arriver plus simplement à ce résultat en se

fondant sur ceux qui se rapportent au récepteur ; pour

cela, on considérera que lorsque les gaz enflammés de la

poudre ont cessé d'agir sur le canon-pendule, celui-ci a

acquis une certaine quantité de mouvement en vertu de

laquelle il s'élève d'un mouvement circulaire, et que cet

effet est le même que celui qui a lieu dans le récepteur par

l'action du projectile; il y a toutefois cette exception, que

la masse de l'appareil n'est pas augmentée par celle du

projectile. On peut donc établir les mômes relations entre

les arcs de recul et les quantités de mouvement possédées

dans les deux cas (100), par le canon-pendule et par le ré

cepteur balistique ou par le projectile, laquelle était -v,

et on aura

a a' a l '

ou , en substituant les masses aux poids,

M'TV

M'V' = — VffK'.2sin£«*.
a!

Si la masse M' eût été assujettie à se mouvoir dans la

direction de l'axe, en appelant \" la vitesse qu'elle pren

drait, M'V serait la quantité de mouvement égale à la

précédente, ce qui donnerait également,

M'V'=-4-V/oK'.2sini«'.

a'

Cette quantité de mouvement peut être comparée à

celle d'une autre masse dont la vitesse serait différente,

par exemple, à celle de la bouche à feu seule représentée

par m'; sa vitesse serait

M' TV

-,.-,\/</K'-2Si»i«'.
m a'
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La vitesse que devrait avoir le boulet dont la masse serait

m, pour posséder la même quantité de mouvement, aurait

pour expression

M1 D' —
—.^v/</K'.2sinia\

ma'

Dans celte expression, au rapport des masses, on peut

substituer celui des poids, et à 2sin^a', le rapport de la

corde C au rayon R' de l'arc sur lequel celle-ci est

comptée ; on aura alors la formule

IV b a< 9

donnée par YAide-Mémoire d'Artillerie.

212. Application de l'électricité à la mesure de la vitesse

des projectiles. L'idée de l'application de l'électricité à la

mesure de la vitesse des projectiles est généralement attri

buée à M. Wheatstone, vers 1840.

Les procédés proposés pour mesurer avec une très-

grande précision la durée d'un certain trajet d'un projec

tile et en conclure la vitesse moyenne durant ce trajet,

sont basés, soit sur l'emploi des électro-aimants qui fixent

ou abandonnent certains corps à un instant correspondant

au passage du projectile, soit sur la propriété graphique

des étincelles électriques dans la même circonstance.

Pour mesurer le temps, on a d'abord cherché à em

ployer un appareil d'horlogerie comme MM. Wheatstone,

le baron de Wrèdes, Bréguet; ou, comme l'a proposé le

premier M. le général Konstantinoff, à faire mouvoir uni

formément un cylindre ou un disque plan, d'un assez

grand diamètre; on a aussi essayé d'éviter l'emploi d'un

mouvement d'horlogerie en prenant un corps tombant

librement dans l'air par l'action de la pesanteur, comme

dans le procédé Debooz (192), ou glissant sur un plan

incliné; on a enfin essayé un pendule oscillant autour

45
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d'un axe de rotation, comme M. le capitaine Navez, de

l'artillerie belge.

Pour relier ensemble le commencement et la fin de l'in

tervalle de temps à mesurer, on a eu recours à l'emploi

de deux cadres en bois placés aux extrémités du trajet

correspondant, et sur chacun desquels est placé un fil

métallique continu. Ce fil est replié un assez grand nombre

de fois sur lui-même pour ne laisser entre deux parties

voisines qu'un intervalle notablement moindre que le dia

mètre du projectile dont on veut mesurer la vitesse; de

cette façon, le projectile en passant à travers les cadres

rompt nécessairement le fil, et, si ce fil fait partie d'un

courant électrique, ce courant sera interrompu ; par suite

les phénomènes d'aimantation temporaire de certains élec

tro-aimants cessant, certaines pièces maintenuesjusqu'alors

seront mises en liberté à l'instant précis du passage à tra

vers les cadres; c'est cette propriété d'être indépendante

de la longueur du fil, laquelle est due à l'extrême vitesse du

courant électrique, qui constitue l'avantage du procédé.

Les appareils à cylindre ou à disques tournants par le

moyen d'un mouvement d'horlogerie exigeant, comme

accessoires, l'emploi d'un chronomètre, n'ont pu encore

donner que des approximations grossières. Tous ceux qui,

en outre, sont fondés sur le mouvement de certaines pièces

laissent de l'incertitude dans les résultats, par suite de

l'inégalité de la durée de ce mouvement, quelque petit

qu'il soit, celle durée dépendant de l'énergie des cou

rants.

213. Pendule éledro-balislique. M. le capitaine Navez,

dans son pendule électro-balistique1, a fait disparaître les

inconvénients qui viennent d'être signalés.

1 Application de l'électricité à la mesure de lu vitesse des

projectiles. — Paris, Corréard. 4853.
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L'instrument est un pendule composé; son mouvement

suit les lois mathématiques connues, et l'on peut obtenir

à l'avance les vitesses variables suivant les degrés qu'il

parcourt et le temps employé depuis le départ. Dans cet

appareil, un électro-aimant est placé de façon qu'il fixe

le pendule, muni d'une armature en fer doux, sous une

inclinaison de 75° avec la verticale; c'est de celte position

que part la graduation. Le courant voltaïque qui passe

dans le fil de cet aimant circule dans le premier cadre-

cible. Quand le projectile traversera ce premier cadre, il

en brisera le fil el interrompera le courant, l'activité de

l'.électro-aimant cessera et le pendule abandonné à lui-

même commencera une oscillation '.

Le pendule porte une aiguille indicatrice très-légère,

montée sur une rondelle en fer doux et reliée à ce pen

dule par un ressort bifurqué. Cette rondelle est placée au

centre du limbe, très-près et en face d'un gros électro

aimant à deux branches ; celui-ci, lorsqu'il est activé, attire

avec violence la rondelle et fixe invariablement l'aiguille

indicatrice. Ce phénomène doit avoir lieu lorsque le pro

jectile traverse la deuxième cible. On y arrive au moyen

d'une pièce particulière nommé conjondeur.

214. Conjondeur el disjoncteur . — Conjondeur. Le con-

joncteur se compose essentiellement d'un électro-aimant

vertical dont on met le fil en communication avec le fil

du deuxième cadre-cible. Quand les circuits sont fermés,

la tige de l'aimant maintient suspendu un poids en plomb

muni d'une tête en fer doux.

Dans la verticale qui passe par le point de suspension

1 Nous ne décrivons que sommairement et sans figures les appa

reils électro-balistiques. Pour l'étude plus complète et pour l'emploi

de ces appareils, il faudra recourir aux ouvrages spéciaux que nous

indiquons.
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du poids el sur la planchette de l'instrument, est placé un

cylindre creux en fer renfermant du mercure; une pointe

d'acier, portée par une lame faisant ressort, est mainte

nue au-dessus et très-près de la surface du mercure. Cette

lame, la pointe et le bain de mercure, font partie d'un

même circuit voltaïque comprenant en outre le gros élec

tro-aimant. Ce circuit n'est pas fermé tant que la pointe

n'arrive pas au contact du mercure.

Lorsque le projectile coupe le fil du second cadre, il

fait cesser l'action magnétique de l'éleclro-aimant vertical

du conjoncteur; le poids en plomb tombe, enfonce la

pointe dans le mercure et rend ainsi le gros électro-

aimant actif; alors l'aiguille est attirée, s'arrête et l'arc

parcouru, depuis le zéro de la graduation, correspond à

une durée que nous désignerons par V.

Celte durée l' observée n'est pas égale à la durée cher

chée que nous désignerons par T.

En effet; d'une part l'éleclro-aimant met un certain

temps avant de perdre son activité et d'abandonner le pen

dule ; soit 8 ce temps, compté à partir de la rupture du

fil du premier cadre; d'autre part, le second fil ne sera

coupé qu'après un temps T; mais ce ne sera qu'après

un temps désigné par b' que le poids du conjoncteur

abandonnera le repos, el après un nouveau temps 9",

qu'il atteindra la lame d'acier et fera plonger la pointe

dans le mercure, et enfin, qu'après un nouvel inter

valle 6'", que le gros électro-aimant aura agi sur l'aiguillo

et l'aura fixée sur le limbe; de celte façon, le temps t'

compris entre le départ du pendule et l'arrêt de l'aiguille

est égal à T-+- û' + 6" -4- 6'" — G.

Pour déterminer le temps 0'-4-6" + 6'-' — 8 que nous

désignerons par t, M. le capitaine Navez a employé une

pièce nommée disjoncteur qui est la partie caractéristique

de son appareil.



MESURE DE LA VITESSE DES PROJECTILES. 357

Disjoncteur. Le disjoncteur a pour but de produire

simultanément la rupture de chacun des circuits, tout

comme le ferait un boulet s'il était animé d'une vitesse

infinie, ou mieux si les deux cadres étaient appliqués l'un

contre l'autre. La durée indiquée par le pendule se com

posera donc des quatre quantités 6' + 6"-*- 6'" — 8 = t,

énoncées plus haut, de façon que t' — t sera la durée

cherchée T.

215. Mode d'opération. Pour opérer, les cadres étant

placés à une distance convenable, le canon chargé situé à

quelques mètres du premier cadre et sous une très-faible

inclinaison, et, de plus, les cadres étant dans la position

qui convient pour que le projectile les atteigne vers leur

centre, les courants vollaïques en activité et le poids du

conjoncleur étant fixé, l'observateur fait marcher le dis

joncteur. Le pendule part et l'aiguille s'arrête et donne a

pour l'arc parcouru.

L'observateur fixe de nouveau le pendule au zéro de la

graduation et relève le poids du conjoncleur, puis donne

le signal du tir; le pendule retombe et l'aiguille s'arrête

après avoir parcouru un arc a' plus grand que le premier;

on cherche, d'après le tableau des arcs, les temps l et ('

correspondants aux arcs respectifs observés, a et <*', et

l'on obtient T = t' — t pour la durée cherchée du trajet.

On prend le quotient - pour la vitesse du projectile et

on la regarde comme correspondant au milieu de l'inter

valle des deux cibles.

La vitesse en ce point n'est pas tout à fait égale au

a

quotient -, mais elle n'en diffère que d'une quantité né

gligeable et que l'on peut calculer.

En conservant les notations admises (63), c étant le

coefficient qui se rapporte au projectile, V sa vitesse
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quand celui-ci traverse le premier cadre, et T la durée

du trajet a entre les deux cadres, on aura

T = ^ûD(a,V),

et, par conséquent, pour la vitesse moyenne v

V

V~Œ>(a,\y

D'un autre côté, la vitesse v' au milieu du trajet a, c'esl-à-

... .a

dire après un trajet -, sera

V

•o

G.')

Le rapport des deux vitesses if et t; sera

«' ÛD(a,V)

Ce rapport n'excède l'unité que d'une très-faible quan

tité; ainsi pour le cas très -défavorable d'un trajet de

a= 50m d'un petit projectile de faible densité et tel qu'on ait

c=750m (correspondant à un obus de 12""), V= r=435m,

o i

— = — , on aura, d'après la table XI, et en tenant

compte de l'indécision qui règne sur la quatrième déci

male, un rapport compris entre 1,0001 et 1,0002; ce

qui, pour la vitesse à 435m, indique une correction addi-

tive de 0m:s04 à 0m:s08; elle est effectivement négligeable.

On peut obtenir plus exactement celte correction, tou- ■»

jours très-petite, en substituant à d)(a, V) et à t)(^, VI

leurs développements; puis en effectuant la division algé-
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brique, et en négligeant les termes où— entre à des puis

sances supérieures à la troisième; en représentant parn

V V

le rapport de - à 1 -h -, toujours plus petit que l'unité,

on aura

v V2c/ /..la, v \2cJ i 1 a\

En prenant pour exemple, comme précédemment,

la 1
v = 435m:s, c= 750m, a = 50m, on aura n = -, — = —

2 2c 30

et par suite

MUGOV ^60/

La correction addilive n'est ainsi, pour v = 435m, que

de Om:,04, quantité négligeable.

Avec des précautions et des soins, avec l'attention de

faire partir le projectile très-peu de temps après l'obser

vation au disjoncteur, afin que les courants aient sensi

blement la même énergie, et, en plaçant les cadres à 50m

d'intervalle environ pour les grandes vitesses des boulets

et à 30m pour les vitesses plus petites, le pendule électro

balistique donne la vitesse des projectiles avec une ap

proximation suffisante et à peu près comparable à celle

que donne le pendule balistique. Il a de plus l'avantage

de ne pas modifier la vitesse ni la direction du projectile,

et de permettre, par conséquent, l'observation de la tra

jectoire ou de l'effet du choc.

11 permet aussi d'évaluer la vitesse des projectiles, telle

que celle des bombes tirées sous des angles élevés au-

dessus de l'horizon. Il permet encore d'obtenir la vitesse

du même projectile en deux points de la trajectoire, et par
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conséquent de mesurer la perte de vitesse dans un trajet

donné et d'en déduire la grandeur de la résistance éprou

vée dans l'air. Il suffit pour cela d'employer deux appa

reils complets. On pourrait même mesurer la vitesse en

plus de deux points.

Le temps nécessaire à une expérience n'est pas beau

coup plus long que celui qu'il faut pour charger et di

riger la bouche à feu ; on peut donc faire un grand

nombre d'expériences en peu de temps et inscrire jusqu'à

40 vitesses en deux heures.

216. Emploi de l'étincelle électrique. M. Siemens, en

Prusse, a cherché le premier à utiliser les étincelles

que fournit l'électricité de tension , par des bouteilles de

Leyde, pour obtenir, sur un cylindre en acier poli, l'indi

cation du passage d'un projectile à travers des cadres-

cibles disposés en nombre quelconque le long de la tra

jectoire. Ce procédé, outre les inconvénients des appareils

à cylindre tournant et les difficultés ou impossibilités qui

résultent de certaines circonstances atmosphériques, pré

sentait une cause d'erreur assez grave dans les déviations

des étincelles électriques.

M. le capitaine Martin de Bretles, en France, a proposé,

en 1858, de remplacer l'arrêt de l'aiguille dans l'appareil

Navez , par l'étincelle d'induction , et pour cela d'appli

quer au pendule une pointe métallique se mouvant très-

près du limbe vertical gradué, et de faire éclater, à propos,

au moyen des bobines de Ruhmkorff, entre la pointe et

ce limbe, des étincelles d'induction marquant des taches

sur un papier préparé.

Un an plus tard , M. le capitaine Vignotti adoptant ces

dernières données ', l'emploi du pendule armé d'une

1 Comptes rendus de l'Académie des sciences , janvier -1856, et

Recherches relatives à la mise en service des chronoscopes électro-

balistiques, par A. Vignotti, capitaine d'Artillerie, 1859.
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pointe et des bobines de Ruhmkorff , a fait construire un

appareil qui a reçu des dispositions nouvelles, faisant dis

paraître diverses causes d'inexactitude et s'opposant aux

déviations de l'étincelle; cet appareil, au moyen d'une

méthode d'expérimentation nouvelle, dispense de l'emploi

des disjoncteurs et conjoncteurs et permet d'observer un

projectile pendant une longue partie de son trajet. Les

premiers essais faits avec cet appareil, à Metz en 1859,

paraissent donner l'assurance du succès.

215. Vitesse du projectile déduite de celle du recul. On

a cherché à établir entre le recul du pendule et la vitesse

du projectile, une relation qui permît de déduire celle-ci

de la première ; celte relation dépendant de la balistique

intérieure, c'est-à-dire des lois du mouvement du pro

jectile dans la bouche à feu, nous ne nous en occuperons

pas autrement qu'en rapportant la formule qui a été pro

posée par M. le général Piobert; elle est encore en usage

dans les épreuves de poudre au fusil pendule, comme une

indication utile et qui classe les poudres dans le même

ordre que les vitesses de la balle, quoiqu'on sache qu'elle

ne donne pas toujours des vitesses égales ; celte formule

est la suivante:

^-2 VgW.2sin ; al — 420"> //

V= ——

BC^+2

dans laquelle p est le poids de la charge de poudre, B

celui du projectile et du chargement (non compris la

G'
poudre), — le rapport du diamètre de l'àme à celui du

projectile, V la vitesse cherchée.

i(3
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DÉVIATIONS DES PBOJECTILES.

H

Comparaison entre le» résultats des observations

et ceux des formules.

216. Exposé. Si un projectile n'élail soumis dans son

trajet qu'à l'action de la pesanteur et à celle de la résis

tance de l'air, tangentiellement à la direction du mouve

ment, et qu'il suivît exactement la trajectoire qui résul

terait de la composition de ces deux forces, la question

du tir des armes à feu et des bouches à feu serait bien

simple; il deviendrait facile de déterminer, pour chaque

cas particulier, l'angle et la vitesse de projection qui per

mettraient d'atteindre le but proposé. Il n'en est pas tou

jours ainsi.

En considérant comme trajectoire normale, celle qui

résulte de l'action verticale et constante de la pesanteur

et de la résistance de l'air, tangentiellement à la trajec

toire et fonction de la vitesse, nous pourrons regarder

les autres comme des causes dévialrices, et les écarts

comme des déviations.

Il existe cependant des forces autres que les deux pre

mières, agissant d'une manière régulière et constamment
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dans le même sens, et que l'on peut faire entrer dans le

calcul. Tel est le mouvement régulier de l'atmosphère ou

le vent et le mouvement de rotation du projectile : on

nomme ces causes forces dérivalrices, et on nomme déri

vation le déplacement qui en résulte.

Examinons d'abord avec quel degré d'exactitude les

formules anciennes ont représenté les résultats de l'ob

servation.

217. Résultats des expériences anciennes. Les premières

expériences étendues qu'on ait faites pour vérifier l'exac

titude des formules de balistique, sont celles de Lafère,

exécutées en 1771, avec des bombes et des boulets de

forts calibres tirés avec les mortiers elles canons en usage".

Le mortier du calibre de 0m32 a été tiré à la charge

de 1k834, sous des inclinaisons qui ont varié depuis 10°

jusqu'à 75°, au-dessus de l'horizon, quatre ou cinq coups

sous chacune d'elles. Au moyen de ses formules (145) et

des portées observées sous 30°, Besoul détermina la vi

tesse initiale de la bombe; il calcula ensuite les portées

qu'on aurait dû obtenir avec cette vitesse, sous les autres

inclinaisons.

En les comparant aux résultats d'observations, on re

connaît que, jusque sous l'angle de 40°, les portées sont

plus petites (à l'exception de la portée sous 30°, qui sert

de point de départ), et qu'au delà, elles sont toutes plus

grandes. Sous l'angle de 45°, le plus en usage, ou sous

les angles voisins, l'erreur serait moyennement de jj de

ces portées ; elle serait de -^ sous 60°.

Le canon de 24 fut tiré à la charge de 4k141 , sous dif

férents angles de projection ; Besoul a déduit des portées

sous 5° et 10°, la hauteur due à la vitesse; de leur

moyenne et à l'aide de ses formules, il a déduit les por

1 Cours de mathématiques à l'uaaije de l'Artillerie, toiuc 4".
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tées sous les autres inclinaisons. De 5° à 35°, les diffé

rences sont tantôt en plus, et tantôt en moins, ce qui

résulte de ce que le nombre des coups n'est pas assez

grand et empêche de rien conclure. A partir des angles

de 40° et jusqu'à 70°, les portées calculées sont toutes

trop petites; les différences sous 45° ou sous les angles

voisins ne sont pas moindres que -ry des portées.

LeGen'Ire ' reconnaît également le peu d'accord qu'il

y aurait entre les formules qu'il a données et le résultat

des mêmes épreuves.

Tempelhof * compare également avec ces résultats d'ex

périence les formules auxquelles il est arrivé. Pour obte

nir plus d'accord, il attribue au boulet de 24 une vitesse

de 429™ :s sous les inclinaisons de 5° à 40°, et une vitesse

de 552"1 :s sous les inclinaisons de 43° à 75°. Cette méthode,

dans laquelle on fait varier aussi arbitrairement la vitesse

avec les angles de projection, ne saurait être admise. Nous

avons déjà fait voir (114) qu'on était amené à des vitesses

différentes, lorsqu'on exprimait la résistance de l'air par

un seul terme.

En l'an XI, il a été fait, près de Strasbourg, des expé

riences sur les portées de canons de 24 et de 16, de

longueurs d'âme différentes, et sous des angles qui ont

varié depuis 0° jusqu'à 10°, pour reconnaître la relation

entre les longueurs d'âme et les portées ou les vitesses

initiales. La relation entre les angles de projection et les

portées n'a pu être représentée par les formules balis

tiques alors en usage, et onaété amené à admettre soit une

augmentation des vitesses avec les angles de projection,

soit, ce qui produit un effet analogue, une cause de relè

' Dissertation sur la Balistique.

' Mémoire sur le problème balistique. — Mémoires de l'Aca

démie de Berlin, -1788 et 1789.
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vement des projectiles sous les petits angles de pro

jection.

Dans des expériences faites à Toulouse en 1834', on

n'obtint pas plus d'accord dans des trajectoires dont les

hauteurs furent observées de 100m en 100m; les diffé

rences avec les hauteurs calculées ont été considérables,

môme aux faibles charges, quoiqu'on déterminât, pour

chacune d'elles, et la vitesse initiale et le coefficient de

la résistance de l'air. Ainsi, les hauteurs d'un boulet de

12 tiré à la charge de 0k300, donnèrent comparativement

avec la trajectoire calculée, les différences ci-après, savoir:

Distances... 0m, 100™, 200'», 300m, 400™, 500™, 560™.

Différences. 0, 0,01, -0,26, -0,63, -0,51, -0,20, -0,06.

Des expériences faites en Belgique', au moyen de filets

tendus de distance en distance, pour déterminer le point

de passage du projectile, ont conduit à des résultats ana

logues.

Dans ces circonstances et dans beaucoup d'autres, on a

cherché en vain à déterminer par l'observation des tra

jectoires la valeur du coefficient de la résistance de l'air;

on n'a pu parvenir à rien de précis ; parfois, on arrivait

à des valeurs tout à fait inadmissibles.

218. Expériences de Metz, en 4846. Considérons main

tenant l'accord que peuvent présenter les formules fon

dées sur une loi beaucoup plus exacte de la résistance de

l'air. De crainte que les inégalités qui peuvent résulter

du tir d'un petit nombre de coups, ne laissent de l'incer

titude sur les résultats de la comparaison, nous ne les

1 Archives du dépôt central de l'Artillerie. — Rapport de la

Commission de l'école de Toulouse, pour dresser des tables de

tir, en 1834.

* Balistique, par Scheer de Lionaslre; Gand, 1825.
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appliquerons d'abord qu'à des résultats moyens déduits

d'un très-grand nombre de coups; nous les appliquerons

ensuite à des résultats particuliers; à cet effet, nous pren

drons ceux des expériences de Metz, faites en 1844 et

en 1846, pour dresser des tables de tir des obusiers et

des canons employés dans le service des sièges. Les tables

relatives aux obusiers, ont été vérifiées par des expériences

spéciales.

La série d'expériences la plus propre à vérifier ces for

mules, résulte du tir de 100 coups de canon de 16, à la

charge de - du poids du boulet, tirés sous une inclinaison

constante, à travers trois réseaux en ficelle, placés respec

tivement à 200m, à 400m et à 600m de la bouche du canon ;

on observait en outre ta position du point de chute sur le

sol et enfin la position, par rapport à l'axe du canon, du

centre du projectile à la distance de 7m75 de la bouche

du canon, en prenant avec beaucoup de soin la hauteur

verticale et l'écart latéral'. Les résultats sont donnés

ci-après. Les résultats moyens sur les 100 coups, aux

dislances de 200m, 400ra et 600m, sont exacts à un centi

mètre près.

1 Rapport de la Commission des principes du tir de Metz, adressé

à M. le Ministre de la guerre le 3 février 1847.



Coordonnées des trajectoires de 100 boulets de 16, tirés dans un canon de siège

à la charge de 1*333, sous l'inclinaison constante de 0,02593 aux distances de

200<*, 400™, 600"> et sur le sol, rapportées aux plans de la plate-forme située à

lm38 au-dessous du centre de la bouche du canon.

Observations. — Les distances sont comptées a partir de la tranche de la bouche <!u canon et les hauteurs

le sont a partir du plan de la plate-forme qui est à 1"38 au-dessous du centre de la bouche du canon.

Les écarts de l'axe, a 7*75 de fa bouche, sont comptés relativement au prolongement de l'axe du canon.

La position d'un nombre a droite ou a gauche du signe (:) indique que le sens de la déviation est a droite ou

à gauche de l'observateur placé derrière la bouche a feu.

ÉCART COORDONNÉES DES TRAJECTOIRES

! §1

If

DE L'AXE

C

à 7n'75

de la bouche.
à 200m. à 400">. à 600m. SUR LE SOL.

-o
Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Détiat. Distance Hauteur Déviât.

i

mm

+46

mm m

5,29

m

0,05:

m

5,15

m

0,00

m

0,50

m'

: 0,26

m

641,0

m

-1,23

m

:0,30

i » » 4,79 : 0,02 4,00 :0,22 -1,19 :0,56 594,0 -1,32 :0,35

3 + 2 12 4,14 0,25: 4,97 0,89: 0,80 1,55: 629,4 -1,14 1,60:

4 » » 4,19 0,60: 5,62 1,90: 1,50 3,30: 667,5 -1,15 3,90:

8 + 7 : 4 4,89 0,08: 4,82 0,52: 0,30 1,22 615,5 -1,08 1,40:

6 i » 5,59 0,10: 6,55 0,57: 2,83 1,63: 707,8 -1,19 2,55:

7 + 2 : 6 4,79 :0,10 4,20 : 0,54 -0,93 :1,00 607,2 -1,27 :1,10

8 * » 5,74 :0,60 7,31 :1.40 4,18 :2,20 750,0 1,47 :2,80

9 +14 6: 5,59 0,15: 6,77 0,15: 3,63 :0,05 735,8 -1,44 :0,10

10

Moy

» » 5,81 0,35 : 6,82

5,62

1,25: 5,45 1,87: 726,5

670,5

-1,47 2,55:

+14,2 : 5,4 5,08 0,08: 0,51: 5,51 0,57: -1,28 0,74:

il +»8 : S 4,97 0,10: 4,62 0,00 -0,35 :0,26 602,8 -1,21 .0,40

12 » » 5,44 0,50: 5,85 0,84: 1,75 1,00: 674,5 -1,17 1,00:

13 +20 :24 5,99 0,00 8,07 0,50: 5,53 0,85: 783,0 -1,48 1,60:

14 > » 4,74 0,10: 4,60 0,06: -0,17 0,00 627,0 -1,20 0,00

13 +26 :44 5,56 .1,08 6,32 :2,45 2,23 :4,75 693,5 -1,15 :4,90

1G » » 5,21 0,02: 5,80 0,03: 1,75 0,00 697,6 -1,12 0,00

" +14 : 8 5,34 0,25; 5,52 0,90: 1,00 1,53: 650,7 -1,05 1,00:

18 » X 5,24 0,32: 5,57 1,07: 1,25 1,53: 601,0 -1,15 1,85:

19 +30 : 8 5,29 0,20: 5,50 0,50: 1,25 0,67: 661,8 -1,19 0,60:

20

Moy

» » 5,04

5,29

0,20: 5,15 0,56 : 0,90 0,77: 631,0 -1,06 0,75:

21,6 :17,8 0,00: 5,70 0,18. 1,51 0,12: 670,5 1,18 0,21 :



 

ÉCART DES TRAJECTOIRESCOORDONNÉES
(A

DE l.'AXE

o2
ta u à 7'»75

"~

1

Sï de la bouche.
à 200™. à 400".

à 600"i . SLR LE SJL.

■_ ~ — ———. * —^—^_ !

Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. )istancc Hauteur Déviât.

mm mm m m m m m m m m m

21 +21 :18 5,27 :0,47 5,65 :1,15 0,97 : 2,28 652,6 -1,26 :2,40

22
» 0 5,67 0,49: 6,55 0,75 : 2,45 1,75: 688,0 -1,20 2,00:

23 -1-7 2: 5,47 :0,43 5,75 :0,70 1,17 :0,78 658,5 -1,50 : 0,95

!i » » 5,70 :0,50 6,63 :0,70 2,97 : 1,12 714,5 -1,48 : * ,70 |

25 + 8 17: 5,57 0,10: 6,70 0,39: 3,12 0,70: 709,0 -1,27 1,10:

26 » » 4,17 0,15: 2,82 0,35: -2,87 0,70 550,5 -1,59 0,05:

27 +22 :5 5,50 . 0,52 6,10 :1,02 2,07 :1,77 686,5 -1,55 : 2,20

28 » » 5,62 0,65: 6,22 1,50: 2,17 2,20 : 685,8 -1,15 3,00:

29 + 7 :8 5,17 :0,42 5,27 :1,60 0,57 :2,9i 645,0 -1,20 :5,60

50 »

13,0

» 5,08 : 0,25 5,40 :0,67 1,27 :1,22

:0,48

665,5 -1,50

-1,29

:1,40
1

Moy :2,4 5,32 : 0,08 5,70 : 0,28 1,59 665,1 : 0,55

31 +" 12: 5,82 0,27 : 6,93 0,08: 5,22 0,05 : 712,0 -1,41 0,50:

32 i » 5,24 0,56: 5,58 0,92: 1,40 1,20: 671,4 -1,25 1,25:

33 + 8 : 12 4,83 :0,50 4,35 :0,57 -0,69 :0,90 618,8 -1,51 : 1,05 ■

34 » » 6,20 :0,12 8,45 :0,50 5,99 0,00 791,0 -0,69 1,40:

55 +24 :18 5,23 :0,15 5,25 :0,10 0,81 0,25: 648,5 -1,15 0,40 :|

50 » » 5,05 0,00 4,85 0,42: 0,01 1,20: 651,0 -1,18 1,50

57 -+• i :5 4,98 :0,48 4,60 : 4,61 -0,49 :2,75 619,0 -1,26 :2,90 :

38 » » 5,58 : 0,52 6,40 :1,25 2,81 : 1,85 705,6 -1,27 :2,00

39 -20 :5 4,48 :0,30 3,70 :0,96 -1,82 :0,90 590,5 -1,44 :0,90

40 » 5,43 :0,20 6,00

5,50

:0,58 2,16 :0,55 089,5 -1,50 :0,40

:0,26
Moy 6,6 :5,6 5,58 :0,12 :0,57 1,32 :0,40 666,9 -1,12

41 -1-25 26: 4,82 0,29 : 4,62 0,78: -1,56 1,00: 595,0 -1,57 1,40:

42 » » 5,20 0,10: 5,48 0,03: 0,87 0,00 649,0 -1,16 :0,15

43 — 6 10: 4,98 0,20 : 4,98 0,15: -0,Q8
0,20: 628,5 -1,26 0,15

44 » » 5,55 :0,02 6,73 :0,51 2,87 :1,25 705,8 -1,25 :1,50

4» +14 0 5,55 0,20: 6,28 :0,07 2,18 : 0,25 691,5 -1,21 :0,50

46 » » 5,80 0,58: 6,80 1,55: 3,07 2,90 : 712,6 -1,40 5,85:

47 + e :15 5,25 0,35 : 5,07 1,22: 1,32 2,51 : 660,5 -1,25 5,00:

48 » 4,85 : 0,29 4,80 : 0,82 0,18 : 1,71 653,S -1,21 : 1,38

49 + » 0 5,08 :0,08 5,18 :0,02 0,27 0,40 : 635,0 -1,18 0,43

50 » » 5,27 0,23: 5,70 0,84 1,23 1,81:

0,61

663,0 -1,23

-1,25

2,20

Moy 8,8 4,2: 5,21 0,16: 5,62 0,51 : 1,06 657,2 0,77



M DES TRAJECTOIRES
ÉCART

COORDONNÉES

1-2
DE L'AXE

à 7'«73

"

5 •;?

de la bouche. à 200'". à 400'". à 60O". SUB LE S(>L.

Déviât.

Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Distanc. Hauteur

81 -M*

mm mm

:15

m

5,97

m

: 0,52

m

7,40

m

: 0,82

m

4,07

m

: 1,38

m

757,2

m

-1,54

m '

:1,50

1 32

! VT

» 9 5,77 0,00 0,88 :0,24 5,22 :0,51 714,6 -1,36 :0,5Ô
53 + 6 7: 5,17 0,23 : 4,97 0,17: -0,15 0,00 628,5 -1,25 :0.20
Si » » 4.82 0,12: 4,42 0,85: -0,22 1,61 011,0 -1,26 1,00:

85 +20 10: 5,47 0,10: 5,65 0,16: 0,82 0,05 618,4 -1,17 0,10-
56 » » 5,52 0,00 6,15 0,19 . 2,07 0,20 : 684,0 -1,26 0,45 :
57 +22 :5 5,57 0,00 5,85 0,30 : 1.22 0,72 660,5 -1,26 1.00:
58 » » 5,12 0,05 : 5,13 :0,2I 0,82 :0,41 653,0 -1,27 :0 90
59 +24 :7 5,87 0,10: 7,33 :0,25 4,02 :0,78 706,0 -1,72 :1,80
60 »

4,72 0,54: 4,08 1 ,02 -1,65 : 1 ,58 595,0 -1,34

-1,54

: 1 ,58

Moy 17,2 :2,0 ."i,40 0,08: 5,81 0,12: 1,49 :0,17 609,8
:0,29

i G>
62

—51 7: 4,75 0,34 : 4,98 0,60: 0,27 1,19: 053,7 -1,20
1,25:

63 +18

» » 4,88 :0,15 4,55 :0,40 -0,75 :0,t>2 611,0 -1,57 :0,05

:25 3,60 0,12: 5,97 0,50 : 1,52 1,30: 602,7 -1,54 1,55:
64 » » 5,23 0,47: 5,65 1,18: 0,82 2,21 : 019,5 -1,13 2,10:

65 +27 9: 5.58 0,21 : 0,02 0,91 : 1,65 1 ,82 : 007,1 -1,22 2,00 :
66 » » 4,97 0,00 4,59 0,01 -0,58 0.27 : 616,8 -1,31 0,55:
67 + *> 22 5,82 0,17: 7,44 0,20 4,52 0,30 755,0 -1,41 0,50:
68 » » 5,67 0,04 6.54 :0,39 2,52 :0,85 691,5 -1,21 : 1 20
60 —13 12: 4,95 0,74: 4,84 1,52: -1,08 2,20 : 627,5 -1,23 2,50:
70 s » 5,07 0 05 5,34 :0,69 0,92 : 1,86 635,0 -1,25 1,90

Moy 0,8 :3,8 5,25 0,20: 5,59 0,53: 0,90 0,01 : 067,5 -1,27 0.66:

71 + 5 :13 5,27 :0,16 5,63 : 0,52 1,18 : 0,53 C00,(! -1,28 :0,60
72 » » 5,07 : 0,01 4,82 :1,85 0,22 :3,15 631,2 -1.20 .5 20
73 + * 0 5,55 0,48: 5,75 1,45: 0,85 2,95: 019,0 -1,18 5.50:
71 » » 5,87 :0,41 7,55 : 1,31 4,68 : 2,27 702,0 -1,69 2 80
73 +11 :19 5,57 0,80: 6,27 1,55: 2,07 2,42 082,8 -1,29 2.85 :
7G » y> 5,02 : 0,48 «,12 :1.08 0,52 :1,55 645,5 -1,15 : 1 50
77 +50 :13 5.55 0,30: 4,83 0,82 : 1,22 2,80 : 658,0 -1,25 1,70:
78 » » 5,27 0,11: 6,02 0,20 : 2,07 0,25 081,4 -!,50 0,50 :!
70 +18 0 5,27 0,06 : 5,62 0,06: 1,18 0,00 661,8 -1,55 0,00
80 » i 5,52 : 0,22 6,55 : 1,41 2,18 .1,95 685,3 -1,55 :2,40

Mo> 13.G :9,0 5,40 :0,01 5,80 :0,18 1,62 : 0,09 671,6 -1,30 :0,24

■47



M
ÉCART COORDONNÉES DES TRAJECTOIRES

1«1

—*"-"" *^^^^^^^^_

s'5 à 7'"75

de la bouche.

es u

'M 4)

à 200'». à 400"'. à 600m. SUl\ LE SOL.
2 2
E —

M

•o

Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Hauteur Déviât. Distanc. Hauteur Déviât.

81

mm

+ »
mm

:10

m

5,23

m

:0,57

m

5,64

m

:1,50

m

1,54

m

:2,89

m

666,4

m

-1,24

m

.2,80

82 » » 5,12 0,16: 5,67 0,34 : 1,37 0,68: 604,8 -1,25 0,70:

85 +27 :11 5,97 0,50: 7,72 1,20: 4,90 1,85: 763,5 -1,66 1,90:

84 » » 5,62 0,68: 6,49 1,95: 2,72 5,85: 700,0 -1,19 4,20:

85 — 7 :6 4,90 0,25: 4,82 0,97: 0,32 1,62 637.6 -1,14 1,63:

8G » » 5,32 0,12: 6,21 0,74: 2,42 1,70: 094,0 -1,23 2,30:

87 » » 4,92 0,16: 4,59 :0,19 -0,33 :0,31 022,2 -1,25 :0,70

88 +17 :16 6,07 0,18: 7,52 0,64: 3,72 1,08: 729,0 -1,51 :1,30

89 » » 5,52 0,08 : 6,04 : 0,60 2,40 :1,23 685,0 -1,32 :1,60

90

Moy

-15 :1 5,47 0,44 G,14 0,69 :

0,44:

1,77 0,99: 607,0 -1,15 1,10:

»,8 :9,4 3,40 0,21: 6,07 2,06 0,71: 668,2 -1,29 0,55:

91 +13 :22 4,83 :0,20 4,59 :0,62 -1,58 : 1,44 617,0 -1,30 1,10

92 > » 5,52 0,65: 5,48 1,37: 2,37 2,28: 688,6 -1,15 2,80:

93 — 5 :31 5,17 :0,58 4,98 : 1,18 1,47 :2,28 667,5 -1,25 :2,70

94 » » 5,52 :0,63 6,19 : 1,93 2,40 :3,38 694,0 -1,22 :4,20

93 + 6 :21 3,20 :0,28 6,29 :1,11 0,47 :2,00 639,4 -1,18 :2,50

9G » » 4,97 :0,55 5,19 :0,70 0,84 :1,04 634,0 -1,24 :1,20

97 -10 12 4,80 :0 09 4,14 0,25 -1,28 :0,20 599,5 -1,20 :0,20

98 » » 5,65 :0,08 6,84 :0,16 5,34 :0,03 724,0 -1,39 :0,05

99 + 7 :12 5,00 :0,18 4,64 * 0,58 -0,68 :0,85 616,2 -1,54 :0,95

100 » » 3,90 :0,07

:0,19

6,94 :0,14 5,12

1,03

:0,28 708,2 -1,22 0,25

[Mo, 2,2 : 19,6 3,24 5,55 :0,55 :0,90 660,8 -1,28 :1,02|

Pour compléter les données qui peuvent avoir de l'in

fluence sur les coordonnées des trajectoires, on indique

ci-après les moyennes sur 10 coups : 1° de la densité de

l'air (poids du mètre cube) ; 2° de la direction et de la

vitesse du vent; 3° du poids et du diamètre du boulet. On

tirait habituellement 20 coups dans une même séance.
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La densité de l'air était déterminée d'après l'observa

tion de la hauteur du baromètre, de la température et de

l'état hygrométrique de l'air.

La direction du vent était donnée par un anémomètre

particulier, dans lequel une boule très-légère s'écartait de

la verticale sous l'action du vent; de l'angle d'écart de celte

verticale on concluait la pression exercée par l'air et par

suite la vitesse du vent. La direction est indiquée en par

lant du vent debout, et marchant vers la gauche de façon

que 90° correspond à un vent latéral de gauche, pour le

pointeur, 180° à un vent arrière, 270° à un vent de droite.

MOYENNES DENSITÉ VENT. PROJECTILE.

par séries de

l'air.de 10 coups. Direct. Vitesse. Poids. Diamètre.

Dulor aulOocoup...

Du 31» au 40"

krm1

1,1876

deg.

215

m:s

0,80

kil.

8,054

mm

128,03

1,1876 215 0,80 8,060 128,01

1,1954 168 1,80 8,062 127,71

1,1804 199 4,10 8,003 127,86

1,1959 197 2,34 8,001 127,71

1,1954 238 3,28 0,066 127,79

1,1802 125 2,11 8,030 127,70

1,1959 238 2,52 8,045 127,76

1,1776 52 1,85 8,036 127,89

1,1766 39 1,70 8,038 127,81

Moyennes sur 100. . 1,1879 » » 8,052 127,83

Tour rendre les résultats indépendants des différences

dans la densité de l'air durant les divers jours employés

au tir, on a réduit toutes les hauteurs observées sur

10 coups à ce qu'elles eussent été si la. densité de l'air

eût été constante et égale à 1,2083, comme on l'indi
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quera plus loin (§ 2. Variations dans les portées et les élé

vations dues à la variation dans la densité de l'air), et

l'on a obtenu pour les hauteurs moyennes, sur 100 coups,

rapportées au point de départ, respectivement 3m917,

^SOô, — 0m056, — 2m759 aux distances respectives de

200">, 400«\ 600m et 666>"8 (sur le sol).

Au moyen des formules données (94), on a déterminé

la vitesse initiale et l'angle de projection de la trajectoire

assujettie à la condition de passer aux hauteurs moyennes

observées à 200m et à 600m; et ensuite on a calculé les

ordonnées de la trajectoire à 44)0m et à 666m8.

En comparant les ordonnées aux hauteurs observées,

on a obtenu les résultats contenus dans le tableau suivant :

Tableau de la comparaison des trajectoires calculées et des

trajectoires observées, moyennes sur 100 coups, d'un boulet

de 16 à la charge de 1*333, et sous l'angle dont la tangente

est 0,02503.

Distances

Ordonnées observées.

Ordonnées calculées .

Différences..-.

m

200

3,917'

3,917

0,000

m

400

4,305

4,297

-0,008

m

000

-0,056'

-0,050

0,000

600,8

-2,759

-2,810

-0,051

* La vitesse et l'inclinaison qui résultent de ces deux hauteurs,

sont respectivement 390m =&80 et 0,02678.

Les différences entre les résultats de l'observation et

ceux des formules sont tout à fait négligeables; elles sont

dans les limites de l'exactitude qu'on peut désirer. La dif

férence à 400'" n'est que le seizième du diamètre du boulet

et elle pourrait être seize fois plus grande sans que le pro

jectile qui suivrait la trajectoire calculée, manquât de tou

cher le but, celui-ci ne fùt-il pas plus étendu que le boulet
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lui-même. Quant à la différence de hauteurs à la distance

moyenne des points de chute sur le sol, laquelle n'est que

de 0m05'l, elle serait moindre, sans doute, si l'observation

avait pu se faire sur un but vertical, comme aux autres

distances, parce qu'ici la moyenne distance ne corres

pond pas nécessairement à la trajectoire moyenne.

Dans une autre expérience de 48 coups tirés à la même

charge, sous l'inclinaison de 0,01853, on a obtenu des

résultats analogues renfermés dans le tableau suivant :

Distances.

Ordonnées observées.

Ordonnées calculées .

Différence

m

100

1,617

1,569

-0,048

m

200

2,412'

2,412

0

400

1,437

1 ,437

0

' La vitesse et l'angle de projection qui résultent des hauteurs

à 200m et à 400">, sont respectivement 400ni6 et 0,01892.

Les différences entre les résultats de l'observation et

ceux du calcul sont encore très-faibles, un peu moins

faibles cependant que dans le cas précédent, parce qu'elles

résultent de moyennes prises sur un moins grand nombre

de coups. Mais cette précision ne laisse encore rien à dé

sirer pour la construction des tables de tir.

On doit remarquer cependant que dans ces deux cas les

angles de projection sont un peu plus grands que les angles

d'inclinaison du canon, comme on l'a d'ailleurs observé

directement ; seulement, la dernière différence était un peu

plus grande. De plus, les vitesses déterminées dans chaque

cas diffèrent en tre elles et paraissent toutes deux inférieures,

mais de quelques mètres seulement, à la vitesse qu'on ob

tiendrait directement au moyen du pendule balistique, la

quelle était sans doute comprise entre 404m:s et 406m:s.
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Si l'on admettait cette vitesse et qu'on voulût obtenir

un accord aussi grand, il faudrait, soit supposer la résis

tance tangentielle de l'air plus grande, soit admettre l'exis

tence d'une force déviatrice agissant de haut en bas.

Les trajectoires moyennes des balles sphériques de fusil

ne sont pas moins exactement représentées par les for

mules qui ont été données plus haut.

Dans des expériences faites à Vincennes en 1849, avec

des balles sphériques, le fusil tiré à" l'épaule sur des cibles

de 4m de hauteur sur 4m de largeur, à diverses distances,

les moyennes des hauteurs observées et rapportées à la

ligne de mire, sur un très-grand nombre de coups, ont

donné ' les résultats ci-après indiqués :

Distance» 85" 60" 75" 100» 135" 150" 175" 200» 230" 300» 400»

Ordonnées 0,05 0,09 0,18 -0,01 -0,18 -0,42 -0,74 -1,00 -2,78 -4,87 -11,85

En traçant une courbe régulière, qui représente le

mieux l'ensemble de ces points, on trouve qu'elle coupe

l'axe des abscisses à 100m de l'origine et qu'à la dislance

de 200m, elle est de lm15 au-dessous de ce même axe.

Le diamètre moyen de la balle était 0m0i67, son poids

0k0268; tirée à la charge de 0k009, la vitesse initiale,

mesurée au pendule balistique, a été 446m:s.

En prenant, pour le second coefficient de la résistance

i

de l'air, - = 0,0023; puis, pour le premier, A = 0,0275,

et en faisant passer la trajectoire aux deux hauteurs

moyennes rectifiées à 100m et à 200m, on trouve 44Gm:*

pour vitesse initiale, exactement comme au pendule balis

tique; en prenant successivement A= 0,027 et A= 0,028,

on obtient respectivement les vitesses 442m:s0 et 449m:s6,

et, pour inclinaisons des lignes de projection, 0,00338 et

' Mémorial d'Artillerie; n» Vil, 1852, page 329.
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0,00331, enfin, pour ordonnées aux diverses dislances,

les résultais comparatifs ci-après :

ORDONNÉES

observées.

ORDONNÉES CALCULÉES

DISTANCES.

avec

A = 0,027. A =0,028.

: 25

m

0,05 0,07 0,07

50 0,09 0,09 0,09

75 0,12 0,08 0,08

1 100 0,02 0,00 0,00

125 -0,18 -0,15 -0,15

150 -0,42 -0,38 -0,37

175 -0,73 -0,71 -0,70

200 -1,00 -1,15 -1,15

250 -2,76 -2,48 -2,49

300 -4,87 -4,56 -4,67

i 400 -11,85 -12,11 -12,40

Ces deux trajectoires calculées représentent assez exac

tement l'une et l'autre les hauteurs observées ; les diffé

rences qu'on observe tiennent aux grandes déviations des

balles aux grandes distances, d'où résulte que la moyenne

sur le nombre limité des hauteurs observées, peut diffé

rer de la hauteur véritable.

219. Trajectoires particulières. Les trajectoires des

projectiles prises isolément ne peuvent pas toujours

être représentées aussi exactement que les trajectoires

moyennes prises sur un grand nombre de coups.

Pour le reconnaître, on a choisi cinq trajectoires qui

ne présentaient que de faibles déviations latérales; l'une

s'écartait peu de la trajectoire moyenne ; deux autres s'en

écartaient moyennement, et deux autres beaucoup, soit

en dessus, soit en-dessous. Les hauteurs sont exactes à 3
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ou <i centimètres près ; les inclinaisons à 0,0001 environ.

Les résultats de la comparaison sont contenus dans le

tableau suivant :

Tableau des trajectoires des boulets de 16 tirés dans un canon

de siège sous l'inclinaison de 0,02593 (i° 29' 7") o la charge

de 1*333.

 

m
NATURE TANGENTES

ORDO>

aux

NÉES DE LA TRAJECTOIRE
VITESSE

8 s
distances de

au pointr. -.

des de l'angle

de projection

initiale

calculée.

if
résultats.

de chute.

■
200"' 400"" 600" oisr". ORD"*.

Observés. . 0,02470

m

3,37

m

3,58

m

-1,20

m

636

m

-2,68

m :s

1
Calculés . . 0,02370 id. 3,58 id. id. -2,62 401,5

(Observés.

(Calculés . ■

0,02539 3,60 3,59 -1,52 629 -2,71

I

(Observés. .

0,02501 id. 3,53 id. id. -2,74 383,1

0,02797 3,94 4,89 1,04 692 -2 66

,! (Calculés..

i

0,02024 id. 4,68 id. id. -2,48 412,2

(Observés. . 0,02874 4,61 6,67 4,06 783 -2,99

(Calculés . 0,02894 id. 6,33 id. id. -2,64 435,3

I

(Observés. . 0,03210 3,91 3,75 -0,97 641 -2,74

'"
'Calculés . . 0,02725 id. -l.i i-J id. id. -2,76 377,2

I

Les ordonnées de la première trajectoire sont exacte

ment représentées par la formule ; celles de la seconde

le seraient aussi avec de légères modifications dans les

hauteurs des points choisis, ou resteraient dans les limites

de l'exactitude des observations. Les autres en diffèrent

notablement, particulièrement la quatrième.

Dans la première trajectoire et dans la troisième, les

vitesses initiales calculées s'écartent peu de la véritable;

mais dans les deux dernières, elles diffèrent trop pour
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être admissibles. Dans presque tous l'angle de projection

calculé présente une différence notable avec l'angle de

projection observé.

Les différences signalées ne peuvent pas tenir à la

grandeur des coefficients de la résistance de l'air, puisque

ceux-ci conviennent pour les trajectoires 1 et 2, et que

les trajectoires 4 et 5 présentent des différences en sens

inverse. Celte opinion se trouvera encore confirmée plus

loin. D'ailleurs les déviations latérales qu'on remarque

habituellement ne peuvent pas tenir à une pareille cause.

En remarquant que dans l'équation de la trajectoire (art.

63,éq.7), où V' = 2jfA, y = *lang9 —|^£^*(*,V)

la hauteur de l'ordonnée dépend du rapport —, on recon

naîtra qu'en faisant varier g, et V1 dans la même propor

tion, on ne changera pas les hauteurs des ordonnées

autrement que par la valeur de la fonction ifb(a;,V). Donc,

pour ramener les vitesses à être représentées avec exac

titude, il suffira de faire varier g dans le numérateur; ce

résultat est important, puisqu'alors les vitesses et les du

rées ne sont plus altérées pour faire concorder les hau

teurs. Ainsi , en se reportant aux hauteurs moyennes des

100 coups (218), les ordonnées seront aussi exactement

représentées en supposant la valeur de g augmentée de

7j, et la valeur de V augmentée à très-peu près dans le

même rapport, et, de plus, on aurait une vitesse initiale

égale à celle qui est mesurée au moyen du pendule ba

listique, laquelle doit être comprise entre 4Ô4m:s et 408m:*.

Cette modification revient à admettre l'existence d'une force

accélératrice égale au -~ de la pesanteur qui correspond

ici à une pression de 0k400, agissant dé haut en bas.

On ramènerait de même les vitesses calculées des tra

jectoires particulières (219) à se rapprocher des valeurs

48
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exactes; on devrait admettre, pour la cinquième, une

force déviatrice dans le sens de la pesanteur égale à ^ de

celle-ci; et, pour la quatrième, une force déviatrice égale

à j de la pesanteur et en sens inverse.

On est amené par là à reconnaître l'existence de forces

accélératrices autres que la pesanteur et variables d'un

coup à l'autre. Nous verrons plus loin ce qu'elles sont.

220. Déterminer la force déviatrice verticale qui fait

passer la trajectoire par deux points donnés. La vitesse

initiale étant donnée, on peut déterminer l'angle de pro

jection et la grandeur d'une force déviatrice verticale

constante, telle que serait la pesanteur, qui font passer la

trajectoire par deux points donnés. Conservons les nota

tions admises (46 et 61), désignons par g' la force déviatrice

supposée constante et verticale, et faisons g + g' = G.

L'équation de la trajectoire (63) sera

y = *tangç -^.^-^(a, V).

Soit, a et b l'abscisse et l'ordonnée d'un premier point,

a! et V celles d'un second point ; en se rappelant que

V, = Vcos<p, on aura

b = a tang<?> — - ^-2 y?0(a, V),

Cl

d'où

el

tf = rftangT-~*(«f,V);

h G « / TV

lang*-- = -_*(«!, V),

b' G a'

lang? - ^ = -—!&(«', V).



DÉVIATIONS DES PROJECTILES. 379

Divisant et soustrayant membre à membre pour obtenir

successivement <p et G, on aura

£«'ul(a',V)-£a*(o,V)

taDg<P = a'm,(a',V)-aD!,(a,V) '

et

b _b>

ti] 2 = v * i a'

2 ' o'Ub(o',V) — oiB,(«, V)'

On pourra aussi déterminer G par la condition que le

projectile projeté sous l'angle 9 passe par le second point,

et on aura

tengf-g y,

2 *(a',V) ' a'-

La valeur de V, qui entre dans ifi,(a,V) et ifi,(a', V) sera

calculée au moyen de l'inclinaison de la bouche à feu qui

est connue et qui diffère trop peu de la véritable valeur

de <p pour donner lieu à une erreur appréciable.

Appliquons ces formules à la recherche de la force dé-

viatrice dans celle des trajectoires qui présente les plus

grandes différences, c'est-à-dire la quatrième, et dans des

circonstances favorables; en conséquence nous admet

trons aux dislances de 200m et 600m des différences de

0m04, égales aux limites des erreurs possibles d'observa

tions, en prenant V = 410™, qui est à peu près la plus

grande vitesse qu'on a dû avoir. On trouve alors que l'in

clinaison est -4- 0,02918 et G = 8,913; on a pour dif

férences dans les hauteurs, savoir : — 0m33 à 400m, et

■+• 0m26 au point de chute ; ces différences sont un peu

moindres que quand on prend la valeur de G = g ; la

différence sur l'angle de projection est de 0,0004, qui
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n'esl qu'un peu plus grande que dans le cas précédent; la

vitesse initiale et les durées ne sont pas altérées pour faire

concorder les ordonnées, ce qui est un grand avantage.

221 . Les différences entre les trajectoires ne tiennent pas

au coefficient de la résistance de l'air. On n'aurait pas plus

d'exactitude en faisant varier le coefficient de la résistance

de l'air; car, en augmentant celle résistance, pour faire

courber davantage la trajectoire et donner moins de dif

férence à la distance de 400m, il en résulte des diffé

rences plus grandes au point de chute, et en même temps

des angles de projection qui s'éloignent des angles ob

serves, comme le montre le tableau suivant, établi pour

des valeurs égales à £ et j de la résistance admise, les

quelles dépassent de beaucoup les augmentations qu'il

serait possible de supposer.

Tableau du calcul des trajectoires pour diverses grandeurs de la

résistance de l'air, sur un boulet de i6, animé de la vitesse

initiale de AiU^-*.

_, ' -1
RÉSISTANCE

G.

ORDONNEES DE LA TRAJECTOIRE,

de l'air.
200">. 400»'. 600'". 783-'. '

Ordonnées et

sons observ

nclinai-

ées.

m

4,61

m

6,67

m

4,06

ni

0,02874 -2,99

a j r
8,913 0,02918 4,65 6,34 4,02 -2,73

^s it 8,177 0,02883 4,65 6,41 4,02 -3,17

a \ 7P 6,455 0,02794 4,05 6,56 4,02 -4,31

La supposition d'une force dévialrice constante, même

en prenant arbitrairement le coefficient de la résistance

de l'air, ne permet pas de représenter exactement et dans

tous les cas la trajectoire d'un projectile. Elle suffit pour

un résultat moyen pris sur un assez grand nombre de
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coups, et, dans ce cas, elle permet de conserver aux vi

tesses initiales leurs grandeurs véritables, et par consé

quent la relation exacte dans les vitesses et dans les durées.

222. La cause déviatrice est variable dans l'étendue du

trajet. Pour faire concorder la trajectoire calculée avec la

trajectoire réelle, il devient nécessaire de faire varier la

force déviatrice dans l'étendue du trajet.

Pour reconnaître plus facilement la valeur de cette force

déviatrice, comparons la trajectoire observée à la trajec

toire normale due à la vitesse initiale moyenne et à l'in

clinaison du canon au-dessus de l'horizon ; les différences

seront les ordonnées de la courbe déviée, les abscisses

restant les dislances horizontales à la bouche; appliquons

celte recherche au cas de la quatrième trajectoire dont

nous nous sommes occupés; prenons V = 406m, tang?

= 0,02593 et g = 9m809; comparant les ordonnées cal

culées aux ordonnées réelles, on aura les résultats con

tenus dans le tableau suivant :

Tableau comparatif des ordonnées observées et des ordonnées

calculées de la trajectoire normale.

Distances à la bouche

Ordonnées observées

Ordonnées calculées

Excès des ordonnées observées. .

m

200

m

400

m

600

m

783

4,61 6,67 4,06 -2,99

3,86 4,39 0,43 -8,35

0,75 2,28 3,63 5,36

Si, pour rendre la comparaison plus facile, on trace les

ordonnées de la trajectoire déviée à une échelle plus grande

que les distances, on verra facilement que ces déviatiens

doivent être altribuées à deux causes : 1° un écart dans

la direction ; 2° une force déviatrice dirigée dans le sens
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opposé à la pesanteur. Au moyen du calcul, on trouve

que la courbe qui, sans offrir d'inflexion, présenterait les

moindres différences, aurait au départ une inclinaison de

0,0039, et la force déviatrice exprimée comme la pesan

teur, serait ainsi qu'il suit : 1,95 de 0m à 200m; 0,80 de

200™ à /*00n>; 0,15 de 400"» à 600™; et 0,10 de 600™ à

783m. La courbe ainsi tracée présenterait encore des dif

férences de 0m10 et 0m12, alternativement dans un sens

et dans l'autre. Ces quantités dépassent les erreurs pos

sibles d'observations; il en est de même de l'inclinaison.

En cherchant à représenter plus exactement la trajec

toire réelle, et en parlant de l'angle de projection observé,

on est amené à reconnaître que la force déviatrice agit

alternativement dans un sens et dans l'autre; ce n'est

qu'ainsi que l'on obtient la courbe ondulée qui résulte

de l'observation.

Si l'on remarque en même temps que des ondulations

dans le plan vertical concourent avec des ondulations dans

la projection horizontale, on est conduit à admettre l'exis

tence d'une force déviatrice agissant suivant des directions

qui varient d'une manière continue et qui peuvent faire des

oscillations ou plusieurs révolutions autour de la trajec

toire qu'eût décrite le projectile sans cette force déviatrice.

Le tracé de ces cinq trajectoires en projection horizon

tale cl en projection verticale, fait voir plus clairement la

nature des déviations.

223. Résume. En résumé, nous avons distingué le cas

des trajectoires moyennes de celui des trajectoires parti

culières, et nous avons reconnu ce qui suit : 1° les tra

jectoires moyennes des projectiles sphériques peuvent

être représentées par des formules balistiques, avec toute

l'exactitude désirable; on en déduit une vitesse initiale

qui peut déférer de la véritable d'une très-petite quantité ;

2° que pour représenter plus exactement la vitesse initiale,
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et par suite la vitesse du projectile et la durée du trajet,

on est conduit à admettre une force dévialrice verticale,

agissant à la manière de la pesanteur; 3° qu'en faisant va

rier les coefficients de la résistance de l'air, même au delà

des limites qu'on peut raisonnablement admettre, on ne

rendrait pas compte des trajectoires particulières des pro

jectiles; 4° que pour représenter la trajectoire particulière

d'un projectile ordinaire, on est forcé d'admettre dans la

plupart des cas une force dévialrice variable dans la lon

gueur du trajet '.

D'après cela, nous sommes naturellement conduit à étu

dier les causes dévialrices des projectiles.

1 M. le colonel Mayevsky, de l'artillerie russe, a recherché les lois

de la résistance de l'air d'après l'observation des trajectoires de

boulets de 24 , aussi concentriques que possible, tirés dans des ca

nons neufs en bronze ; l'observation a été suivie sur des charges

fournissant des vitesses variées, de manière à correspondre à des

arcs successifs d'une trajectoire unique qu'il eût été impossible d'ob

server dans toute son étendue, à cause de son élévation.

Ce savant officier, d'un esprit consciencieux, a cherché l'expres

sion de la résistance de l'air qui représentait le mieux les diverses

parties de la trajectoire, et, par des calculs précis, en conservant

les notations ordinaires, le mètre et le kilogramme étant pris pour

unités, il a trouvé la formule ci-après :

S

200J

Il a ainsi deux termes respectivement proportionnels à la seconde

et à la quatrième puissance de la vitesse. (Bulletin de la classe

physico -mathématique, de l'Académie de Saint-Pétersbourg;

tom. XVII, 1858.)

Cette formule, comparée à celle «pie nous avons déduite des pertes

de vitesse observées dans l'air (art. 52), donne des résistances plus

faibles pour les petites vitesses, jusqu'à 350m:s. Les résistances

croissent de plus en plus à mesure que les vitesses augmentent,

jusqu'à être doubles vers 600™:s.

Malgré le soin qu'on a eu de choisir des boulets aussi concen

triques que possible, on n'a pas pu éviter que le boulet n'ait subi,

P = 0,012^1^(1 + ^)'
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Cante* de» déviations des projectile*.

224. Exposé. En comparant les trajectoires que suivent

les projectiles sphériques à celles qui résultent des for

mules dans lesquelles on tient compte exactement de l'ac

tion verticale de la pesanteur et de la résistance de l'air

suivant la direction du mouvement, nous avons été

conduit à reconnaître l'existence d'autres causes qui

agissaient sur les projectiles et qui étaient variables en

grandeur et en direction d'un projectile à l'autre et même

dans l'étendue du trajet d'un même projectile.

Les causes de déviations sont de deux sortes; les unes

agissent sur le projectile dans l'arme et ont pour résultat

de modifier la direction et la vitesse initiale. Elles pro

duisent aussi le mouvement de rotation du projectile qui

devient la cause d'autres déviations dans le trajet. Les

autres causes déviatrices agissent sur le projectile pendant

tout le temps de son trajet dans l'air.

Les premières éloignent le projectile de la direction

de l'axe de l'âme proportionnellement aux distances; les

de la part des gaz enflammés de la poudre, une forte compression

a son départ du fond de l'âme , et qu'il ne soit résulté de là un

mouvement de rotation du projectile constamment dans le môme

sens. Par suite, il y a eu durant le trajet dans l'air une cause de

dérivation dans un sens déterminé. Celle-ci modifiant la trajectoire

a dû conduire à une modification de la loi de la résistance de l'air,

puisepj'on a laissé à celle-ci seule à représenter la trajectoire observée.

Malgré tout le mérite d'un pareil travail, nous croyons qu'il vaut

mieux introduire une force déviatrice verticale , soit comme la pe

santeur, soit comme l'action du vent , et laisser à la résistance de

l'air l'expression qui résulte des expériences directes ; c'est d'ail

leurs ce qu'il faut faire pour les projectiles excentriques et pour les

projectiles oblongs tirés dans les canons rayés.
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autres doivent être considérées comme des forces accé

lératrices variables d'un coup à l'autre en grandeur et en

direction, et même durant le trajet d'un projectile. Elles

sont ainsi distinctes de la pesanteur qui est constante et '

de la résistance tangentielle de l'air qui est bien déter

minée. La trajectoire qui résulte de l'action de ces deux

forces est celle que nous regarderons comme la trajec

toire normale.

Parmi ces causes, quelques-unes agissent d'une manière

permanente et produisent des effets qu'on peut estimer à

l'avance et que nous distinguerons par le nom de déri

vations.

Causes déviatrlces Initiales.

225. Variations dans les directions des projectiles sphé-

riques au départ. Les boulets et les projectiles creux en

fonte de fer ont toujours un diamètre un peu moindre

que celui de l'àme des bouches à feu auxquelles ils sont

destinés. Il résulte de cette différence que généralement

le projectile ne suit pas la direction de l'âme; on recon

naît ce fait par l'examen des bouches à feu.

Dans une bouche à feu en bronze qui a servi au tir, on

observe en effet à l'emplacement du boulet, en avant de la

charge, une dépression qui résulte, comme on sait, de la

pression que les gaz qui s'écoulent par la partie supé

rieure de l'âme exercent sur le projectile; celui-ci dès lors

ne quille cet emplacement que sous un angle un peu plus

élevé que celui de l'axe de la bouche à feu au-dessus de

l'horizon.

Si la bouche à feu a peu de longueur, cette inclinaison

détermine celle du projectile. Mais si la bouche à feu est

assez longue ou si le relèvement est suffisamment grand,

le projectile rencontre la paroi supérieure de l'âme. Après

49
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le choc, la direction du projectile est moins élevée que

celle de l'âme et paraît relativement un abaissement.

Mais il pourra y avoir un nouveau choc qui ayant lieu

alors dans la partie inférieure sera la cause d'un relève

ment.

11 résulte de là que les projectiles sortent de la bouche

à feu suivant une direction différente à chaque coup mais

plus souvent relevée au-dessus de l'axe de l'âme. Par suite

des inégalités qui se rencontrent dans la forme et dans la

densité du projectile, par suite aussi des différences dans

son emplacement devant la charge et par d'autres causes,

la résultante de l'action des gaz sur le projectile n'est pas

exactement dans le plan vertical; de sorte que la direction

du projectile au sortir de la bouche à feu diffère un peu

de ce plan.

De la pression que le projectile exerce sur la paroi in

férieure de l'âme et du frottement qui en est la conséquence,

il résulte aussi une force tangentielle ; celle-ci imprime au

projectile un mouvement de rotation qui produit des dé

viations dont il sera question plus loin.

Les balles de plomb , dans les fusils ordinaires , pro

duisent aussi des pressions et des chocs, et, par suite, des

variations dans la direction au sortir de l'âme qui ont de

l'analogie avec les mouvements des boulets.

226 . Mesure des variations dans les directions. Lombard '

avait déjà reconnu que les boulets en général ne sortaient

pas parallèlement à l'axe des canons; il avait mesuré le

relèvement au moyen d'une planchette placée à une petite

dislance et qui était coupée au passage. On mesure la

direction du projectile au départ avec beaucoup plus

d'exactitude, au moyen d'une feuille de plomb mince,

placée à 8m ou 9m de la bouclie à feu, et, comme on l'a

' Mouvement des projectiles.
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déjà indiqué (218); en comparant la position du point

d'impact à celle du point où l'axe de l'âme prolongé ren

contrerait cette feuille de plomb et qui est déterminé à

l'avance, on a, non-seulement l'élévation du projectile

au-dessus de l'axe, mais encore la véritable direction ini

tiale de ce projectile. Pour cela, on doit avoir soin d'aug

menter le relèvement observé de la petite quantité dont

l'action de la pesanteur a abaissé le projectile dans ce tra

jet, ce qui est facile lorsqu'on connaît sa vitesse initiale,

au moins approximativement.

D'après des expériences faites en France (218) avec des

canons de 24- et de 16, avec des obusiers de 22cin et de

16cm, neufs, et les modes de chargement en usage, on a

reconnu que les déviations avaient lieu dans les divers

sens, mais que généralement il y avait relèvement par

rapport à l'axe.

Ce relèvement moyen observé était de 0° 3'{ pour les

canons. On a reconnu, en outre, qu'en comparant les

relèvements inégaux d'un coup à l'autre, au relèvement

moyen, la moitié d'entre eux s'en écartait de plus de 0° 5'

soit en dessus soit en dessous. Il résulte do là qu'un quart

des relèvements dépassait 8' £; que pour un quart des

coups la direction était au-dessous de l'axe de Y \, et

qu'une moitié était comprise entre ces deux limites.

Considérés dans le sens horizontal , la moitié des écarts

dépassait Itl ^ , soit à droite, soit à gauche du plan vertical

passant par l'axe; les autres écarts étaient moindres.

Avec les obus, les relèvements sont plus considérables:

le relèvement moyen a été de 0°10'^; cet excès provient

tant de la moindre densité des projectiles que de la moin

dre longueur des bouches à feu.

La limite de la moitié des écarts était, comme avec les

canons, de 0° 5' dans le sens vertical, et de &' { dans le

sens horizontal , de sorte que dans un quart des coups,
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le relèvement dépassait 15' j, dans un autre quart-, il

était moindre que 5'£, la moitié restante était comprise

entre ces deux limites.

227. Déviations dans les armes rayées en liélice. Dans

les armes à feu rayées en hélice, la balle de plomb forcée

dans les rayures ne peut pas ballotter ; néanmoins , la

balle ne 6'échnppe pas nécessairement parallèlementàl'axe

de l'arme; car, si le centre de gravité n'est pas exactement

sur l'axe du canon, il décrit une hélice, dont le pas est

celui des rayures, et il s'échappe suivant la tangente au

dernier élément de celle hélice ; la déviation sera donc

d'autant plus grande que les filets de l'hélice seront plus

inclinés. Ainsi, une balle dans laquelle le centre de gravité

se trouverait à un dixième de millimètre de l'axe, dans

la carabine de chasseurs en usage en France et dont les

rayures ont un pas très-grand et égal à 6m226, la déviation

produite par celte cause serait de 0m05 à 600m. Avec le

mousqueton d'artillerie, dont le pas des rayures est de 2m,

la déviation serait de 0m07 à 200m; avec le pistolet d'of

ficier de cavalerie, dont le pas est de 0m54, la déviation

serait de 0m0G à 50m.

La distance de 0m00(M entre le centre de gravité et le

centre de figure est atteinte fréquemment dans les balles

sphériques ordinaires. Il suffit pour cela qu'il y ait un

vide de -^ du volume de la balle, dont le centre serait

aux deux tiers du rayon à partir du centre. On peut esti

mer, d'après la position et le volume de ce vide, que la

distance des centres est moyennement de -^ de milli

mètre. Les effets que produit cette excentricité sont di

minués par certaines précautions qu'on prend dans le

chargement.

228. Déviations provenant du mouvement des armes.

La direction de la balle au départ peut être aussi affectée

par le mouvement même de l'arme pendant que le pro
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jeclilc en parcourt la longueur. Ces effets seront particu

lièrement sensibles quand l'arme ne pourra pas reculer

sans tourner autour d'un point fixe. Ils seront d'autant

plus grands que le poids de la balle relativement à celui

de l'arme sera plus considérable, et ils dépendront de la

distance du point de rotation à l'axe'. Pour qu'ils dispa

raissent, il suffit que l'arme puisse reculer librement d'une

très-petite quantité; mais la manière dont le tireur appuie

le fusil à l'épaule par un point qui est en dehors de l'axe

du canon a de l'influence sur la direction de la balle au

départ et relativement au point visé.

229. Vibration des canons de fusil. On a reconnu que

les canons de fusil éprouvent des vibrations tant dans le

sens vertical que dans le sens horizontal, de façon que

l'extrémité du canon décrit une sorte de spirale elliptique

dont le grand axe est vertical \ C'est ainsi qu'avec un canon

de fusil d'infanterie de 1m08 de longueur avec la balle et

la charge de poudre en usage et avec la résistance qu'op

pose l'épaule d'un tireur, l'étendue des vibrations est de

0m005 dans le sens vertical et de 0m0025 dans le sens

horizontal. Lorsque le canon de fusil est entièrement

libre, les vibrations dans l'un et l'autre sens sont réduites

à O0005.

Dans un fusil monté, tiré à l'épaule, les vibrations ver

ticales et horizontales sont respectivement de 0m0019 et

de 0m001l. En vertu de la flexion que ces vibrations indi

quent, la direction de la balle peut s'écarter de la direc

tion primitive de l'axe jusqu'à produire à 200m des dévia

tions dont le maximum est respectivement de 0m70 et

1 Mémoires de l'Académie des sciences, année 1703, p. 98; et

expériences faites à la direction des poudres. (Cours d'artilkrie de

M. le général Piobert, 2" édition, 1845. p. 79.)

* Expériences faites à Mutzig , par le général de Mainvillc , en

1835.
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0m40. Lorsqu'on augmente la résistance au recul ou le

poids de la charge, les vibrations et, par suite, les dévia-

lions augmentent.

Ces considérations font voir quelles précautions on doit

prendre pour assurer la justesse du tir et quelle influence

peuvent avoir la forme et le poids du canon.

230. Variation dans les vitesses initiales. Les vitesses

initiales imprimées à un projectile qu'on tire avec une

poudre de même espèce et une charge de même poids,

ne sont pas constantes. La variation provient, pour un

projectile donné, de l'inégalité qu'on ne sait pas éviter

entièrement dans la manière dont l'inflammation se pro

page d'une partie à l'autre de la charge et dans la ma

nière dont la combustion des grains s'opère. Pour des

projecliles différents, elle provient en outre des différences

dans leurs diamètres et dans leurs poids. Elle provient

encore des résistances inégales que le projectile éprouve

contre les parois de l'àme dans deux bouches à feu dif

férentes, soit en quittant sa position primitive, soit par

suite des chocs et des frottements qui diminuent inégale

ment sa vitesse d'un coup à l'autre et qui dépendent de

l'état de dégradation de la bouche à feu.

Ces variations sont très-facilement appréciables dans la

mesure des vitesses au moyen du pendule balistique. Leur

grandeur dépend beaucoup du mode de chargement; voici

quelques-uns des résultats principaux :

Avec le canon de campagne, des boulets sphériques cn-

sabotés suivant le mode en usage et avec la charge ordinaire

du tiers du poids du boulet, qui imprime à celui-ci une

vitesse initiale de ■485m:s; on a observé qu'à la moitié des

coups, la vitesse s'écartait de plus de 6mT" ou d'environ ^

de cette vitesse; à l'autre moitié des coups, la vitesse dif

férait de moins de 6m, soit en plus, soit en moins.

Avec un canon de siège de 16 à la charge du quart du
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poids du boulet , et chargé suivant le mode en usage, un

bouchon de foin sur la poudre et un autre sur le boulet,

la vitesse moyenne étant 466m:s, la moitié des vitesses

s'écartait de plus de 9m ou de ~j de celte moyenne.

Avec le même canon et la même charge , en envelop

pant le boulet d'une bande de carton d'épaisseur moindre

que la différence des rayons de l'âme et du projectile, ce

qui maintenait ainsi le boulet dans l'axe de l'âme et sans le

presser , la régularité des vitesses a été beaucoup plus grande.

Avec le mode de chargement employé pour le tir plon

geant et à petites vitesses, avec gargousses de petit diamè

tre et sans bouchon ni sabot , à la charge de j, du poids

du boulet de 16, qui lui imprimait une vitesse moyenne

de 97m:s5, la moitié des écarts ne dépassait pas 1m4 ou

yj de celle vitesse moyenne. Dans ces derniers cas, la ré

gularité des vitesses ayant particulièrement une grande

influence sur les chances d'atteindre, on doit y attacher

une grande importance lorsqu'on doit battre de longues

branches d'ouvrages de fortification.

231 . Influence de la variation du poids et du diamètre

du projectile sur la vitesse initiale et sur les portées. Les

tolérances qu'on accorde dans le poids et dans les diamè

tres des projectiles lors de leur réception, sont en général

très-faibles et n'ont qu'une influence très-minime sur la

vitesse initiale et sur la forme de la trajectoire.

Ainsi, pour des boulels de 12, il n'y a guère quel boulet

sur 50 qui s'écarte de plus de ~ à -^ du poids moyen de

tous les boulets. Tires à la charge ordinaire de guerre, qui

leur imprime une vitesse moyenne de 485m:s, une dimi

nution de ■— sur le poids de l'un d'eux produirait une

augmentation de 4n,91 sur la vitesse ; en vertu de cel ac

croissement, le projectile s'élèverait au-dessus de la tra

jectoire normale de 0,n084 à 500m, et de 0m152 à 1000"™;

mais à cause de sa moindre densité, l'action de l'air étant
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proportionnellement plus puissante, il se trouverait à

0m<i4 au-dessous de la trajectoire normale à la distance

de 1500m; l'ayant ainsi coupée à une distance intermé

diaire pour passer en dessous et s'en écarter de plus en

plus. L'écart dû à la variation de densité de quelques pro

jectiles dans les tolérances en usage, est peu considérable

devant ceux qui sont dus à d'autres causes, et la tolérance

en usage n'a pas d'influence bien sensible sur la régula

rité de l'ensemble des coups tirés ; en resserrant ces limites,

on créerait des difficultés que ne compenseraient pas la

très-faible augmentation de la régularité du tir.

Causes qui agissent snr le projectile durant son trajet

dans l'air.

232. Dérivation due à l'effet du vent. Il existe plusieurs

causes qui font que le projectile ne suit pas la trajectoire

normale qui résulterait de sa direction et de sa vitesse

initiale, de la pesanteur dans la direction verticale et de

la résistance de l'air dans la direction du mouvement, et

sans lesquelles le projectile décrirait sa trajectoire nor

male; parmi ces causes, celle du mouvement de l'atmos

phère ou du vent est la plus facile à reconnaître; on peut en

déterminer exactement les effets dans un cas quelconque.

Borda s'est occupé de la recherche du mouvement des

projectiles dans un milieu en mouvement', dans le cas

seulement où la direction du vent est dans le plan vertical

de tir. Persy' a considéré le cas où la direction du vent

est perpendiculaire au plan de tir, par une méthode qui

n'est qu'approximative. Nous allons traiter celte question

dans le cas le plus général.

1 Mémoires de l'Académie des sciences pour 17C9.

1 Cours de balistique ; lith. de l'École d'application de l'Artillerie

et du Génie, à Metz, 1&34.
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Soit, sur un plan horizontal AB (Fig. A9), la projection

de la direction au départ d'un mobile lancé dans l'air;

<p étant l'angle de projection, et V la vitesse initiale,

V, = Vcoscp, en sera la composante horizontale ; soit

W la vitesse du vent, CD sa direction supposée horizon

tale et faisant avec AB un angle a.

Supposons que l'on imprime à tout le système de la

bouche à feu, du projectile et de l'atmosphère, une vi

tesse égale à celle du vent, dans la même direction, mais

en sens opposé , c'est-à-dire de D vers C ; rien ne sera

changé dans les mouvements relatifs du projectile et de

l'atmosphère. La vitesse horizontale absolue du fluide de

viendra nulle ; la projection horizontale de la vitesse du

projectile sera la résultante de la vitesse V, = Vcos<p, re

présentée par AF, et de. la vitesse égale , parallèle et de

sens opposé à celle du vent, et représentée par AG. La

composante horizontale V,' de la vitesse V du projectile

dans la nouvelle direction, sera donc représentée en gran

deur et en direction, par la diagonale AH du parallélo

gramme construit avec AF et AG pour côtés.

D'après les propriétés connues des triangles, on aura

(i) V,' = V'V'cob'i? + W + 2\'coscp.\Vcos».

La projection verticale de la vitesse restant la même,

et étant égale à Vsin<p, la vitesse V suivant la nouvelle

direction, sera Y' = VV' + W*-t-2Vcosç.Wcos«: et si

l'on nomme <p' l'angle de projection, on aura

Vsin-p

tang?'.=

ou

(2) tangç'=tangp.

V/V>cos,q>-r-WJ-f-2Vcos<p.'vVco3«>

- i.l : '

\/7~. - Wcos- . W"

1+2.—-— +
Vcos<p V'cos'ip

On connaîtra ainsi tout ce qui détermine la trajectoire sui

50
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vant AH, et l'on pourra calculer la position du projectile

à un instant quelconque.

Considérons le projectile arrivé sur la nouvelle trajec

toire en un point dont la projection sur le plan horizontal

est P; soit t le temps écoulé. Comme pendant ce temps,

en vertu de l'hypothèse qu'on a faite, tout le système s'est

avancé parallèlement à la direction DC d'une quantité

égale àW(; on devra, pour rétablir le système dans sa

véritable position , le ramener dans la même direction et

dans le sens opposé d'une quantité égale àW; si donc,

à partir du point P, on porte sur une parallèle à CD, une

quantité PQ égale à W<, on aura , en Q, la projection vé

ritable du projectile; à cet instant, la hauteur du projec

tile est également connue. Si donc l'on compare celle

position à celle qu'aurait eu le projectile sans l'action du

vent, on aura la dérivation produite par celte cause, à un

instant déterminé. On aura, par les formules données plus

haut, l'inclinaison de la trajectoire et la vitesse du projec

tile à ce même instant.

Si l'on considère en particulier les portées sur le plan

horizontal, et qu'on détermine la portée qui aurait eu lieu

sans l'action du vent, l'on connaîtra exactement la dévia

tion telle qu'on la considère ordinairement, c'est-à-dire

indépendante du temps et seulement en ce qui regarde la

direction et la portée. La distance du point Q à la trace

du plan de projection AB, sera la dérivation latérale.

233. Dérivation due au vent dans le tir sous de petits

angles de projection. Dans le tir ordinaire des boulets et

des obus animés de grandes vitesses aux dislances ordi

naires, l'angle de projection au-dessus de l'horizon est

très-petit, et l'action horizontale du vent n'altère pas sen

siblement la hauteur du projectile, après un temps donné.

De plus, les dérivations sont toujours très-faibles relati

vement aux portées. Il résulte de là que la dislance AR

(Fig. 49) est sensiblement la portée qu'on aurait eue dans
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la direction AB sans l'action du vent, et que RQ représente

la dérivation absolue en grandeur et en direction, lorsque

le projectile tombe sur le plan horizontal. Dans ce cas, on

obtient facilement les équations de la trajectoire à double

courbure que décrit le projectile.

Soit AR = x et AP = a!, puisque PR est parallèle à HF,

V.'
on aura V, ;v,' '.\x\x', d'où x' = x^-;

w
on aura de même PR = x— .

^,

y étant l'ordonnée de la trajectoire à l'instant que l'on

considère, en conservant les notations connues (63), on aura

y = x^tango'- —ift.C*', V);

3?' CC

la durée / sera t = —,(&{rf, V) = Tr-Œ>(tf, V'),

et l'on aura PQ = W^-aj(a/, V).

En nommant a la dérivation RQ = PQ — PR comptée

dans le sens du vent, on aura

(3) A =z^ [&(*', V')-1],

ou, en développant œ>(x',\') et réduisant,

r'W x*

(4) a=-_(1+V„)F^.

Les valeurs de rc, y et A sont les coordonnées de la tra

jectoire à double courbure produite par l'action du vent.

La dérivation latérale et la dérivation en portée seront

respectivement Asin« et acos«.

On peut mettre l'équation (3) sous la forme

(5) A=W[|-Œ)(^,V)-^-].

En remarquant que — est la durée du trajet x dans lo

a; * '

vide et que — ÛE>(^,V) est la durée du même trajet dans
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l'air, on voit que la dérivation est égale au produit de la

vitesse du vent par la différence des durées respectives du

trajet du projectile dans l'air et dans le vide; ou, autre

ment encore, la dérivation pour un trajet donné est égale

au déplacement que subit une molécule de l'atmosphère

dans un temps égal à l'excès de la durée du trajet du pro

jectile dans l'air sur la durée de ce trajet dans le vide.

234. Simplifications. En général, la vitesse du vent est

faible relativement à celle du projectile; on peut alors né-

gliger le rapport — devant l'unité, de sorte qu'après avoir

fait le développement du radical on trouve simplement

CW POS M \

! —t. )■

\ cos <p /

x'

L'on peut aussi remplacer (û(a/,V) par ©(#, V) et F —

x 2c

par F 5-, sans erreur sensible.

Si la direction du vent est perpendiculaire au plan de

tir primitif, on aura eosa> = 0 et par conséquent

V,' = V,, x' = x et tangç' = tangip.

Dans le cas du tir des bombes, lorsque la vitesse W du

vent ne sera pas grande relativement à la projection V, de la

vitesse du projectile, la dérivation a ne sera pas considé

rable et les formules 3 et 4, ainsi que les considérations

qui les suivent, sont également applicables à ce tir, à la

" x'
condition que dans <£(#', V), dans F^- et dans V0, les

x1 V,'

quantités - et — seront remplacées respectivement par

— et —-, et dépendant des angles de projection et d'ar

rivée du projectile (76).

On reconnaît facilement l'influence de l'espèce du pro

jectile et des grandeurs respeclives des vitesses du vent et

du projectile sur les dérivations. Pour cela, reprenons

l'équation et supposons, pour plus de simplicité, que la
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direction du vent est perpendiculaire au plan de tir; alors,

x? est égal à x el celle équation devient

On voit par celle équation, en considérant d'abord le

W

terme — , que la dérivation du projectile est proportion

nelle à la vitesse du venl et en raison inverse de celle du

projectile. Lorsque le ternie — est petit, c'est-à-dire lorsque

les distances sont petites ou que le projectile est de grand

diamètre et de grande densité, le terme F— est peu diffc-

renl de l'unité et les dérivations sont alors simplement

x%

proportionnelles au rapport —, c'est-à-dire au carré des

distances et en raison inverse de 2c ou du produit du

calibre du projectile par sa densité. Mais, en réalité, à

cause du terme F 5-, les dérivations croissent plus rapi-

dément que le rapport 5-.

Si l'on remarque maintenant que le terme (1 -4-V0) croît

avec les vitesses, on verra qu'en réalité les dérivations ne

croissent pas aussi rapidement que le rapport inverse —

des vitesses initiales.

235. Applications. Dans le tableau qui suit on a calculé

la dérivation des divers projectiles sphériques suivant la

direction du vent et dans les circonstances ordinaires du

tir, pour une vitesse de 5m'*, ce qui se rapporte à un vent

assez fort; on a choisi la distance ordinaire de 600m pour

les boulets, les obus et les bombes, et celle de 150»' pour

la balle de fusil. En s'appuyant sur ces résultats et sur les

considérations qui précèdent, on pourra estimer les déri

vations des projectiles pour d'autres vitesses et à d'autres

4irJanr.es.
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Tableau des dérivations des projectiles dues à l'action d'un vent

de 5n>:s.

DESIGNATION POIDS POIDS inclinaison VITESSE DERIVATION

des

bouches à feu des de la charge

de poudre.

de la bouche

.i feu.

initiale dans

ou des

armes a feu.

des la direction

projectiles. projectiles. du vent.

CANONS:

kilog. kilog. m: s met.

à 600»'

12 4,000 500 1,57

de siège,

de campagne

: s
2,667

0,400

1,958

1,224

nécessaire
505

215

1,86

3,08

2,14

2,53

6

pour

atteindre
488

486

OBUSIERS :

. 4

de côte. 26,5 3,500 Id. 338 1,81 I

de place. 23 2,000 Id. 291 2,27

de siège. 23
1,500

0,400

Id. 256 2,50

3,26Id. 126

de campagne

11,2
1,500 Id. 384 2,31

de 16e"1.
I

0,750 Id. 280 2,76

Id. de 15c'<\ 7,4
1,000

0,500

Id.

Id.

373 2,38

2,83276

de montagne 4,4 0,270 Id. 244 4,62

Canon-tboul'

obus' àlobus

6,0 1,400

1,000

Id.

Id.

454

450

2,14

3,40

MORTIERS :

4,4

nécessaire 15» 112,5 5,77

pour
30»

450

60»

93,3

85,7

96,6

7,40

11,15

17,20

de 22™. 23 donner

la portée

de 600m.

de 27cm. 50 Id. 45» 82,3 6,82

de 32»™. 75 Id. 45° 82,0 6,13

FUSIL :

à 150™

0,64

balle nécessaire

de 16lnnl7. 0,0274 0,009 pour

atteindre

445



DÉVIATIONS DES PROJECTILES. 399

236. L'inclinaison de la bouche à feu n'a pas d'influence

sur la vitesse initiale du projectile. On a admis assez gé

néralement, mais à tort, que l'inclinaison d'une bouche à

feu au-dessus de l'horizon avait pour effet d'augmenter

l'action des gaz de la poudre et la vitesse initiale. Cette

opinion provient d'une erreur dans la traduction des faits;

elle résulte de ce que les vitesses, entre lesquelles on éta

blissait la comparaison, étaient déduites des portées par

des formules plus ou moins approchées et fondées sur la

supposition d'une résistance de l'air proportionnelle au

carré de la vitesse; par suite de celte supposition, les vi

tesses calculées étaient inexactes; de plus, on négligeait

de tenir compte de certaines causes dévialrices. On a déjà

fait voir (114) ce qui pouvait être dû à l'inexactitude sur

la loi de la résistance de l'air; on verra plus loin quelles

autres causes onl pu y contribuer.

Des expériences directes faites à Metz, en 18461, ont

prouvé que l'inclinaison de la bouche à feu n'avait pas

d'influence sar la vitesse initiale. Ce fait s'accorde d'ail

leurs avec les résultats de la pratique habituelle du poin

tage avec la hausse qui sert à diriger la bouche à feu. Dans

ce procédé, en effet, on ne tient pas compte de l'inclinai

son de la bouche à feu, et l'on n'a pas remarqué de dif

férences appréciables dans les hausses nécessaires ou dans

les portées.

237. La proximité du sol n'a pas d'influence sur la

forme de la trajectoire. On a admis que le sol, suivant sa

proximité du projectile et par suite suivant sa forme entre

la bouche à feu et le but, avait une influence sur la trajec

toire du mobile et la relevait; on a pensé que cet effet se

faisait sentir sous les petits angles de tir j usqu'à celui de 3°. *

' Neuvième rapport de la Commission des principes du tir (suite,

septembre 1846), archives du dépôt central. — * Traité d'artil
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On a attribué cet effet à ce que le fluide dans lequel se

meut le projectile, ne peut pas être considéré comme

indéfini dans tous les sens, et que la portion de ce fluide

qui était lancée du côté du sol par l'hémisphère antérieur

du mobile, renconlrail un obstacle résistant ; obstacle qui

l'empêchait de s'échapper et de se répandre dans l'espace

aussi facilement que les secteurs d'air placés dans les

autres directions et où le fluide conserve toute sa mobi

lité, et qui le faisait ainsi réagir sur le projectile.

S'il en était ainsi, il y aurait lieu d'introduire cette

influence dans les formules de balistique, et on devrait

tenir compte à chaque instant de la hauteur du projec

tile au-dessus du sol, et distinguer, par conséquent, le cas

des batteries ordinaires, de celui des batteries enfoncées

dans le sol, ou des batteries élevées au-dessus du terrain;

par suite, il y aurait lieu de faire une différence entre les

batteries suivant qu'elles sont employées à l'attaque des

places ou à leur défense.

Cependant, la pratique du tir n'a pas montré qu'il fut

nécessaire de tenir compte de ces circonstances.

On doit croire au contraire que si le fluide lancé par

la partie antérieure du projectile rencontre du côté du sol

un obstacle qu'il ne rencontre pas dans la partie supé

rieure, cet effet n'a lieu qu'après le passage du projec

tile, et qu'ainsi la réaction du sol ne peut avoir aucune

influence sur le mouvement du projectile.

Des expériences ont été faites à Metz, en 1846 ', pour

reconnaître celte influence, par le tir comparatif de deux

canons de 16, pointés exactement sous le même angle,

lerie de M. le général Piobert; partie élémentaire et pratique,

2° édition, page 169.

' Onzième rapport de la Commission des principes du tir ; ar

chives du dépôt central de l'artillerie.
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mais placés sur des plates-formes différemment élevées;

l'une enfoncée de 0m72 au-dessous du sol, l'autre sur le

terrain, et la troisième élevée de lm04 au-dessus, ce qui

plaçait le centre de la bouche respectivement à 0m75, 1m47

et 2m51 au-dessus de ce terrain. Les canons ont été tirés

successivement aux charges de ; et \ du poids du boulet,

et chacun dans les trois positions ; on a observé avec soin

les hauteurs des boulets aux distances de 100,n, 200"1 et

400m, et l'on n'a pu reconnaître aucune différence appré

ciable. Cependant, les résultats des expériences étaient

assez précis pour qu'une influence capable de repousser

ou d'attirer le projectile de trois à quatre millimètres seu

lement, à la distance de 100m, eût été rendue évidente.

L'erreur dans laquelle on est tombé est du même genre

,que la précédente, et elle a pu provenir, par exemple, de

ce que, pour comparer les portées résultant du tir sous

différentes inclinaisons au-dessus du sol, on aurait fait

usage de formules balistiques inexactes, ou qu'on n'aurait

pas tenu compte de l'angle de relèvement habituel des

projectiles.

238. Mouvement de rotation des projectiles dû à la pres

sion sur la partie inférieure de l'âme. Lorsqu'un projec

tile sphérique et homogène est placé dans l'âme d'une

bouche à feu, en avant de la charge de poudre, et qu'il

repose sur la paroi inférieure de la bouche à feu, il laisse

à la partie supérieure une sorte d'évent qui se prête à la

sortie des gaz enflammés de la poudre; la grandeur de

cet évent est égale à la différence entre le diamètre de

l'âme et celui du projectile.

Lorsque les gaz enflammés de la poudre commencent

à agir, ceux qui s'écoulent par la partie supérieure exer

cent sur le projectile une, pression considérable; comme

en même temps ils le pressent à la partie postérieure, et

le poussent en avant, il en résulte un frottement qui agit
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au point de contact, perpendiculairement au rayon du

projectile et dans la direction de l'avant à l'arrière. De

cette force tangentielle, agissant pendant la durée du con

tact, il résulte que le projectile prend un mouvement de

rotation en même temps qu'un mouvement de translation.

Le premier a lieu autour d'un axe perpendiculaire à la fois

au rayon qui passe par le point de contact et à la direc

tion du mouvement de translation.

Quand le contact cesse, le projectile conserve son mou

vement de rotation acquis, tandis que sa vitesse de trans

lation s'augmente jusqu'à ce qu'il sorte de la bouche à

feu. Alors il se meut dans l'air animé de son double mou

vement.

Il arrive souvent, et surtout lorsque la bouche à feu

présente une dépression à l'emplacement du boulet, que

le projectile en s'élevanl va frapper la paroi supérieure de

celle bouche à feu; ce choc, qui fait changer la direction

du projectile par rapport à l'axe, altère la vitesse de rota

tion et peut même changer la position de l'axe.

239. Mouvement de rotation dû à l'excentricité dn pro

jectile. La non homogénéité de la matière des projectiles

en général, les vides qui se produisent dans la coulée des

projectiles pleins, l'inégalité d'épaisseur des parois et le

vide de la lumière dans les projectiles creux, sont causes

que le centre de gravité ne concorde pas avec le centre

de figure. La différence est en général très-faible, mais

elle suffit, et plus particulièrement dans les projectiles

creux, pour influer d'une manière sensible sur le mou

vement de rotation, et par suite, comme on le verra plus

loin, sur la forme de la trajectoire.

Supposons un projectile sphérique et excentrique

(Fig. 50) dont C soit le centre de figure et G le centre

de gravité. Si la pression des gaz s'exe/ce d'une manière

uniforme sur l'hémisphère postérieur, la résultante de ces
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pressions passera par le point G. Celle ligue ne passant

pas par le centre de gravité G, il en résultera, outre le

mouvement de translation du centre de gravité, qui aura

lieu comme si la résultante de toutes les forces parallèles

y était appliquée, un mouvement de rotation dont le

moment est représenté à chaque instant par le produit

de la force et de la perpendiculaire CI abaissée du centre C

sur la direction GA que suivra le centre de gravité G.

En vertu du mouvement de rotation du projectile au

tour de ce dernier point, la distance CI varie à chaque

instant; mais, en considérant que l'angle de rotation par

couru durant tout le trajet dans la bouche à feu n'est pas

grand, en remplaçant en conséquence sa valeur variable

par une valeur moyenne, et comparant le mouvement de

rotation au mouvement de translation sous l'action des

mêmes pressions, on arrive à ce résultat : que la vitesse

de rotation acquise par le projectile, est égale au produit

de la projection moyenne de l'excentricité sur un plan

perpendiculaire à l'axe de l'âme par la quantité de mou

vement de ce projectile, dû à la vitesse de translation

seule, et divisé par le moment d'inertie du projectile au

tour d'un axe perpendiculaire à la fois à la ligne des centres

cl à l'axe de l'âme de la bouche à feu. Le sens du mouve

ment est déterminé par celui du centre de figure relative

ment plus rapide que celui du centre de gravité.

240. Moyens de mesurer Vexcentricité. En plaçant sur

un bain de mercure un projectile sphérique et non homo

gène, et en le laissant arriver à l'étal d'équilibre, le centre

de gravité se placera au-dessous du centre de figure et

sur la même verticale. Dans celte position, le sommet du

projectile sera un point de la ligne des centres, on pourra

donc le marquer sur le projectile.

Si, de plus, on applique sur un rayon différent de la

ligne des centres et sur la surface de la sphère, ou en
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dehors de celle surface, un poids additionnel connu, le

centre de gravité sera changé, el la ligne des centres pri

mitive s'écartera de la position première; elle prendra

donc une nouvelle position d'équilibre. En mesurant l'angle

décrit et en comparant entre eux le moment du poids

additionnel et le moment du projectile autour du centre

de figure, on pourra déterminer la distance des centres,

c'est-à-dire l'excentricité.

La grandeur de cette quantité et la position relative des

centres de figure et de gravité déterminent la vitesse de

rotation du projectile et la direction de ce mouvement.

241 . Mouvement de rotation. Les deux mouvements de

rotation dus aux deux forces distinctes se composent en

un seul. Et si l'on prend sur chacun des axes de rotation

une quantité proportionnelle à la vitesse, la diagonale du

parallélogramme construit sur ces deux lignes comme

côtés représentera l'axe du mouvement résultant et sa

vitesse.

On peut déterminer ce mouvement par l'expérience, en

observant la quantité dont l'extrémité du rayon parallèle

à l'axe de la bouche à feu s'est déplacée dans un trajet de

quelques mètres du projectile depuis la bouche à feu jus

qu'à son entrée dans un massif pénétrable; on reconnaîtra

de plus dans quelle direction le déplacement a eu lieu.

Avec les projectiles creux ordinaires, qui satisfont aux

conditions de réception en usage en France et dans les

quels l'excentricité est plus grande que dans les boulets,

sans dépasser généralement un centième du rayon, on re

connaît que l'eflet de la pression à l'emplacement du pro

jectile en avant de la charge est plus grand que l'effet de

l'excentricité, et que, quand on place le projectile sans faire

attention à la ligne des centres, le mouvement de rolation

a lieu autour d'un axe horizontal ou un peu incliné de part

ou d'autre; l'hémisphère antérieur allant de haut en avant.



DÉVIATIONS DES PROJECTILES. 405

On reconnaît encore que la vitesse de rotation croit avec

la vitesse de translation et à peu près comme celle-ci. A

égalité de charges de poudre, la vitesse de rotation croit

en raison inverse des densités; et, par exemple, un obus

ordinaire de 0m15 tiré dans l'obusier de campagne, suc

cessivement aux charges de 0k500 et 1k000, possède, à

la sortie de l'obusier, des vitesses de rotation qui, comp

tées de haut en bas, sur l'extrémité antérieure d'un rayon,

sont respectivement de 10,8 tours et 16,3 tours par se

conde. Cette quantité correspond à une vitesse qui, mesu

rée à la circonférence, est respectivement égale à 5m0 et

7m6 par seconde, ou environ, pour l'un et l'autre cas,

à ^ de la vitesse de translation.

Mais, dans les projectiles auxquels on donne artificiel

lement une excentricité beaucoup plus considérable que

celle qui provient de la non homogénéité de la matière,

c'est celte excentricité qui détermine le sens du mouve

ment de rotation ; cette vitesse est alors beaucoup plus

grande que celle que nous avons reconnue aux obus ordi

naires, et que celle qui proviendrait de la pression sur la

paroi inférieure de l'âme.

242. Influence de la position de l'axe de rotation, rela

tivement aux axes principaux d'inertie du mobile. Lorsque

le projectile est sorti de la bouche à feu, son mouvement

de rotation continue dans l'air, sans être beaucoup ralenti

par l'action de ce fluide. Mais, en général, l'axe de rota

tion ne reste pas fixe dans le corps, ni parallèle dans

l'espace.

En effet, comme on sait, les forces centrifuges de chaque

particule du mobile qui résultent de ce mouvement étant

transportées au centre de gravité, elles donnent une com

posante égale à zéro; mais, à moins que l'axe de rotation

ne soit exactement un des axes principaux d'inertie, le

moment résultant ne sera pas nul ; son action se compo
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sanl avec le moment de rotation existant fora dévier l'axe,

et, dans l'instant suivant, l'axe de rotation aura relative

ment au premier une direction différente, passant néan

moins par le centre de gravité. L'axe de rotation ne sera

donc qu'instantané, et il changera incessamment de posi

tion dans le corps, et de direction dans l'espace.

Lorsque le mobile sera exactement défini, on pourra

déterminer à chaque instant la position de cet axe et le

plan du mouvement de rotation.

La recherche des déviations qu'éprouve un projectile

animé d'un mouvement de translation et d'un mouvement

de rotation autour d'un axe quelconque, est très-compli

quée. Poisson s'en est occupé dans plusieurs savants mé

moires ' ; nous donnons ici une courte analyse de ses

travaux.

243. Recherches analytiques de Poisson, sur Vinfluence

du mouvement de rolalion. Lorsqu'un corps sphériqne et

homogène est lancé sans aucune rotation initiale, dans un

air calme, son centre de figure ne sort pas du plan ver

tical de projection ; tout, en effet, est semblable alors de

part et d'autre de ce plan ; mais, dans la pratique de l'ar

tillerie, le concours des circonstances qui produit celle

simultanéité n'a jamais lieu et il en résulte des écarts

considérables du projectile, à droite ou à gauche du plan

de projection, qui nuisent à la justesse du tir et n'onl pas

manqué d'être observés.

Robins, le premier, a attribué ces déviations au mouve

ment de rotation du projectile qui accompagne en général

son mouvement de translation. Cette circonstance jointe

1 Recherches sur le mouvement des projectiles, en ayant égard

A leur figure, à leur rotation, etc., lues à l'Académie des sciences,

on Î83V. — Journal de l'Écolepolytechnique, XVI'' et XVTl<> ca

hier.
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à la non sphéricité parfaite du projectile et à sa non ho

mogénéité, autant qu'elles donnent lieu à un frottement

du mobile contre l'air qu'il traverse, sont effectivement

les diverses causes qui, indépendamment des agitations

de l'air, concourent ensemble et tendent à produire les

déviations horizontales du centre de gravité et à modifier

son mouvement projeté sur le plan vertical dans lequel il

est lancé.

Pour appliquer les équations du double mouvement de

translation et de rotation au cas d'un projectile pesant

qui se meut dans l'air, Poisson considère la résistance

relative à chaque point de la surface du mobile comme

étant composée de deux parties, l'une normale et qu'on

appelle la résistance du fluide proprement dite, l'autre

tangente et qui constitue le frottement. Poisson restreint

ses considérations analytiques au cas où le mobile s'écarte

très-peu de la forme sphérique et de la parfaite homogé

néité; il considère ces effets séparément pour les réunir

ensuite lorsque leurs causes ont toutes eu lieu en même

temps et il arrive aux résultats ci-après :

Quand un boulet parfaitement sphérique et homogène

tourne en sortant de la bouche à feu autour de l'un de

ses diamètres, le mouvement continue pendant toute la

durée du trajet dans le même sens et autour du même

diamètre qui reste constamment parallèle à lui-même. La

vitesse de rotation décroit en raison inverse du produit

du diamètre du projectile par sa densité, mais d'une quan

tité extrêmement petite.

La rotation du projectile influe sur sa direction et sur

sa portée; la déviation horizontale qu'elle produit, à

droite ou à gauche du plan vertical, est indépendante de

l'angle que fait ce plan avec le plan vertical de l'axe de

rotation. Elle dépend de la longueur du trajet après lequel

on la considère.
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Lorsque le corps tourne autour d'un axe vertical, la

déviation se produit à gauche ou à droite du plan de pro

jection, selon que l'hémisphère antérieur du mobile tourne

de gauche à droite ou de droite à gauche, par rapport à

un observateur placé dans ce plan et qui regarde la tra

jectoire; elle s'évanouit quand le projectile tourne autour

d'un axe horizontal. La déviation verticale, c'est-à-dire

la quantité dont la rotation élève ou abaisse le boulet

relativement à la position qu'il aurait à chaque instant s'il

ne tournait pas, conserve pendant toute la durée du trajet

un rapport constant avec la déviation horizontale. Elle

s'évanouit quand l'axe de rotation est vertical; s'il est

horizontal et perpendiculaire au plan de projection, elle

a pour effet d'élever ou d'abaisser le projectile et en con

séquence d'augmenter ou de diminuer la portée horizon

tale, selon que la partie antérieure du mobile tourne du

haut vers le bas ou du bas vers le haut. Ces résultats se

rapportent au cas le plus ordinaire, celui du tir à très-

peu près horizontal.

Quoiqu'on n'ait pas de données suffisantes sur les coef

ficients du frottement, on reconnaît cependant que cette

déviation ne peut jamais être qu'une très-petite fraction

de la longueur de la portée; en sorte que ce n'est pas au

frottement de la surface du boulet contre la couche d'air

adjacente et d'inégale densité, que sont dues principale

ment les déviations observées, ainsi que Robins et Lom

bard l'avaient pensé.

Poisson considère ensuite le cas de la non sphéricité

dans une balle un peu allongée ou aplatie, lancée par une

carabine qui lui a imprimé un mouvgment de rotation

autour de son axe, et ensuite la circonstance de l'excen

tricité provenant de la non homogénéité de sa masse. Il

reconnaît pour différents cas que l'jnflnence de la petite

distance des deux centres de la balle sphérique non homo
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gène est beaucoup moindre sur son mouvement de trans

lation et sur la justesse du tir d'une carabine, q\ie ne peut

l'être celle de la non sphéricité d'une balle un peu aplatie

ou allongée.

244. Le frottement résultant du mouvement de rotation

ne rend compte ni du sens ni de la grandeur des dévia*

lions. L'effet du frottement de l'air contre le projectile

animé d'un mouvement de rotation aurait pour résultat,

d'après ce qu'on vient d'exposer, de faire dévier le pro

jectile dans le sens opposé au mouvement de l'hémisphère

antérieur; or, on a déjà reconnu que les effets n'étaient

pas assez grands pour expliquer l'étendue des déviations

qu'on observe; on reconnaît, de plus, qu'en général, les

déviations ont effectivement lieu dans un sens opposé. On

doit donc rechercher la raison des déviations dans une

autre cause, telle que celle de la variation de densité et de

pression des couches d'air qui sont autour du mobile.

245. Influence du mouvement de rotation d'un projectile

dans l'air due aux différences de densité du fluide. — La

déviation a lieu dans le sens du mouvement de l'hémisphère

antérieur du projectile. Considérons un projectile qui serait

animé à la fois d'un mouvement de translation suivant AB

(Fig. 51), et d'un mouvement de rotation, dont le sens

serait CD, autour d'un axe, que, pour plus de facilité dans

les expressions, nous supposerons vertical ; l'hémisphère

antérieur se mouvant de droite à gauche, les points situés

sur l'hémisphère de droite se mouvront dans le même

sens que le centre de gravité, et les points de l'hémisphère

de gauche, dans le sens opposé; les premiers auront, par

rapport à l'air, une vitesse relative plus grande que ceux

de l'hémisphère de gauche. Le déplacement de l'air se fera

donc, du côté droit, avec moins de facilité que du côté

gauche; par suite, la densité du fluide et par conséquent

la pression seront plus grandes à droite qu'à gauche.

52
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Il résulte de là, qu'il n'y a plus de symétrie entre les

• résistances exercées autour de la direction du mouvement

de translation, et que les résistances étant plus grandes

sur l'hémisphère de droite, la pression sera de ce côté

plus considérable que de l'autre et agira de manière à

faire dévier le projectile de droite à gauche, dans le même

sens que s'exécute le mouvement des points de l'hémis

phère antérieur. Cet effet croîtra avec la vitesse de trans

lation et avec la vitesse de rotation.

Si l'axe de rotation fait avec la direction du mouvement

de translation un angle moindre qu'un angle droit, en

restant toutefois dans le plan vertical de projection, l'excès

des vitesses absolues des points de l'hémisphère de droite

sur les vitesses absolues des points symétriquement placés

de l'hémisphère de gauche, sera moins grand ; par consé-

qnent, les densités et les pressions de l'air qui s'ensuivent,

présenteront des différences moindres, et, par conséquent

aussi, les déviations qu'elles produiront, seront moins con

sidérables.

Enfin, si l'axe de rotation se rapproche de la direction

du mouvement jusqu'à se confondre avec elle, il y aura

égalité dans toutes les résistances symétriquement dispo

sées, et il n'en résultera aucune déviation.

Ces considérations s'appliquent à un mouvement de

translation, supposé rectiligne, et au tir des projectiles,

sous des angles peu élevés au-dessus de l'horizon.

Si l'axe de rotation n'est pas un des axes principaux

d'inertie du mobile, majeur ou mineur, cet axe de rota

tion ne sera qu'instantané, et variera de position dans le

corps, et de direction dans l'espace; alors, la déviation

aura lieu dans une direction et avec une intensité variable

à chaque instant. Celte direclion pourra même, si le chan

gement de l'axe de rotation est assez rapide, avoir décrit

une ou plusieurs révolutions dans le trajet du projectile,
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et produire ainsi une trajectoire très-différente de celle

que le projectile aurait décrite, sans le mouvement de

rotation.

246. L'influence du mouvement de rotation démontrée

par l'expérience. L'expérience confirme l'exactitude des

considérations qui précèdent.

Les expériences sont de deux sortes : les unes directes,

les autres se rapportent à l'observation des déviations dans

le tir.

Les premières ont été exécutées d'abord par M. G. Ma-

gnus', elles ont été répétées à Yincennes* en 1853.

L'appareil se compose d'un ventilateur produisant un

courant horizontal ab (Fig. 52) d'une section suffisam

ment grande, d'un petit cylindre auquel, à l'aide d'un

mécanisme extérieur, on peut imprimer à volonté un mou

vement de rotation rapide, et enfin de deux petites gi

rouettes df et gh très-mobiles. Les axes de ces girouettes

sont verticaux cl laissent entre eux un intervalle un peu

plus grand que le diamclre du cylindre placé au milieu

d'eux; le tout peut être compris dans le courant d'air du

ventilateur.

Dans cette situation : en premier lieu, quand l'on place

l'axe du cylindre dans l'axe du courant et qu'on met le

cylindre en mouvement, on observe que les plans des

girouettes df et gh restent parallèles à l'axe du cylindre,

tout comme quand le cylindre reste en repos.

En second lieu, quand l'axe du cylindre est vertical

et perpendiculaire à l'axe du courant, on doit distinguer

deux cas :

1er Cas. Si le cylindre est sans mouvement, les gi

' Mémoire présenté à l'Académie de Wissenshaffen, 1851 et 1852,

impr. à Berlin; traduit par 0. Terquem. Voir journal le Cosmos,

tome II.

* Par M. Fèvre, chef d'escadron d'artillerie.
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rouelles df el gh restent parallèles entre elles et paral

lèles à l'axe du courant.

2e Cas. Si le cylindre est animé d'un mouvement de

rotation rapide, on observe ce qui suit :

1° L'observateur étant placé en face du ventilateur, si

le cylindre tourne de droite en avant suivant mn, c'est-à-

dire la partie antérieure du cylindre allant de droite à

gauche, la girouette de droite gh s'écarte du cylindre el

celle de gauche df s'en approche en prenant respective

ment les positions gh' et df. On conclut de là que, sur la

droite, le courant d'air du ventilateur étant contrarié par

le mouvement de la surface du cylindre qui a lieu en sens

inverse, tandis que de l'autre côté l'écoulement est facilité

par le mouvement de la surface qui a lieu dans le mémo

sens, il en résulte une augmentation de pression à droite,

comparativement à la situation de repos du cylindre, et

que celte pression s'exerce à la fois sur le cylindre et sur

la girouette de droite ; à gauche, au contraire, il y a com

parativement une pression plus petite qu'en dehors de la

girouette, ce qui fait rapprocher celle-ci. Il résulte évi

demment de là que si le cylindre était librement suspendu,

la pression qui s'exerce à droite, comparativement plus

grande que celle qui s'exerce à gauche, presserait le cy

lindre de droite à gauche et causerait une dérivation de

ce dernier côté ; le sens de celte dérivation est celui du

mouvement de la parlie antérieure du cylindre.

2° Si le cylindre tourne en sens inverse, on observe

des phénomènes analogues et l'on reconnaît qu'il y a une

pression de gauche à droite.

Il est évident que si à un cylindre on substituait une

sphère, on obtiendrait des résultats analogues, mais plus ou

moins prononcés, suivant la longueur qu'avait le cylindre.

Les résultats de celte expérience peuvent être appliqués

au mouvement des projectiles sphériques dans l'air cl sont
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conformes à l'explication des phénomènes donnés plus

haut (245).

Dans cette expérience, il est vrai, le projectile n'a pas

de mouvement de rotation, et c'est l'air qui est en mou

vement; mais les mouvements relatifs sont les mêmes,

et, pour les rendre similaires, il suffirait de supposer que

l'ensemble est animé d'un mouvement de translation pa

rallèle à la direction du courant et en sens inverse. Cela,

au besoin, serait confirmé par cette remarque que les

résultats observés sont les mêmes, quelle que soit la di

rection du courant du ventilateur relativement à celui du

mouvement de la terre.

La seconde sorte d'expériences se rapporte aux résultats

du tir des projectiles animés d'un mouvement de rotation.

En général, par l'effet de la pression des gaz enflammés

de la poudre sur le projectile et par celui-ci sur la partie

inférieure de l'âme, le projectile prend un mouvement de

rotation dans un plan vertical ou peu différent (238), et

dans un sens déterminé par la vitesse relativement plus

grande de l'hémisphère supérieur, ou de haut en bas pour

l'hémisphère antérieur, comme est l'action de la pesan

teur; nous regarderons ce mouvement comme direct.

On sait aussi que quand le projectile est excentrique

(239), et qu'il est placé dans la bouche à feu, de telle sorte

que le centre de figure est verticalement au-dessus du centre

de gravité, cette disposition seule suffit pour que le mo

bile reçoive un mouvement de rotation direct; celui-ci

s'ajoutera donc au premier. Lorsque le centre de figure

est au-dessous du centre de gravité, il reçoit, au con

traire, un mouvement inverse qui se retranche du mou

vement direct naturel et le diminue ou change son sens.

Il doit résulter de là, que, comparativement à ce qui aurait

lieu sans l'excentricité, la vitesse de rotation due à la pre

mière disposition est plus grande, et qu'il y a une force
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dérivalrice de haut en bas, qui fait dériver le projectile

dans le même sens ; dans l'autre cas il y a, au contraire, une

force dérivalrice de bas en haut, qui fait dériver le pro

jectile dans ce dernier sens. Dans les deux cas, la dériva

tion aura lieu du côté de la position primitive du centre

de gravité par rapport au centre de figure; il résultera

de là qu'en tirant sous un petit angle constant au-dessus

de l'horizon, on obtiendra des portées plus grandes dans

le premier cas que dans le second.

Si le centre de gravité est placé en avant et sur le dia

mètre parallèle à l'axe, il arrivera que par le mouvement

qu'il prendra, quand le projectile tournera dans l'âme, le

centre de gravité se trouvera un peu abaissé dans une par

tie du trajet; la dérivation qui en résultera devra se mon

trer par une petite diminution de portée; au contraire, si

le centre de gravité est primitivement en arrière, la déri

vation se traduira par une petite augmentation de portée.

Si le centre de gravité et le centre de figure sont placés

sur une perpendiculaire au plan vertical de projection, le

mouvement de rotalion produira une dérivation latérale;

elle sera à droite si le centre de gravité est à droite, et à

gauche si le centre de gravité est de ce dernier côté.

Ces indications sont constamment confirmées par l'expé

rience lorsque les excentricités sont suffisamment grandes.

Nous en citerons quelques exemples.

Des obus de 22"", dont les poids étaient 27k9 et 29k85,

et dont un culot réservé à la partie opposée à la lumière

de l'obus, combiné avec le vide de celte lumière, donnait

respectivement une excentricité de 0m0015 et de 0m0020,

ont été tirés ' avec un obusier de siège à la charge de

1k500, et avec un obusier de côle à celles de ik500 et

3k000, sous l'angle de <4° G' au-dessus du terrain; on pla

' Expériences faites à Metz en 1839.
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çail alternativement le centre de gravité au-dessous ou

au-dessus du centre de figure; on a tiré ces projectiles

comparativement avec ces obus sans culot et pesant 26k6.

On a consigné, dans le tableau suivant, les résultats qui

sont des moyennes sur trois coups :

Tableau des portées comparatives d'obus ordinaires et d'obus

excentriques de 0m22 , en plaçant alternativement le centre

de gravité de ces derniers au-dessous ou au-dessus du centre

de figure.

POIDS
PORTÉES DES OBUS

BOUCHES des charges

POIDS

EICENTHIQCES,

à feu : de

poudre.

des

obus.
01DIN1IRES.

le centre de gravité

en bas. en hant.

lilog. kilog. met. met. met.

26,6 708 » »

| de siège. 1,500 29,9 » 518 950

27,9 » 548 941

' 26,6 869 » »

de côte. 4,500 29,9 » 712 1163

27,9 t> 731 1009

' 26,6 1170 » »

! de côte. 3,000 29,9 » 1072 1557

27,9 » 1117 1320

On voit, d'après ce tableau, qu'en plaçant le centre de

gravité en bas, les portées sont constamment beaucoup

plus courtes que lorsqu'on place le centre de gravité en

haut; par conséquent, l'effet du mouvement de rotation

direct qu'a produit la première disposition ou la vitesse

qu'elle a ajoutée au mouvement direct naturel, a agi dans

le sens du mouvement de l'hémisphère antérieur; il y a
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un effet inverse lorsque le centre de gravité a été placé

en haut. Les obus non excentrés ont donné des portées

intermédiaires entre les précédentes.

On peut regarder la différence entre les portées comme

due au double de l'effet des vitesses de rotation en sens

inverse, et d'après cela, on peut déterminer la force dé-

viatrice du mouvement de rotation; pour le faire, on a cal

culé dans chaque cas la valeur de la force accélératrice ver

ticale; dans l'équation normale de la trajectoire, celte force

n'est que la pesanteur représentée par 9m809; on trouve

alors 2,50 pour leur demi-différence avec l'obus de 27k9.

Celte quantité correspond à un poids de 7M0; avec l'obus

de 29M), on trouve 2,53 qui correspond à un poids de 7k7.

Les vitesses de rotation dues à l'excentricité déterminée

comme on l'a indiqué (239) au moyen de la vitesse ini

tiale et exprimée par le nombre de révolutions par se

conde, sont de 8,0 pour l'obus de 27k9, et de 8,6 pour

celui de 29k9 ; ces nombres sont ainsi proportionnels aux

forces déviatrices.

Dans d'autres expériences1, un obus de 15cm, dont l'ex

centricité égale à 0m001 85 était due à la position excen

trique du centre de la sphère intérieure, pesant 8k025,

tiré sous l'angle de 8°, en plaçant successivement le centre

de gravité en bas et en haut, a donné respectivement pour

les moyennes portées prises sur cinq coups, 985m5 et

1840m5. En plaçant le centre de gravité à hauteur du

centre de figure, sur le rayon perpendiculaire au plan de

projection, successivement à droite et à gauche, les dévia

tions ont eu lieu dans chacun de ces sens; elles ont pré

senté un écart moyen total de 112m, dont la moitié, ou

56m, doit être attribuée au mouvement de rotation pour la

portée moyenne de 1200m.

1 Mémoire de M. le major Boorman, lith. en Belgique, -1843. •
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En plaçant la ligne des centres de gravité et de figure

parallèlement à l'axe de la bouche à feu, elle centre de

gravité soit en avant soit en arrière, on obtient à peu près

les mêmes portées.

247. Excentricité dans les projectiles ordinaires. Les

différences dans les portées ou dans les dérivations laté

rales résultant de positions inverses du centre de gravité,

décroissent avec l'excentricité des projectiles; aussi dans

les projectiles en usage elle est beaucoup moindre que celle

dont nous avons parlé. Dans les obus de 0ml5 elle atteint

rarement yj du rayon, mais elle va fréquemment jusqu'à

TTj de ce rayon. Elle a, dans les obus, une influence

notable sur les déviations. On reconnaît celte influence

lorsqu'on plaçant la lumière de l'obus parallèlement à

l'axe de l'obusier, comme on le fait ordinairement, mais

en metlant la ligne des centres constamment dans le plan

vertical, le centre de gravité tantôt en-dessous tantôt en-

dessus; on obtient alors des portées notablement moindres

dans le premier cas. De même, en plaçant ce centre dans

un plan perpendiculaire à celui-ci, on obtient des dévia

tions moyennes très-prononcées, à droile ou à gauche,

suivant que le centre de gravité est de l'un ou de l'autre

de ces côtés.

Dans les boulets ordinaires, l'excentricité est très-faible,

et la position du centre de gravilé, par rapport au centre

de figure, n'a qu'une influence inappréciable.

Avec les bombes, que l'on tire toujours sous de grands

angles au-dessus de l'horizon, l'effet de l'excentricité na

turelle est beaucoup moins sensible que pour les obus.

Sous l'angle qui donne la plus grande portée, son effet

n'est pas sensible; sous des angles plus grands, il change

de sens, c'est-à-dire que de la position du centre de gra

vilé au-dessus de l'axe il résulte des portées moindres que

de la position inverse.

53
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248. Explication de certaines déviations qui paraissent

extraordinaires. Les effets du mouvement de rotation,

combinés avec les déviations dans la direction au départ,

•expliquent naturellement des effets qui, au premier abord,

paraissent singuliers.

Si un projectile, par exemple, a exercé un choc sur

la partie gauche de l'âme, il en résultera que son centre

de gravité suivra une direction inclinée vers la droite,

par rapport à l'axe de la bouche à feu ; mais, en même

temps, le projectile prendra un mouvement de rotation

dans lequel l'hémisphère antérieur marchera de droite à

gauche; il résultera de là une dérivation vers la gauche

du plan vertical. De sorte qu'un observateur placé dans

le plan vertical de tir, verra le projectile se porter d'abord

vers la droite, venir ensuite vers la gauche, et couper

ainsi le plan vertical de tir.

Cet effet se présente plus particulièrement avec les pro

jectiles de faible densité dans lesquels le mouvement de

rotation est plus rapide que dans les autres. 11 a égale

ment lieu avec les boulets; on le remarque fréquemment,

quand on peut observer plusieurs points d'une même tra

jectoire, et plus particulièrement quand on a pu obser

ver la différence entre la direction au départ de l'âme et

le prolongement de l'axe du canon.

249. Moyens de diminuer les déviations des projectiles.

La connaissance des causes des déviations des projectiles

permet d'indiquer et d'apprécier les moyens de les em

pêcher.

On diminue l'inégalité dans les vitesses initiales et dans

les angles de projection, en confectionnant les charges

avec une grande uniformité, en restreignant les limites

des poids et des diamètres des projectiles, en rebutant

les bouches à feu trop dégradées et qui présentent, soit

un logement trop profond à l'emplacement du projectile,
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soit des battemenls. Mais, les principales causes de dévia

tions sont dues au mouvement de rotation du projectile

dans l'air, particulièrement quand la direction de cet axe

est variable dans le trajet; aussi doit-on s'attacher à em

pêcher ou au moins à régler ce mouvement. C'est ainsi,

qu'en fixant à la partie postérieure d'une balle sphérique

de fusil une petite lige de fer qui empêche le mouve

ment de rotation, on diminue beaucoup les déviations de

celte balle.

250. Emploi des rayures en hélice, pour imprimer un

mouvement de rotation. On règle le mouvement de rota

tion des balles de fusil en les forçant à s'engager dans

les rayures en hélice tracées dans l'intérieur des cara

bines. La balle prend ainsi un mouvement de rotation

autour de l'axe de l'âme en même temps qu'un mouve

ment de translation le long de cet axe et elle continue

ce mouvement de rotation dans l'air. Les résistances se

trouvant alors symétriquement réparties, la pression de

l'air n'est plus une cause de déviation.

Mais, comme on l'a vu (227), le centre de gravité ne

se trouvant pas exactement sur l'axe, il en résulte qu'au

départ la direction du centre de gravité de la balle suit

une ligne un peu différente de l'axe et que, par suite,

l'axe de rotation lie se confond pas avec la trajectoire;

cette circonstance devient la cause de petites déviations.

Ceci fait voir qu'il peut y avoir des inconvénients à prendre

une rayure trcs-inclinée.

Si, de plus, l'axe de rotation n'est pas exactement l'un

des axes principaux d'inertie, la direction de cet axe sera

constamment variable;' cette variation pourra, suivant les

cas, devenir très-considérable; à cet égard, il est impor

tant que l'axe de rotation se confonde avec l'axe princi

pal, majeur ou mineur, mais mieux avec le premier, ou

qu'il s'en écarte peu. On obtient cet effet par la forme
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de la balle. Ainsi, une balle aplatie suivant l'axe de ro

tation, tournant par suite autour de l'axe d'inertie majeur,

aura plus de stabilité dans le tir qu'une balle sphérique

et qu'une balle allongée suivant cet axe et terminée par

des hémisphères, à moins pourtant qu'elle n'ait une forme

convenablement appropriée.

Ces considérations sont confirmées par l'expérience';

des balles du diamètre de ^"""âô avant le chargement,

et de 16mm7 après le chargement, mais de longueurs dif

férentes, ayant été tirées avec un canon de pistolet rayé

en hélice sur un pas de 0m54, avec des charges réglées

de manière à imprimer à chaque balle une vifesse initiale

constante et égale à 134m:s, ce qui leur imprimait aussi

une vitesse de rotation de 248 révolutions par seconde, on

a obtenu les résultats suivants. Lorsque le rapport de la

longueur au diamètre était respectivement 1,06, 0,916,

0,760, et que, par suite, les poids étaient 33«78, 25^75,

23e32, le côté du carré qui contenait le tiers des coups

tirés était respectivement, savoir : de 0m59, 0m31 , 0m29

à 50,n; de 2m38, 1ni05, et 0m94 à 100"1, et dans des pro

portions plus différentes encore, à la distance de 150nl.

On voit par là, que malgré une diminution de la masse,

qui est défavorable à la régularité du tir, les déviations

ont été moindres avec les balles dans lesquelles le mou

vement de rotation avait lieu autour de l'axe du moment

d'inertie majeur, et présentait ainsi plus de stabilité. On

remarquait, en effet, que les balles aplaties frappaient le

but par l'hémisphère qui était primitivement en avant,

et qu'elles conservaient ainsi de la stabilité dons le tir;

tandis que les balles longues, lorsque le trajet était long,

' Expériences sur les balles sphèriques , plates et longues, par

M. Is. Didion; et Journal de l'École polytechnique, 27» cahier.

1839.
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changeaient de direction et finissaient par frapper par le

flanc.

251 . Stabilité de l'axe de rotation dans les balles oblon-

gues de forme ogivale. La stabilité de l'axe de rotation des

projectiles peut être augmentée par des résistances agis

sant en arrière du centre de gravité et résultant de sa

forme. La balle oblongue adoptée en France, pour la

carabine des chasseurs à pied, jouit de cette propriété.

Si G est le centre de gravité de celle balle (Fig. 52),

GA étant la direction du mouvement de translation, l'ac

tion de l'air est moindre sur la partie antérieure de forme

conique que sur la partie postérieure sur laquelle se trou

vent tracées des rayures; il résulte de là que le centre

d'action de la résultante de ces forces est en un point R

situé en arrière du point G ; celle disposition donne à la

balle une stabilité qui augmente celle qui résulte du mou

vement de rotation autour de GA.

Supposons que par une cause quelconque la direction

de l'axe de figure de la balle tende à changer, cl qu'elle

devienne ainsi un peu oblique à la direction du mouve

ment (Fig. 5:5). La résistance de l'air agit alors suivant BR,

parallèlement à GA, avec un bras de levier DR, pour rap

procher l'axe de figure et de révolution SR de la ligne GA

du mouvement. La forme des rayures circulaires HK aug

mente beaucoup l'action de l'air à la partie postérieure

du côté F qui s'est éloigné de l'axe, tandis que la résis

tance diminue de l'autre côté. R arrive par là que le centre

de résistance R n'est plus sur l'axe, mais bien en quelque

point, comme R', plus en dehors de l'axe GS, et que par

là le moment de stabilité est augmenté à la fois par la

grandeur de la résistance et par celle de son bras de

levier. Par ces considérations on voit que si, par une

cause quelconque, l'axe tendait à changer de direction,

il serait bientôt ramené suivant la trajectoire, et que, par

suile, l'axe conserve beaucoup de stabilité.
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252. Dérivation particulière aux balles oblongues de

forme ogivale. Le centre de gravité G, par suite de l'ac

tion de la pesanteur, décrit une courbe qui tourne sa

concavité du côté du sol (Fig. 54) ; l'axe GS ne peut pas

prendre immédiatement la direction de la tangente à cette

trajectoire; la partie inférieure SF de la balle se présente

donc constamment à l'action de l'air sous une certaine

obliquité; et, dans son trajet, cet axe fait toujours avec la

tangente à la trajectoire un petit angle dont l'ouverture

est tournée vers le but. Il résulte de là une composante

dirigée de F vers E, qui fait dériver le projectile de bas

en haut, et qui, par conséquent, donne une trajectoire

moins courbée que celle qui appartiendrait à un projectile

sphérique ayant même vitesse initiale et même poids, et

qui éprouverait de la part de l'air une résistance égale di

rigée suivant la tangente à la trajectoire. La balle oblongue

donne donc comparativement, sous un même angle de

projection, une trajectoire plus relevée et des portées plus

grandes.

Par suite de l'inclinaison de l'axe sur la trajectoire et

de la forme des rayures, la densité et la pression de l'air

se trouvant plus considérables dans la partie inférieure

du projectile que dans la partie supérieure, celle-là, par

les aspérités naturelles de la balle et par celles qui pro

viennent des rayures du canon, exercent sur l'air une

action plus considérable que la seconde, et éprouvent une

résistance proportionnée; il résulte de là une composante

perpendiculaire au plan de projection, et dirigée dans le

sens du mouvement de la partie supérieure, ce qui fait

dériver la balle de ce côté; ce sera à droite de l'observa

teur, pour le sens ordinaire des rayures qui font tourner

la balle du haut à droite, pour un observateur placé der

rière le canon.

Si les résistances qu'éprouvent les divers points de la
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balle oblongue dans sa partie inférieure sont convenable

ment réparties sur la longueur, elles feront dévier la balle

à droite en la laissant parallèle au plan vertical de tir..

Mais, si ces résistances sont inégalement réparties et que

leur résultante passe en avant du centre de gravité de la

balle, elle fera incliner l'axe de celle-ci vers la droite.

De cette situation, et du mouvement de translation pa

rallèlement au plan vertical de tir, résultera une nouvelle

cause de dérivation à droite, comme celle qui produit la

dérivation de bas en haut dans le plan vertical de tir; elle

augmentera la dérivation à droite.

Si, au contraire, la résultante passe en arrière du centre

de gravité, ce qui pourra résulter d'aspérités plus pro

noncées de ce côté, l'axe de figure du projectile s'incli

nera sur le plan vertical de tir, la pointe à gauebe ; celte

cause de dérivation diminuera les effets de la première

cause et les compensera en partie.

On voit par là, que l'appréciation des causes de déri

vation des projectiles oblongs est fort compliquée.

L'influence du mouvement de rotation et la stabilité de

l'axe de rotation sont bien démontrées par l'expérience,

et l'on obtient du tir bien dirigé des armes rayées une

justesse très-remarquable; elle l'est particulièrement pour

la* balle oblongue, soit pleine du poids de 48b, soit creuse

à la partie postérieure, tirée dans la carabine des chas

seurs à pied ; elle l'est moins avec la balle creuse tirée

dans le fusil d'infanterie, parce que, pour des raisons de

service, le poids de cette balle a dû être réduit à 82?.

La cause de la dérivation latérale existe pour les balles

d'une forme aplatie, mais à un degré très-faible, et qu'il

est difficile de reconnaître par l'expérience.

On a appliqué, en France et en Suède, la forme ogivale

aux boulets en fonte, tirés avec des canons de ce métal,

et l'on a obtenu également une régularité de tir remar
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qnable. Des expériences récentes ont été enl reprises en

France avec les canons en bronze et ont élé, en 1859,

couronnées d'un plein succès '.

1 Des essais furent entrepris à Vincennes, en 1850, pour obtenir

des boulets tirés dans les canons en bronze une justesse de tir

comparable à celle des balles oblongues dans les canons de fusil

rayés. Le tir des projectiles en fonte dans les canons en bronze

présente, par la dureté comparative de la matière du projectile

sur celle du métal de la bouche à feu, une difficulté qui n'existe

pas dans le tir des balles de plomb dans des canons en fer. Le

Ministre de la guerre nomma à cet effet une commission d'officiers

d'artillerie dont je faisais partie avec MM". Caron, Burnier, Tami-

sier et Fèvre. M. Tamisier proposa des ailettes mobiles en cuivre,

et postérieurement en zinc laminé, qui, glissant sous un angle obtus

par rapport au plan méridien, s'écartaient de l'axe du projectile par

leur pression même sur le côté de la rayure et donnaient au pro

jectile la propriété des balles forcées ; il réussit à imprimer un

mouvement de rotation aux projectiles oblongs ; mais, la mobilité

nécessaire aux ailettes était une difficulté qui fit renoncer à ce

système.

Je proposai, et on essaya, un système d'ailettes fixes dans lequel

celles-ci ayant un profil excentrique permettaient au projectile

d'entrer facilement dans l'àme et ne le laissaient sortir que forcé,

lorsqu'il était pressé par les gaz enflammés de la poudre. Pour

le faire voir, soit (Fig. 55) une section faite dans la partie cylin

drique du projectile et une section de l'âme supposées placées con-

centriquement en 0, l'ailette ayant un profil mixtiligne, la base ab

suivant la circonférence, le côté opposé cd en arc de cercle ayant

son centre G à côté de celui de l'axe du projectile, et présente ainsi

deux côtés bc, ad inégaux ; le profil de la rayure est tracé du même

centre C, et avec le même rayon ; il est prolongé jusqu'en f au

delà du grand côté, de manière à laisser un certain vide; il est

aussi prolongé d'une petite quantité en g, au delà du petit côté.

De cette façon, quand le petit côté de l'ailette est rapproché du

petit côté de la rayure, le projectile se trouve concentrique à l'âme,

et quand le grand côté de l'ailette presse le grand côté de la rayure,

il y a un jeu suffisant pour que le projectile puisse glisser dans

l'âme depuis la bouche jusque contre la charge de poudre; il s'ap

puie par une ou par plusieurs ailettes sur le fond de la rayure
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253. Régularité du tir résultant d'une position détermi

née du centre de gravité, relativement au centre île figure,

dans les obus excentriques. La position du centre de gra

vité d'un obus excentrique dans un sens déterminé par

rapport au centre de figure dans les bouches à feu, est

inférieure, sans éprouver de résistance et sans que la partie cylin

drique du projectile puisse toucher l'âme.

Le projectile étant dans cette situation représentée en pointillé

sur la figure, l'ailette est dans la partie inférieure de la rayure, le

grand cùté à gauche pour un observateur placé à la culasse ; la

rayure MN étant inclinée à gauche, on voit que quand le projectile

sera poussé par les gaz de la poudre, parallèlement à l'axe, le petit

côté ad de l'ailette se rapprochera de la partie mn de la rayure

située à droite et qui est la moins profonde, et l'axe du projectile

s'élèvera jusqu'à devenir concentrique à l'âme. A partir de cette

position, l'ailette suit la rayure et par suite le projectile prend au

tour de son axe de figure une vitesse de rotation dont la grandeur

dépend de l'inclinaison de la rayure.

On produit le mouvement de rotation dès le départ, si, quand

le projectile est au fond, contre la charge de poudre, on a le soin

de le faire tourner sur lui-même de bas à droite.

Les premiers essais faits avec ce dispositif appliqué au calibre

de 6 ont réussi dans un tir à 600™. Les ailettes étaient faites en

alliage d'étain, d'antimoine et de plomb suffisamment résistant,

sans qu'il fût assez dur pour dégrader le bronze des bouches à

feu. Les ailettes, au nombre de 4 (6 sont préférables), inclinées

comme la rayure , occupaient une partie de la longueur de la

portion cylindrique. Ce projectile prenait nécessairement le mou

vement de rotation, et l'axe conservant sa direction dans le trajet

le projectile frappait le but par sa partie antérieure. Ce sont les

premiers projectiles à ailettes fixes qui aient réussi dans les canons

en bronze et qui aient présenté une solution du problème.

De nouveaux essais ont été faits à l'École d'artillerie de La Fère

les années suivantes , en remplaçant chaque ailette par deux bou

tons dont le profil n'était pas excentrique. (C'est le système adopté

en 1858.) Celles-ci ont présenté des inconvénients, et l'on fait ac

tuellement (février 1860) de nouveaux essais dans le système des

ailettes excentriques.

54
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une cause de dérivation dans ce sens; il s'ensuit qu'on

diminuera les déviations variables d'un coup à l'autre, en

plaçant ce centre de gravité constamment dans la même

position.

Parmi celles qu'on peut choisir, les positions latérales

ne sauraient être adoptées, parce qu'il en résulterait des

difficultés pour le pointage. Les positions perpendicu

laires à l'axe et dans le plan vertical de projection, ne

présentent pas cet inconvénient.

Lorsque le centre de gravité est en dessous, l'excentri

cité concourt avec le frottement sur la paroi inférieure

de l'âme pour augmenter la vitesse de rotation, les dévia

tions latérales sont moins grandes et les portées plus régu

lières. Ces avantages ont fait donner la préférence à celte

position, chez les nations qui ont adopté les projectiles

excentriques.

Cependant, quand on remarque que dans ce cas, sous

des angles de projection égaux, les portées sur le sol sont

beaucoup plus petites, et quand on compare les déviations

pour la position inverse avec celle qu'on obtiendrait si

l'angle de projection était augmenté de manière à donner

des portées égales aux premières, on trouve, dans bien des

cas, que c'est la position du centre de gravité en dessus qui

donne la plus grande régularité pour une portée donnée.

On obtient l'excentricité des projectiles sphériques et

creux, en déplaçant le centre de la sphère intérieure,

dans une direction perpendiculaire à l'axe de la lumière

de l'obus, d'une quantité ordinairement égale au tiers de

l'épaisseur moyenne des parois; de cette manière, l'épais

seur maximum devient le double de l'épaisseur minimum.

Cette disposition ne peut présenter d'avantages, qu'au

tant que la ligne des centres est constamment et exac

tement verticale ; toute autre position serait la cause de

variations dans les portées, et d'augmentation dans les
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déviations latérales qui deviendraient alors plus grandes

que pour les projectiles ordinaires. On doit croire que

dans le tir sur le champ de bataille, par suite de la pré

cipitation qu'on y apporte et de l'émotion du combat, ce

système perdrait beaucoup des avantages qu'il paraît pré

senter dans les expériences et qu'il pourrait devenir ainsi

moins avantageux que celui des obus ordinaires; aussi,

certaines puissances qui les avaient adoptés à l'exemple

d'autres, les ont-ils abandonnés.

Les avantages ne sont plus aussi sensibles pour les obus

tirés avec de grandes vitesses, ils ne sont pas non plus

bien sensibles pour le jet des bombes tirées habituelle

ment sous de grands angles de projection.

254. Placement du centre de gravité des projectiles ordi

naires. Avec, les projectiles sphériques ordinaires, il ne

peut y avoir que des avantages à disposer de leur excen

tricité naturelle de telle sorte que le mouvement de ro

tation ait toujours lieu dans le même sens, en plaçant à

cet eflet le centre de gravité dans la partie inférieure.

Dans les boulets, l'excentricité naturelle est très-faible,

et une position déterminée du centre de gravité n'a qu'une

influence difficilement appréciable sur les portées; à plus

forte raison n'a-t-elle pas d'influence sensible sur leur

régularité ou sur l'étendue des déviations.

Dans les obus, l'avantage qu'on peut retirer d'une posi

tion déterminée du centre de gravité est très-limité, par

suite de l'obligation où l'on est de placer la fusée et la

lumière de l'obus du côté de la bouche de l'obusier; on

n'est plus maître alors de placer le centre de gravité dans

la verticale du centre de figure, et l'on doit se borner à

mettre verticalement le plan méridien qui contient ce

centre. Dans ce cas, la position inférieure, qui produit un

mouvement de rotation direct, mouvement de même sens

que celui qui provient de la pression sur la paroi infé
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rieure de l'âme, donne la plus grande vitesse de rotation

el la plus grande régularité dans les portées. Celte pré

caution, dans le tir avec des vitesses faibles ou avec des

vitesses moyennes, augmente notablement la régularité;

elle présenterait des avantages marqués dans l'emploi

des obusiers à tir plongeant ; ces avantages compense

raient peut-être les inconvénients de la complication que

cette disposition introduirait dans le service.

L'application au tir des bombes présenterait aussi un avan

tage appréciable, et diminuerait les déviations latérales.

255. Moyens d'obtenir la stabilité de l'axe de rotation.

La forme sphérique du vide des projectiles creux el le

déplacement qu'on peut lui faire subir pour obtenir le

mouvement de rotation autour d'un axe constamment ho

rizontal, n'assurent pas la stabilité de cet axe. En effet,

cette disposition ne fait pas concorder l'axe de rotation

avec l'axe principal du moment d'inertie, majeur ou mi

neur; il y a donc instabilité. On le reconnaît quand on

tire plusieurs fois de suite un projectile rendu excentrique

et qu'on le met à chaque coup dans la même position ; la

permanence dans le sens des déviations latérales prouve

que l'axe de rotation, d'abord horizontal, s'incline cons

tamment dans un sens déterminé.

On obtiendrait donc beaucoup plus de régularité, si

l'on donnait au vide intérieur des obus la forme d'un

ellipsoïde de révolution, dont le grand axe serait assez

différent du diamètre perpendiculaire. La différence de

vrait être assez grande pour que le moment d'inertie

autour de cet axe surpassât les moments autour des autres

axes d'une quantité notable, et qu'elle puisse ainsi assurer

la stabilité malgré les inégalités qu'on rencontre dans une

fabrication courante. Le grand axe devrait être placé per

pendiculairement au plan vertical de projection. L'excen

tricité pourrait être très-faible, et, pour certains cas, on
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pourrait même n'en pas donner; le mouvement de rota

tion dû à la pression sur la paroi inférieure suffirait pour

procurer de la régularité dans le tir.

Une disposition de ce genre dans les boulets permettrait

aussi d'obtenir plus de régularité dans le tir; on devrait

pour cela réserver un vide elliptique intérieur et excen

trique, ou un vide cylindrique, dont l'axe serait sur une

corde très-peu distante du centre de figure.

256. Variations dans les portées dues à la variation

de la densité de l'air. La résistance que les projectiles

éprouvent dans leur trajet étant proportionnelle à la den

sité de l'air, les variations de cette densité ou les chan

gements de la température, de la pression barométrique

et de l'état hygrométrique, ont, sur la trajectoire et sur les

portées, une certaine intluence. Quoiqu'elle soit petite, en

général, il est néanmoins utile de la connaître. Les tables X

et XI rendent cette détermination facile.

Dans l'équation de la trajectoire (63), y = x tangç

X* X

— ift,(a\V), la fonction iiï>(a;,V) varie avec -; cette
4/icos'<p c

dernière quantité a pour valeur x—-— ; ici la quantité

A est proportionnelle à la densité <f de l'air, au moment

du tir. Il suit de là, qu'une augmentation dans la densité

x

produira une augmentation proportionnelle dans -et une
c

certaine augmentation dans la valeur de m. (x, V), aug

mentation que nous représenterons par ADi>(;r, V); par

conséquent, l'augmentation dans l'abaissement du projec

tile sera

4/lC03a<P
Aifc(a:,V);

une colonne des tables de la fonction afc(a;, V) donne les

différences Aift>(:c,V), pour une variation de 0,01 dans la
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X

valeur de -; par une simple proportion, on aura donc

la variation de Tii>(#, V), pour un accroissement quelconque

de la densité.

Exemple. Dans le lir du canon-obusier de campagne de 12cm.

à obus, à la charge de lk000 et à la distance de 600-, on a

, - = 0,81 76 ; V = 450m : s ; h = \0322m ; V„ = 1 ,0350.

Si la densité de l'air, au lieu d'être 1,2083. était S = 1,2204.

,. . 0,Wi7 . , . .

1 accroissement proportionnel serait ——-, ce qui produirait sur

x 00117

- une augmentation égale 0,8176 ' ou 0.0079. Or, d'après

C 1 f^Uoo

la table X, à ift. (0,8176; 1,0350). ou. plus simplement, à

alï>(0.80; 1,00) qui a pour valeur 1,7276. à une augmentation

x ,

de 0,01 dans la valeur de -. correspond une augmentalion de

c

0.0122 dans celle de 11b (z. V). On en conclut que pour une aug

mentation de 0,0079. on aura

0,0122

A *(c, V) = 0,0079 -^- = 0,0090.

Par conséquent, l'augmentation d'abaissement due à l'augmentation

600 J

de la densité de l'air est égale à —7-—-—0,0096 = —0-084.
4.10322

Si 0 est l'inclinaison au-dessus du plan horizontal de la

tangente à la trajectoire, on aura la variation des portées

en divisant par tango la quantité ci-dessus; et comme on

X

a tangfl = tangq> 3(x, V), l'accroissement dans

2hcos'<f

les portées, toute réduction faite, en remarquant que dans

le tir horizontal (88, èq. 12) 2/isin2q> = x-fo(x,\), sera

asAu»,(a:, V)

lfi,(x,V)-23(x,V)'
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une augmentation dans la densité produira, comme on

le voit, un abaissement dans la hauteur de la trajectoire,

et une diminution dans les portées.

Dans l'exemple précédent où ^(x, V) = 1.5101 et 5(x, V)

= 2.2932, la différence dans les portées sera égale à

0,0096
600l,51Oll2.2,2932=-lm86'

c'est-à-dire que la diminution sera lm86.

En faisant l'application de cette formule à divers exem

ples, on trouve que les abaissements causés par des aug

mentations dans la densité de l'air, sont en général peu

considérables, mais qu'ils ne sont pas toujours négli

geables; ainsi, avec un boulet de 16, tiré à la charge

du { du poids du boulet, une augmentation de -^ de la

densité de l'air à partir de la densité moyenne, laquelle

correspond à un changement de 0m015 dans la hauteur

du baromètre, ou de 5° \ dans la température, produi

rait un abaissement de 0m08 à 600m ; à la charge de j-

du poids du boulet, il ne serait encore que de 0ml1 ; mais

à la charge de -^, ou avec une vitesse initiale de 138m:s,

il serait de 0m56. A égalité de vitesse et de distance, et

avec des projectiles différents, on obtiendrait les mêmes

abaissements, pour des variations de densité en raison

inverse des calibres ou des densités des projectiles.

Une variation de 15° dans la température et de 0m030

dans la hauteur du baromètre, ce qui peut se rencontrer

d'un jour à l'autre, produirait sur un boulet de 16 lancé

à 600m à la charge de | du poids du boulet, un abaisse

ment de 0m517; celte quantité, qui correspond à une

différence de près de 0° 3' ou à une hausse de 3 milli

mètres, n'est pas négligeable dans le service.

Ces formules auront surtout une application utile pour

rapporter à une densité uniforme de l'air, les résultats .
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d'expériences faites en des jours différents, comme nous

l'avons indiqué plus haut (218).

§ ni.

Trajectoires réelles des projectiles.

257. Données nécessaires pour déterminer la trajectoire

réelle d'un projectile. On a donné (sections III, IV, V) les

lois du mouvement d'un projectile soumis à l'action de la

pesanteur et à celle de la résistance de l'air, dans la di

rection du mouvement. Elles appartiennent au mouve

ment, dans un air calme, d'un point matériel pesant et

s'appliquent à celui d'un projectile sphérique homogène

et sans mouvement de rotation. Nous avons donné la so

lution des divers problèmes qu'on peut se proposer de

résoudre dans ces circonstances.

On a vu (219) qu'il y avait entre les formules et les

ordonnées réelles observées de la trajectoire d'un projec

tile sphérique des différences notables, et l'on a reconnu

qu'elles tenaient à des causes autres que les deux forces

qu'on a fait entrer dans le calcul. On a reconnu également

que les causes déviatrices qui agissaient sur le projectile

variaient en grandeur et en direction d'un projectile à un

autre, lors même qu'on cherchait' à rendre les circons

tances du tir aussi égales qu'il est possible; on a reconnu

enfin qu'elles variaient, pour le même projectile, dans

l'étendue du trajet de la bouche à feu au but. On a fait

voir que ces causes déviatrices étaient dues au mouvement

de rotation dont les projectiles sphériques ordinaires sont

généralement animés.

Pour déterminer le mouvement réel du projectile, on

devra connaître, dans tous les cas : 1° la direction du pro

jectile au départ, direction qui, à chaque coup, s'écarte
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plus ou moins de l'axe de la bouche à feu, un peu plus

généralement au-dessus (225 et 226); 2° la vitesse initiale

qui, pour une charge donnée de poudre, varie aussi à

chaque coup dans certaines limites (2:30). Ces données

suffisent pour déterminer la trajectoire lorsque l'on con

sidère le projectile comme un point matériel, ou un pro

jectile sphérique homogène et sans mouvement de rota

tion (sect. III, IV, V).

Si le projectile a Un mouvement de rotation, on devra

connaître en outre la direction de ce mouvement et la

vitesse. On ignore encore, pour la plupart des cas, la gran

deur de la force dévia trice qui résulte d'une vitesse de

rotation déterminée. On sait seulement qu'elle agit géné

ralement dans la direction et dans le sens du mouvement

de l'hémisphère antérieur (245). Nous avons déterminé

sa grandeur, pour quelques cas des projectiles excen

triques, lorsque l'axe de rotation était perpendiculaire à

la direction du mouvement.

Si l'axe de rotation et le plan du mouvement restent

parallèles à eux-mêmes durant tout le trajet, la déviation

continuera à se faire dans le même sens et avec une in

tensité qui peut varier avec la vitesse et dont on ne con

naît pas encore la relation.

Si l'axe de rotation du projectile se trouve être un des

axes principaux d'inertie du projectile, et que sa surface,

sans irrégularité notable, soit une surface de révolution

autour de cet axe, celui-ci restera parallèle à lui-même,

et la déviation continuera dans le même sens. L'axe de

rotation conservera une direction d'autant plus stable,

que le moment d'inertie, majeur ou mineur, sera plus

différent du moment d'inertie moyen.

Lorsque l'axe de rotation ne sera pas un des axes prin

cipaux, majeur ou mineur, et que sa position sera déter

minée par rapport à ceux-ci, on pourra, par les lois de

55
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la mécanique, déterminer à chaque instant du trajet la

position de cet axe et cette vitesse; par leur moyen, on

déterminera qu'elle est, à cet instant, la direction et la

grandeur de la force déviatrice. On pourra négliger, sans

erreur appréciable, l'influence de la résistance de l'air sur

la vitesse du mouvement de rotation.

258. On tierU compte séparément de chacune des forces

déviatrices. Les forces déviatrices qui naissent du mouve

ment de rotation étant en général peu considérables, les

vitesses qu'elles produisent et les chemins qu'elles font

parcourir sont très- faibles relativement à la vitesse du

projectile et à l'étendue du trajet; de sorte que leure

composantes dans le plan perpendiculaire à la trajectoire

pourront être regardées comme sans influence sur le

mouvement de translation, et que leur mouvement pourra

être considéré d'une manière indépendante. Ces considé

rations sont particulièrement applicables au tir ordinaire

des armes à feu et des bouches à feu sous de petits angles

au-dessus de l'horizon.

Il en serait de même pour des arcs de trajectoire d'une

certaine étendue, dans le tir des bombes sous de grands

angles de projection.

259. Application au tir peu élevé au-dessus de l'hori

zon. Prenons pour exemple le cas d'un projectile tiré

sous un très-petit angle au-dessus de l'horizon, et dont

l'axe de rotation serait perpendiculaire au plan vertical

de projection, et le mouvement direct, c'est-à-dire que

son hémisphère antérieur tournerait de haut en bas; nous

supposerons de plus que l'axe de rotation étant un axe

principal du corps, il restera parallèle à lui-même durant

le trajet, et que, par suite, la déviation aura lieu cons

tamment dans le même sens que celui de la pesanteur.

Conservons les notations admises, et nommons de plus

d' la force déviatrice exprimée comme la pesanteur g, et
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dépendant de la vitesse de rotation ; nous la regarderons

comme constante dans l'étendue du trajet. Nommons z la

déviation qu'elle produit par rapport à la trajectoire nor

male que décrirait le projectile sans la force g'; la dévia

tion produite par celle-ci et l'abaissement dû à la pesan-

lent g, seront dans le rapport des deux quantités g' et g;

de cette sorte, en se rappelant que V,' = 2<jr/tcos'<p,

l'abaissement dû à la pesanteur étant \g—ifl>(a;,V), la

* »

déviation sera

' = 7<7'^fl.(*,V).

Dans le cas que nous considérons, la courbe restera plane ;

elle sera seulement plus abaissée que la trajectoire normale.

Si le plan de rotation passant par la trajectoire au dé

part n'est pas vertical, et que, par exemple, la partie

inférieure soit inclinée vers la gauche, la déviation se fera

dans le plan du mouvement et dans le sens intérieur à

gauche.

Si l'axe de rotation n'est pas perpendiculaire à la tan

gente à la trajectoire, la force déviatrice sera diminuée;

s'il est dans le plan vertical, par exemple, la cause dévia

trice latérale sera d'autant moins grande que l'axe sera

plus rapproché de la direction du mouvement, et s'il se

confondait avec lui la déviation serait nulle. Dans tous les

autres cas, la force déviatrice agira dans une direction

perpendiculaire au plan qui passe par l'axe et par la tan

gente à la trajectoire.

La valeur de g' dépendra donc de l'inclinaison ; la loi

suivant laquelle elle agit nous est inconnue; mais on

pourrait supposer, comme on l'a admis pour l'inclinaison

des surfaces planes, et cela jusqu'à ce que des recherches

expérimentales nouvelles aient permis de l'apprécier plus
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exactement, qu'elle est proportionnelle au carré du sinus

de l'inclinaison.

Si l'axe de rotation n'est pas un des axes principaux

d'inertie du mobile, il changera de direction durant le

trajet et variera suivant des lois connues; d'après cela,

on connaîlra à chaque instant la grandeur de la force dé-

viatrice et sa direction, et l'on pourra encore déterminer

à chaque instant la position du mobile relativement à la

trajectoire normale.

260. Représentation du mouvement réel des jwojectiles.

Pour représenter le mouvement réel d'un projectile tiré

sous un petit angle au-dessus de l'horizon, imaginons un

plan qui soit toujours perpendiculaire à la trajectoire nor

male et qui reste par conséquent sensiblement vertical ; sup

posons en outre qu'un de ses points suive exactement la tra

jectoire et se meuve avec la même vitesse que le projectile.

En traçant par ce point et dans le plan mobile une

horizontale et une perpendiculaire à cette ligne, cette

perpendiculaire restera dans le plan vertical de projection

et le projectile, dans ses déviations, restera dans ce plan;

sa position, relativement aux deux droites prises comme

axes des coordonnées, indiquera donc la déviation verti

cale, la déviation latérale et la déviation absolue. Le lieu

des positions successives sur ce plan, sera la courbe des

déviations. En marquant par des points, sur cette courbe,

les positions du projectile à des intervalles égaux et assez

rapprochés, on aura la représentation complète du mou

vement.

D'après ce que nous avons dit, on voit que si Taxe de

rotation du mobile est un des axes principaux d'inertie, la

déviation se faisant constamment dans le même sens, la

courbe des déviations sur le plan des coordonnées mobiles,

sera une ligne droite, et que celle-ci ne sera autre que la

trace du plan méridien perpendiculaire à l'axe de rotation.
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En supposant que la trajectoire normale soit rectifiée

et réduite à sa projection horizontale, les déviations rap

portées à cette ligne seront, avec les abaissements dus à la

pesanteur, dans le même rapport que la force déviatrice g'

à la pesanteur g. D'après cela, il deviendra très-facile de

les déterminer.

Pour rendre les effets de ces déviations plus apparents

et plus faciles à saisir, on peut les projeter sur le plan

horizontal et sur le plan vertical passant l'un et l'autre

par la trajectoire normale rectifiée. On choisira les lon

gueurs du trajet pour abscisses et les projections pour

ordonnées; celles-ci seront prises à la même échelle que

les coordonnées du plan mobile, plus grande que celle

des abscisses.

Pour compléter la représentation du mouvement d'un

projectile, on devra tracer la trajectoire normale, répon

dant aux mêmes abscisses, avec des ordonnées prises à

une échelle plus grande; cette trajectoire sera constante

pour tous les projectiles tirés dans les circonslances qu'on

regarde comme égales; chacun d'eux ayant une trajec

toire réelle particulière et différente, celle-ci sera repré

sentée par une courbe particulière.

261. Cas où la direction de l'axe de rotation est va

riable. Si l'axe de rotation du mobile ne se confond pas

avec l'un de ses axes principaux d'inertie, majeur ou mi

neur, et qu'on connaisse sa position par rapport à ceux-

ci et la grandeur respective des moments d'inertie, on

pourra encore déterminer la loi des déviations. Ce pro

blème, très-compliqué, a été traité analyliquement par

Poisson ', dans certaines hypothèses et pour des cas parti*

' Recherches sur le mouvement des projectiles dans l'air, en

ayant égard à leur mouvement de rotation, par S. D. Poisson.

— Journal de l'École polytecfinique, -I839.
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culiers ; nous allons indiquer le moyen de le résoudre com

plètement par points, dans le cas général.

On divisera la durée du trajet en intervalles déterminés

t', l" , égaux entre eux ou inégaux et en assez grand

nombre , quatre ou cinq au moins. Pour chacun de ces

intervalles on calculera les longueurs du trajet.

En partant de la position de l'axe de rotation et de la

vitesse de ce mouvement au sortir de la bouche à feu, on

déterminera après chacun de ces instants la position de

cet axe et celle vitesse. Les principes de la mécanique el

les formules du mouvement de rotation des corps', ou les

considérations géométriques sur le mouvement de rota

tion ', en donnent le moyen.

Cela fait, on tracera sur le plan des coordonnées mo

biles, ou plan des déviations, la trace du plan qui passe

pur la tangente à la trajectoire et par l'axe de rotation ;

la perpendiculaire à celte trace sera la direction de la

déviation initiale du mouvement de rotation; si g' est la

force déviatrice qui correspond à la vitesse de rotation

dans le premier intervalle, { g'I'' sera le chemin latéral

parcouru ou la déviation après ce premier instant; on

portera cette quantité sur la droite; la vitesse acquise dans

cette direction sera g't'.

Dans le second intervalle t", el sans la force déviatrice,

la déviation produite eût été g't't"; mais la force dévia

trice agissant suivant une direction un peu différente, que

l'on connaît, et étant représentée par g", elle ferait, si

elle était seule, parcourir au mobile un espace {g"t"'\ le

chemin réellement parcouru sera donné en grandeur el

en direction par la diagonale du parallélogramme cons

truit sur ces deux lignes, ou, plus exactement, l'extrémité

1 Mécanique de Poisson.

'' Théorie du mouvement de rotation des corps, par Poinsol.
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de celte diagonale sera la position du mobile à la fin du

deuxième intervalle.

La vitesse, à la tin de cet intervalle, sera donnée en

grandeur et en direction par la diagonale du parallélo

gramme construit, en prenant pour côtés et sur les mêmes

directions la vitesse g'I' au commencement de cet instant,

et la vitesse y't" qui serait acquise pendant cet intervalle

par la force dévialrice seule. On continuera ainsi pour

tous les autres intervalles.

On obtiendra un peu plus d'exactitude dans les résul

tats, en apportant à cette méthode les modifications déjà

indiquées (156 et 157) pour le tracé des trajectoires.

En projetant les points obtenus de cette manière, sur

les axes des coordonnées verticales ou horizontales, on

aura les déviations dans l'une et dans l'autre de ces di

rections.

262. Trajectoire dans le cas de plusieurs causes dévia-

Irices coexistantes. Si le projectile n'est pas projeté suivant

l'axe de la bouche à feu, les écarts dus à cette circons

tance seule auraient lieu suivant la ligne d'intersection du

plan mobile des coordonnées avec le plan qui passe par

l'axe de la bouche à feu et par la direction de la ligne de

projection effective. Ces écarts seront proportionnels à la

tangente de l'inclinaison et aux distances de la bouche à

feu. Les déviations qui résultent de cette cause devront

être ajoutées à celles des causes précédentes, si elles exis

tent en même temps.

Si l'air n'est pas calme, le projectile sera soumis à l'effet

du vent; on déterminera les déviations qui en résultent,

comme on l'a déjà indiqué (232 à 235), et on les ajoutera

à la composante horizontale des autres déviations.

En calculant de cette manière des trajectoires dans

diverses hypothèses de vitesse et de direction du mou

vement de rotation, et en les comparant à celles qu'on
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observe effectivement, on verra que ces déviations, dont

quelques-unes sont très-singulières, s'expliquent facile*

ment par l'existence de ces diverses causes. Réciproque

ment, d'après les déviations observées, on pourra déter

miner les causes qui ont dû y donner naissance.

§ iv.

Trajectoire de* projectiles onlongs dans le» canons rayé*»

263. Nécessité de tenir compte de la dérivation. Les

projectiles oblongs, tirés dans des canons rayés en hélice,

et introduits récemment dans l'artillerie des diverses puis

sances, doivent être ici l'objet d'une étude spéciale, qui

cependant ne peut encore être que générale, vu que les

formes des projectiles ne sont pas définitivement arrêtées

Chaque projectile devra être l'objet de déterminations par

ticulières, en ce qui concerne certains coefficients.

Nous ne nous occuperons actuellement que du tir

sous de petits angles de projection, le seul encore pra

tiqué.

On a vu plus haut (252) que le projectile oblong ne

suit pas la trajectoire qui résulterait de sa vitesse de trans

lation, de la pesanteur et de la résistance langentielle de

l'air; ainsi, la vitesse initiale de la balle creuse des car

touches d'infanterie, du poids de 32g, tirée à la charge

de 4k5 dans le fusil d'infanterie rayé, est égale à 345m:s;

en prenant A = 0,019 pour le coefficient de la résistance

de l'air, on trouve que l'abaissement, au-dessous de la

ligne de tir, serait de 43m60 à 4O0m. Mais, au contraire,

l'abaissement observé dans des expériences précises est

de 10m70; on en conclut qu'il y a eu une dérivation ver

ticale de 2">90.

Celle dérivation peut être comparée, soit à la pesanteur
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soit à la dérivation due au vent. Dans la première hypo

thèse, en remarquant que l'abaissement est proportionnel

à la pesanteur, on voit que l'on rendrait compte de l'abais

sement observé, en réduisant la pesanteur dans le rapport

de 13m60 à 10'"70, ou dans celui de 9,809 à 7,72; c'est

comme si la balle, dont le poids est de 32?, était pressée

de bas en haut, avec une force constante égale à 6s82.

Dans la seconde hypothèse, on obtiendrait la même déri

vation si la balle, étant sphérique, de même diamètre et

de même poids, la vitesse du vent dans le sens vertical,

et dirigée de bas en haut, était égale à 3m:5i0.

Outre cette dérivation verticale il en existe une autre,

qui est horizontale, et du même genre, et qu'il importe

aussi de connaître, afin de diriger le tir en conséquence.

Ou peut rechercher quelle est celle de ces deux hypo

thèses qui représenterait le mieux la dérivation, soit d'une

force constante comme la pesanteur, soit d'une force dé-

viatrice comme celle du vent; ou essayer d'autres lois de

déviation plus ou moins rapides; et, dans ces diverses

hypothèses, rechercher l'équation delà trajectoire et celles

de l'inclinaison, de la durée et de la vitesse, pour un trajet

donné.

264. Équation de la trajectoire des boulets oblongs. —

La force déviatrice étant comparée à la pesanteur. Suppo

sons d'abord que la force déviatrice soit constante comme

la pesanteur, mais dirigée de bas en haut. Il suffira de

diminuer la pesanteur g d'une quantité g'. La trajectoire

d'un projectile oblong tiré dans un canon rayé, en con

servant les notations ordinaires (art. 63), sera, dans cette

hypothèse,

(1) y = ztangç - §LTiL|ltf,(z, V);

dans cette expression g1 est une force déviatrice verticale

agissant de bas en haut, à l'inverse de la pesanteur.

56
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Admettons que la dérivation horizontale suive la même

loi, sauf la grandeur de g' que l'on remplacera par g",

la dérivation z aura pour expression

(2) *=Ç.~*(*,V).

La force g" agira latéralement et de gauche à droite, pour

l'observateur placé du côté de la culasse, quand les rayures

du canon, comme ordinairement, s'inclinent à droite sur

la génératrice supérieure.

Inclinaison de la trajectoire; durée; vitesse. L'équa

tion (1) de la trajectoire du projectile oblong étant de

même forme que celle du projectile sphérique, la tan

gente de l'inclinaison à une distance horizontale x sera

(art. 64)

(3) tangQ = tan8T-(g~f)a!a(a,V).

La durée ( du trajet et la vitesse V du projectile auront

les mêmes expressions respectives :

(4) t = TQ<?,Y)i .= _^._.

Lorsque les inclinaisons au-dessus de l'horizon seront

très-faibles, la dernière expression se réduira sensiblement

, ' v

a v = .

265. Equation de la trajectoire des boulets oblongs. —

La force dévialricc étant comparée à celle du vent. Dans

la seconde hypothèse, celle d'un vent agissant verticale

ment de bas en haut, l'ordonnée de la trajectoire doit

être augmentée du relèvement dû au vent supposé verti

cal. Or, cette expression, pour une vitesse égale à W et
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à une dislance x, est

» = ?W,V)-1] ou £W(l+V„)F*.

W est la vitesse d'un vent qui agirait verticalement de

bas en haut; c doit être calculé, dans cette expression

comme dans t)b(.r,V), d'après le diamètre et le poids du

projectile supposé sphérique, mais avec une valeur de A

plus petite, et qui, d'après ce qui a été indiqué pour

des balles de plomb pleines, a été A = 0,01 8; et, pour

les balles creuses à la partie postérieure, A = 0,020.

D'après cela, l'équation de la trajectoire d'un projec

tile oblong dans un canon rayé sera

O OC1 OC1 ^V 2?

(5) y = xtang*-|—^(x,V) + --(i +V„)F-,

v.

ou, en remarquant que V0 = — ,

r

(5') y = xtang»-|^[*(fc, V)-gjv„(4 + V.)F^];

de telle sorte que l'équation de la trajectoire des boulets

oblongs, tirés dans les canons rayés, ne diffère de celle

des projectiles sphériques qu'en ce que le facteur i(s>(a;, V)

Wr x

doit être diminué de —— V0(l -+-V0)F — .

Voir (art. 311, éq. 3) une autre simplification.

La dérivation horizontale z sera

(6) » = «ÏW,V)-1] ou |^(1+V.)F|.

Dans celte expression W est différent de W et agit hori

zontalement de gauche à droite.

Inclinaison de la trajectoire; durée; vitesse. Dans l'hy



444 SECTION IX.

pothèse d'une force dévialrice comme le vent, on obtient

l'expression de la tangente en différentiant la valeur de y

de l'équation (5) ou (5*) par rapport à x, ce qui donne,

toute réduction faite,

(7) tange = tangç-|^3(x,V) + |- £(1 + V0)F'^,

ou

(7«) tango =iMg*-H[3(*,V)-^Vo(l+V„)F'£L];

de telle sorte que l'expression de l'inclinaison de la tra

jectoire d'un boulet oblong ne diffère de celle d'un pro

jectile sphérique qu'en ce que le fadeur a(x,\) doit être

\\r X

diminue de —V0(t -4-V0)F'— .

Celte diminution ne diffère de celle qui se rapporte aux

X

ordonnées (éq. 5') qu'en ce que F— est remplacé par

F'—; relation analogue à celle qui existe entre iib(#,V)

et 3(x,V).

Quant aux durées et vitesses, elles conservent les mômes

expressions que plus baut (art. 264, éq. 4).

266. Formules de dérivations plus rapides. Si la déri

vation donnée par la formule précédente ne croit pas

assez rapidement avec les distances, on pourra substituer

j: X .

X — — \
à F—, soit e:c, soit ec, ou simplement remplacer - par

un de ses multiples - et notamment dans F—.
1 c. 2c

L'équation de la trajectoire serait avec é

(8) y =

g x7 «c'W.
j

y = xtang <P - 1— «, (x, V) +-—(4 + V„)
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OU

(8*) v=xtang»-|^ [*(*,V)-~V„fl +V0)efcJ.

La tangente de l'inclinaison donnée par la différentia-

tion de y par rapport à x sera

(9) tangfl = tang»-ea(a., v)+ * (i + _ * ) _(1 + V„)e*

au

(9-) tange= tang»-^[a(a,V)-^(i+~)Vo(l+V.)es]-

Enfin, avec ec, on aurait pour équation de la trajectoire

X

(10) y = xtangi)-|^^(a!,V)+^(H-Vo)ec,

ou son analogue comme précédemment.

La tangenle de l'inclinaison de la trajectoire, don

née comme précédemment par la diflérenliation de y,

sera

(H)tang8= tangç-|^3(x,V)+i(n-g)^(l+V.)eë,

ou son analogue comme ci-dessus.

La durée et la vitesse ont la même expression que ci-

dessus.

267. Comparaison des formules sous le rapport de la dé

rivation avec les distances. Les dérivations dans les quatre

hypothèses considérées (art. 264, 265 et 266) sont

_(l+Vo)_eîc. W(1+V)_,e.
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Pour rendre la comparaison plus facile, supposons que

la résistance se rapproche de plus en plus d'être propor

tionnelle au carré de la vitesse; alors V0 sera négligeable

devant l'unité et les quatre expressions ci-dessus devien

dront respectivement :

2 V,' c' 4c V, 2c' V,"4c ' 4c W,

X X

Ce qu'on sait, des valeurs de F- et F— (66 et 67) montre

bien évidemment que le décroissement est plus rapide

dans la première expression que dans la deuxième, dans

la troisième que dans la première. Ce rapport est rendu

plus clair par le développement en série qui est respec

tivement :

</' x* r ix i /x\' 1 /x\} ~\
lv7[1 + 3c- + r2(c-)+Cô(c)+ClC-J;

W X* r 1a- 1 /o.-\' 1 /an3 -|

47v;[1 + 4c+24(c)+Î92(c)+C,C-];

W x* r. 1 x \ /xx' 1 /x\3 n

c^L'+ïr+i (;) + «(;) +"«••]'

W x' r. x 1 /x\' , 1 /-M3 , . 1

47v;Li+ ô+i(;)+ e (c-)4-610-]-

Les formules qu'on vient de donner sont empiriques,

sans doute, quand il s'agit de dérivations autres que celles

qui sont dues au vent ou à la pesanteur, mais elles sont

le plus naturellement applicables, et c'est parmi elles que

l'on doit d'abord chercher l'accord avec les résultats d'ob

servation ; ou bien, comme on l'a déjà dit, assimiler les

dérivations à celles qui se rapportent au vent (art. 265),

I tl JE ÏÎX

en remplaçant - par - et F— par F—, n étant un facteur

C C — ' —c

à déterminer par l'expérience.
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268. Applications. Nous donnons ci-après les résultats

de l'observation du tir de divers projectiles oblongs.

Exemple. Soit pris pour exemple le tir de projectiles oblongs du

diamètre de 0m160. avec un vide capable de contenir 1k600 de

poudre et pesant 29k. Ils ont été tirés en Angleterre, en 1850, avec

les canons Cavalli et Wahrendorff. aux charges de 3k628 et 4k534,

sous les angles de 5°. 10° et 15°; on a observé les portées et les

durées moyennes des trajets sur 12 coups, et l'on a obtenu les

résultats ci-après :

99—9B9—-99 1

POIDS ANGLES
PORTÉES

•^

DURÉE DÉRIVATIONS

des charges de des latérales

de poudre. projection.
observées.

trajets. moyennes.

degrés mètres secondes mètres

5 1770 6,43 14

3*628 10 2919 11,60 57 ;

1

15 3907 16,38 97

5 1946 6,68 23

4*534 10 3239 12,22 92

15 4279 17,41 115

A l'aide des formules indiquées plus haut on a essayé les di

verses valeurs de A ci-après dans l'expression de la résistance de

l'air', p= A*d\V(l + -).

A = 0,020, A = 0,018, A = 0,017, A = 0,015.

Et l'on a calculé les durées et les portées, d'abord comme si le

projectile était sphérique, et, ensuite dans les deux hypothèses.

1 A l'époque où ont été faits ces calculs (décembre 1850) aucune

expérience n'avait été faite pour la détermination du coefficient A

relative aux projectiles oblongs.
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soit d'une force verticale ascentionnelle g', comme la pesanteur,

soit d'un vent vertical de vitesse W.

En considérant le projectile comme sphérique et n'éprouvant,

par suite, qu'une résistance tangentielle, on a reconnu que quel

que soit le coefficient A que l'on adopte, il est impossible de repré

senter les durées avec une même vitesse initiale sous les divers

angles. On a calculé ensuite pour chaque valeur de A la vitesse

initiale et la valeur de g qui représentaient le mieux les durées et

les portées. On a recherché de même la vitesse initiale et la vitesse

W qui représentaient le mieux les mêmes durées et les portées, et

l'on a trouvé que la valeur de A = 0,018 satisfaisait le mieux

dans les deux hypothèses. On a trouvé pour vitesse initiale, sa

voir : V = 548m:» à la charge de 3k628. et V = 580m:s à celle

de 4k524; et. ensuite, g' = 0,618 dans la première hypothèse,

ou W = llm:83G dans la seconde.

Dans cette seconde hypothèse, à la charge de 3k628, les hau

teurs calculées aux trois distances observées sous 5°, 10° et 15°.

étaient respectivement — 0m5, 0m0 et — l"^, au lieu d'être zéro

(sur le sol). Ces quantités sont tout à fait négligeables. A la charge

de 4k324, les hauteurs étaient respectivement 7m et 4m3. sous

les angles de 5° et 10°, au lieu d'être zéro, ce qui est encore peu

de chose à des distances de 2000"' et 30O0m ; mais la divergence

sous l'angle de 15° pour une portée de 3900m était beaucoup plus

grande.

Dans la première hypothèse avec g' = 0,618, l'accord des

ordonnées calculées était un peu moins grand à la charge de

5k628, et plus grand à l'autre. Mais, dans les deux hypothèses,

la dérivation calculée pour la charge de 4k524 sous 15°, ou à la

distance de 4270ra, était beaucoup trop faible: ce qui fait voir

qu'il faudrait adopter une loi de dérivation plus rapide (cette re

cherche n'a pas été faite).

Les dérivations latérales paraissent suivre les mêmes lois et

sont proportionnelles aux dérivations verticales calculées; celles-ci

sont, à une exception près, les deux tiers des dérivations hori

zontales.

11 est à remarquer que le coefficient A = 0,018 est, à très-peu
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près, conforme à celui qu'a donné plus tard l'expérience directe

sur des projectiles oblongs.

Second exemple. Prenons pour second exemple les résultats

d'observation du tir des projectiles oblongs des canons de cam

pagne adoptés en France (modèle 1858).

Résultats du tir et dérivations du boulet oblong de 12, pesant

1 1*5, dans le canon-obusier rayé, à la charge de lk (expériences

de La Fère en 1858); moyennes sur 10 coups :

HAUSSES PORTÉES DÉRIVATION durées

sur OmgOO. sur le terrain à droite. des trajets.

millimètres mètres mètres secondes

31,4 671,0 ' 1,28 2,6

51,0 990,7 3,79 3,9

70,7 1301,3 7,90 5,3

100,5 1726,6 15,97 7,3

130,4 2162,5 18,60 9,3

160,4 2448,5 42,76 11,1

200,3 2822,7 64,45 13,5

240,3 3179,5 9C,55 »

Les durées des trajets permettent de déterminer la vitesse ini

tiale du projectile et de vérifier la valeur de A = 0.018 indiqué

par l'expérience sur des balles de plomb.

Les données sont P = llk5. 2R = 0k119. A = 0.018;d'où

lm
c = 2923ni et — = 0.0003417. Les hausses indiquées pour la

longueur 0m800 entre la plate-bande de culasse et le plus grand

renflement du bourrelet, donnent directement les tangentes des

inclinaisons et, par suite, les angles de projection. Ces hausses

d'ailleurs sont relatives au point touché du sol. La durée du trajet

étant t. on aura

=— <£>(*, V), d'où V=7Û3(*,V).

:.7
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Ayant, pour chacun des deux résultats, x, l et une valeur appro^

chée de V, qui entre dans ûD(x,V), on déterminera la valeur de

V, ; ou, on la regardera comme très-approchée pour une seconde

opération qui donnera la valeur délinitive de V, ou Vcosf; d'où

l'on déduit V. En prenant la moyenne sur les quatre résultats

intermédiaires, on a trouvé 307m;s. Cette vitesse et A = 0,018

représentent les durées observées à 0*3, à 0*4 près.

La vitesse étant déterminée on a cherché quelle valeur devait

x- W x

être donnée à W dans la formule z = — .—(1+V°)F— , pour4c \, 2c v

représenter la dérivation horizontale observée à chaque distance ;

et, pour cela, on a calculé la dérivation qui résulterait de W= lm:ï

à chaque distance, et, la comparant à la dérivation observée, on a

trouvé des valeurs de W croissant avec les distances depuis 6^1:,

jusqu'à 16m:8. Ce résultat montre que l'expression de la valeur

de 2 ne fait pas croître les dérivations assez rapidement.

g" x2

En second lieu, on a essayé l'expression z = —— ilî>(a;. V)

2 v ,2

et l'on a trouvé pour g" des valeurs croissant avec les distances

depuis 0,46 jusqu'à 0,88, ce qui indiquait que l'accroissement

quoique plus rapide que le premier ne l'était pas suffisamment.

En troisième lieu, on a dans les premières expressions substitué

X
r- X
ec à F—; on a trouvé pour W des valeurs croissant depuis

W= 7,2 jusqu'à 11,8; l'accroissement de z étant trop peu rapide,

W x* -
on a essayé, en quatrième lieu, z = — (1+V0) — ec. Alors la

V | 4c

valeur de W n'a plus présenté que des différences accidentelles

provenant des observations et s'est trouvée en moyenne V= 6,34;

elle représente assez exactement les dérivations observées.

On a calculé ensuite la dérivation verticale; et. pour cela, en

conservant A = 0,018; V = 307m:s, on a calculé, à l'aide de

g x2

la formule y = xtang? — -—ift>(x.V), l'ordonnée de la trajec

toire à chacune des huit distances observées. Les ordonnées qui

devraient être nulles s'il n'y avait aucune force accélératrice ver
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ticale autre que la pesanteur, ont été négatives; la quantité dont

elles sont au-dessous de zéro, ou au-dessous du sol, est la déri

vation verticale; celle-ci s'est trouvée croissante avec les distances

et égale moyennement aux deux tiers de la dérivation horizontale

observée.

Ces résultats sont conformes à ceux qu'on a trouvé d'après les

expériences rapportées dans le premier exemple.

Troisième exemple. Nous citons pour troisième exemple les

expériences sur le canon de 4 rayé de campagne; dans ces expé

riences, les durées n'ayant pas été observées, il en résulte une

incertitude dans la valeur de la vitesse initiale ; c'est pour cette

cause que nous n'appliquons pas les formules des dérivations.

Résultat du tir et dérivations de l'obus oblong cylindro-ogival

du calibre de 4, du poids de 4*100, dans le canon de 4 rayé,

à la charge de 0*550 (expériences de La Fère en 1858);

moyennes sur 50 coups pour chaque distance.

HAUSSES PORTÉES DERIVATIONS HAUSSES PORTÉES DÉRIVATIONS

' sur sur ■ sur sur !"

700»-. le sol. droite. 700»°. le sol. droite.

mm m m m m m

9,8 262 0,75 86,4 1800 22,85

22,0 608 3,05 108,4 2110 32,22

33,8 890 5,42 138,3 2452 46,79

48,5 1177 8,62 172,3 2730 86,80

68,5 1527 15,67 230,2 3114 124,64
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§ v.

Application du calcul des probabilités au tir

des projectile» '.

269. Point d'impact moyen. Quoique les causes dévia-

Irices diverses qui agissent sur les projectiles se présen

tent à chaque coup d'un tir continu, dans un ordre qu'on

ne connaît pas à l'avance, l'ensemble d'un grand nombre

de coups présente néanmoins certaines lois qu'on peut

reconnaître et formuler, au moins d'une manière empi

rique, et dont l'application présente beaucoup d'utilité:

c'est l'objet du calcul des probabilités appliqué au tir.

Supposons qu'une arme soit chargée d'une manière

uniforme et consomment dirigée sur un même point

d'une cible verticale ou sur un point placé au-dessus;

supposons, de plus, que la vitesse du projectile soit assez

grande et l'angle de projection assez petit pour que les

trajectoires ne présentent que de faibles inclinaisons avec

l'horizontale.

Les points de la cible, ou points d'impact, paraîtront

d'abord fort irrégulièrement répartis et l'on ne recon

naîtra aucune loi dans leur arrangement. Mais, à mesure

que le nombre des points frappés ira en augmentant, on

verra qu'autour d'un point central, les points d'impact

sont plus rapprochés entre eux que dans les autres par-

tics, et que le rapprochement de ces points entre eux va

en diminuant à mesure qu'on s'éloigne de ce point central.

' Nous donnons ici les principes généraux de l'application du

calcul des probabilités au tir; nous donnons également les formules

des ebances d'atteindre. Nous renvoyons, pour plus d'éclaircisse

ments et pour les démonstrations des formules, à l'ouvrage que nous

avons publié, en 1858, sous le titre : Calcul des probabilités, appli

qué au tir des projectiles.
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Ne considérons d'abord que les hauteurs des points

d'impact, comme s'ils étaient tous ramenés horizontale

ment sur la même verticale, et supposons le nombre des

points assez grand pour qu'il se soit établi une sorte de

continuité dans leur rapprochement au-dessus et au-des

sous du point central. On reconnaîtra facilement une sorte

de symétrie entre l'un et l'autre côté, à moins de causes

particulières. On verra aussi que le nombre des points

d'impact au-dessus de l'horizontale est sensiblement égal

à celui des points d'impact situé au-dessous. De plus, si

l'on mesure la dislance de chaque point d'impact au point

central, c'est-à-dire l'écart de chacun des premiers rela

tivement à ce dernier, la somme des écarts en dessus sera

sensiblement égale à celle des écarts en dessous. Tout cela

résulte de la symétrie qui tend à s'établir clans les écarts

en dessus comparés aux écarts en dessous.

La condition d'égalité dans les deux sommes d'écarts

sert à déterminer d'une manière précise la position du

point central; pour obtenir la hauteur de ce point, ou la

hauteur moyenne de tous les points d'impact, il suffit de

prendre la somme des hauteurs avec leurs signes, les

quels seront positifs pour les écarts au-dessus de l'hori

zontale et négatifs pour les écarts au-dessous, et de la

diviser par le nombre des points. Le point ainsi obtenu

jouit, en effet, de cette propriété que la somme des écarts

des points d'impact situés au-dessus est égale à la somme

des écarts des points d'impact situés au-dessous.

Le nombre des points d'impact situés au-dessus peut

n'être pas égal à celui des points d'impact situés au-

dessous, mais le rapport de ces deux nombres ne s'écar

tera pas beaucoup de l'unité et il s'en rapprochera d'au

tant plus que le nombre des points considérés sera plus

grand.

Les mêmes considérations s'appliquent aux écarts laté
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raux, ou mesurés relativement à une ligne verticale tracée

sur la cible et rapportés sur une horizontale prise sur

celte même cible, laquelle est perpendiculaire au plan «le

Ur. L'on obtient alors une verticale telle que la somme des

écarts à droite est égale à la somme des écarts à gauche.

L'intersection de l'horizontale et de la verticale obte

nue par la moyenne des hauteurs et par la moyenne des

écarts latéraux, est nommée point d'impact moyen.

270. Trajectoire moyenne. Si l'on observe Ja position

des points de passage des mêmes projectiles à travers des

cibles sans résistance et placées verticalement à diverses

dislances du point de départ, on aura pour chacune d'elles

un point d'impact moyen ; si, par la série de ces points,

on fait passer une courbe continue, on obtiendra une

trajectoire que l'on désigne par le nom de trajectoire

moyenne. On la régarde comme celle autour de laquelle

se trouvent les trajectoires particulières et déterminée

comme si les causes déviatrices accidentelles se compen

saient mutuellement; c'est à celte trajectoire moyenne

ainsi déterminée, et qui n'est pas nécessairement une tra

jectoire réelle, que s'appliquent les formules de balis

tique, comme on l'a fait voir (art. 218).

271. Ecart moyen; moyen écart. La considération des

écarts rapportés au point d'impact moyen, sert à déter

miner le degré de rapprochement ou d'éloignement des

points d'impact entre eux et le degré de justesse de tir.

Pour cela, l'on fait la somme des écarts en dessus, on

l'ajoute à celle des écarts en dessous, lesquelles sommes

sont égales, au signe près, et l'on divise le résultat par

le nombre des points. Le quotient est ce que l'on nomme

écart moyen vertical.

On opère de même quant aux écarls latéraux et l'on

a Yécarl moyen horizontal. Ces deux écarts ne sont pas

nécessairement égaux, mémo sur une surface verticale.
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Le premier esl généralement un peu plus grand que le

second, à cause des variations dans les vitesses d'un coup

à l'autre et des relèvements accidentels du projectile au

départ, lesquels n'ont d'effet que dans le sens vertical.

Les écarts sont forts différents si l'on considère les por

tées en longueur et les écarts latéraux sur un plan incliné

ou sur un plan horizontal, comme le terrain.

En mesurant, sur la cible verticale, la dislance de

chaque point d'impact au point d'impact moyen, on aura

les écarts absolus, et leur moyenne sera Yécart moyen

absolu.

On peut aussi représenter le degré d'écartement des

points par les carrés des écarls. Pour cela, on fait le carré

de chaque écart positif ou négatif rapporté au point d'im

pact moyen ; la somme de ces carrés, tous positifs, divi

sée par leur nombre, donne le moyen carré; la racine

carrée de ce nombre est le moyen écart; on désigne aussi

ce moyen écart par l'expression quadratique pour le dis

tinguer de l'écart moyen qui est linéaire. On détermine

ainsi séparément le moyen écart vertical et le moyen écart

horizontal.

Si l'on remarque que pour un point d'impact quelconque

le carré de l'écart horizontal, ajouté au carré de l'écart

vertical, donne le carré de l'écart absolu, on reconnaîtra

que le carré du moyen écart horizontal, ajouté au carré

du moyen écart vertical, donne le carré du moyen écart

absolu.

Si l'on rapporte les écarls à un point de la cible autre

que le point d'impact moyen, la somme des carrés de ces

écarts, soit horizontaux, soit verticaux, soit absolus, sera

plus grande que s'ils sont pris relativement à ce premier

point; c'est-à-dire que le point d'impact moyen jouit de

celte propriété, que la somme des carrés des écarts rap

portés à ce point est un minimum relativement à la somme
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des carrés des écarts rapportés à tout autre point; de plus,

la différence des moyens carrés est égale au carré de la

distance des deux points.

La grandeur de l'écart moyen comme celle du moyen

écart représentent l'éparpillement plus ou moins grand

des points d'impact sur la cible ou leur écartement réci

proque. Il résulte de là qu'à mesure que ces quantités

deviennent plus grandes, le nombre de fois qu'une petite

partie de ce but sera frappée sur un nombre donné de

coups, sera de moins en moins grand; autrement dit, la

probabilité d'atteindre le but à un coup donné ira en

diminuant. C'est ce que l'on remarque constamment,

par exemple, sur les écarts observés dans le tir d'une

arme, lorsque la dislance du but va en augmentant; les

autres circonstances restant les mêmes, généralement,

les écarts moyens croissent plus rapidement que les dis

tances.

Observations. On a dit plus haut que sur un but vertical, per

pendiculaire au plan vertical de tir. l'horizontale passant par le

point d'impact moyen, qui appartient à la trajectoire moyenne,

divise le nombre des points d'impact en parties sensiblement

égales. Si le plan de la cible s'incline de plus en plus, de telle

sorte que la partie supérieure s'éloigne du point de départ en se

rapprochant d'un plan horizontal, les distances des points d'impact

des diverses trajectoires particulières, mesurées sur le plan, seront

de plus en plus grandes. H en sera de même des points d'impact

des trajectoires situées au-dessous de l'horizontale.

Mais, comme les écarts considérés relativement à la trajectoire

moyenne, vont en croissant avec les distances, il est facile de

voir que les points d'impact fournis par les trajectoires situées

au-dessus de l'horizontale, donneront des points d'impact présen

tant de plus grandes déviations que ceux qui correspondent aux

trajectoires situées en dessous, et dont les points d'impact se trou

vent alors en deçà de l'horizontale.

11 résulte de là que quoique l'horizontale divise les points d'im
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pact en nombres égaux, la somme des écarts des points d'im

pact situés au delà de l'horizontale, sera néanmoins plus grande

que la somme des écarts des points d'impact situés en deçà. Le

point de la trajectoire moyenne ne présente donc plus sur un plan

incliné, et à plus forte raison sur le sol, la propriété de l'égalité

de la somme des écarts dans les deux sens ; et. par conséquent,

la moyenne des portées sur le plan du terrain ne correspond pas

à la trajectoire moyenne; cette trajectoire moyenne donnerait sur

le sol une portée moins grande.

On conclut de là que sur le sol le point de la trajectoire moyenne

n'est pas donné par la moyenne des portées ; il est en deçà. Il

convient mieux, pour obtenir ce point, de chercher la ligne per

pendiculaire au plan de tir qui paVtage les points d'impact en deux

nombres égaux ; c'est une considération dont il faut tenir compte

dans les calculs de la trajectoire. L'erreur serait d'autant plus

grande que les trajectoires seraient moins inclinées sur le sol. Cette

considération s'applique encore au tir ordinaire des bombes, quoi

que un plus faible degré qu'au tir des obus et des boulets sur

le sol.

272. Des chantes d'atteindre des buts de forme et di

mensions diverses. Il est important, dans l'emploi des

armes à feu et des bouches à feu , de connaître à l'avance

la chance d'atteindre un but suivant sa forme et ses di

mensions. Cette probabilité dépend de la loi des écarts.

D'après l'observation, on a pu admettre que la proba

bilité d'un écart donné t est proportionnelle à une puis

sance d'un nombre plus petit que l'unité, laquelle puis

sance est égale au carré de l'écart; de cette façon, en

prenant pour ce nombre l'unité divisée par la base e des

logarithmes naturels, la probabilité de l'écart sera pro

portionnelle à e~ ''; par suite, la probabilité que l'écart

soit moindre, qu'une quantité donnée sera proportion

nelle à l'intégrale fe~''. Les limites dépendent de la

quantité donnée. Elles dépendront également de la grandeu r

du moyen écart, et, par l'application du calcul des pro

58
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habilités, on trouve, en fonction du moyen écart, la pro

babilité d'atteindre, à un coup donné, des surfaces de

formes déterminées.

Nous allons indiquer les résultats principaux de ces for

mules, en rappelant ce que nous avons dit des moyennes.

Bi, B, B„ étant, sur une cible verticale située à

une certaine dislance du point de départ du projectile,

les hauteurs de n points touchés rapportées à une hori

zontale tracée sur cette cible; la hauteur de la trajec

toire moyenne B„ à cette dislance est, en tenant compte

des signes,

B, + Ba + Bn zB

A,, A».... A„ étant les dislances des mêmes points à une

verticale tracée sur la même cible , en comptant comme

positives les dislances des points d'impact situés à droite,

et comme négatives celles des points situés à gauche, on

aura, pour leur moyenne,

_ A, + A, + An sa

n ~~ n '

Am et B„ sont l'abscisse et l'ordonnée du point d'impact

moyen; il appartient à la trajectoire moyenne à la

distance que l'on considère.

Si l'on opère de même à diverses distances, on aura

autant de points de la trajectoire moyenne.

Ecarts de la moyenne; écart moyen; moyen écart. Les

écarts de ces mesures moyennes étant , relativement à la

verticale, o, =Ai— A,„, a, = A, — A„,,.... et, relativement

à l'horizontale, b, — B, — Bm, b, = B, — B„,.... on aura,

pour les écarts pris avec leurs signes,

^a = a,+ a2....+aH = 0; 26 = b, + b2....+bH = 0.
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Si A et A sont le moyen écart horizontal et le moyen

écart vertical , on aura

»-(?)*» <-(?)'■

Si c., ca sont les écarts absolus, on aura, pour le

moyen écart absolu,

D'après la loi des écarts admise, II et K étant les écarts

moyens, horizontal et vertical, le nombre des observations

étant assez grand, on a la relation remarquable

2fc' = »H' et 2&' = «rK*.

Probabilité d'atteindre des surfaces, des rectangles, des

carrés, des cercles. Dans les formules qui se rapportent à la

probabilité d'atteindre, on rencontre l'expression suivante,

qui dépend de la loi admise des écarts ,— / e di,

VmJ0

laquelle est fonction de * seul , nous la représenterons

par <p(«). Eu voici quelques valeurs:
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Table de» valeurs

2 f* — I'
de <p(«) = -— / e

VmJa

<lt.

a T > a Ç(a)
*(«)

a

0,00 0,00000 1,00 0,84270 0,00 0,0000

0,10 0,11246 1,10 0,88020 0,10 0,0888

0,20 0,22270 1,20 0,91031 0,20 0,1791

0,30 0,32863 1,30 0,93401 0,30 0,2724

0,40 0,42839 1,40 0,95228 0,40 0,3708

0,50 0,52050 1,50 0,96611 0,50 0,4769

0,00 0,60386 1,60 0,97635 0,60 0,5951

0,70 0,67780 . 1,70 0,98379 0,70 0,7329

0,80 0,74210 1,80 0,98909 0,80 0,9062

0,90 0,79691 1,90 0,99279 0,90 1,1631

1,00 0,84270 2,00 0,99532 0,99 1,8214

La probabilité P d'alleindre une bande verticale indé

finie dont les bords sont à ±s du point d'impact moyen ,

laquelle a ainsi une largeur égale à 2s dans le sens hori

zontal et indéfinie dans l'autre sens, est

(1)

Celle formule s'applique à une cible verticale ou au tir

des bombes et du canon sur le terrain.

La probabilité d'atteindre un rectangle dont la largeur

horizontale est s et dont la hauteur est /, est

\hVy' \kVï)'

Si h et k sont égaux ou très -peu différents et que la



DÉVIATIONS DES PROJECTILES. 461

surface soit un carré dont le côté est * et qu'on fasse

h'-t-k' = l\ la probabilité d'atteindre le carré sera

(3, ,.[.(•)]•.

Dans la marrie circonstance , la probabilité d'atteindre un

cercle dont le rayon est r, est

(4) P = l-e '*■

d'où

l
(5) r' = <Mog-

Vi — p"

Ici log. exprime un logarithme naturel (voir table VII).

La dernière formule (5) donne le rayon du cercle qu'on

a la probabilité P de toucher, à un coup donné.

La justesse de tir d'une arme est égale au quotient de

la probabilité d'atteindre un but de peu d'étendue par la

superficie de ce but; l'étendue de ce but doit être assez

réduite pour que la probabilité d'atteindre ne dépasse pas

0,04, ce qui, quand le but est un carré, réduit son côté

à*
2

La justesse peut être exprimée avec plus de précision

lorsque l'on connaît h et k ; elle a alors pour valeur

1 _ 0,159155

SWifc ~ h k

Très-souvent on apprécie la justesse du tir par le rayon

du cercle qui renferme la moitié des points d'impact ;

dans ce cas, lorsque h=k, la formule (5), pour P=0,5,

donne le rayon r=1,176/t; d'où h —— ; la justesse a

1,17g

, . 0,220
alors pour expression -— .
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Dans le tableau ci-après, on donne les rayons des cer

cles qui renferment 0,1, 0,2 des points touchés

d'une cible verticale dans un tir pour lequel h = 1 .

Probabilité P 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Hayon r 0.45G 0,667 0,844 1,010 1,176 1,854 1,553 1,795 2,14G

En multipliant par la valeur de h, dans chaque cas, les

nombres de celte dernière ligne, on aura les valeurs de r

qui se rapportent à la probabilité indiquée dans la ligne

supérieure. On suppose ici que h— k ou que ces quantités

sont peu différentes et qu'on a pris la valeur moyenne qua

dratique h,, entre h et k, c'est-à-dire h, = y \ "^ ' .

273. Expression des chances d'atteindre suivant les

distances. Le moyen écart observé dans le tir d'une arme

variant suivant que le but est plus ou moins éloigné, il

importe de le connaître aux diverses distances que l'on

veut considérer; le moyen écart dépendant des déviations

plus ou moins grandes des trajectoires particulières, on

est naturellement porté à supposer ces déviations dues à

une cause unique agissant avec plus ou moins d'énergie

pour chacune des trajectoires et à représenter le moyen

écart par la formule qui représente les dérivations, sauf

le coefficient, qui se rapporterait à la moyenne grandeur

de la cause. Celle-ci peut être comparée à l'effet du vent

ou aux dérivations des projectiles de forme oblongue tirés

dans des armes rayées (265, éq. 6). Mais on peut, dans

la formule relative à l'effet du vent, faire varier la valeur

de c, ou y remplacer - par - et — par — dans F — , et

l'on aurait alors

«x* W„nx

La formule (b) se prèle à la presque totalité des cas;



DÉVIATIONS DES PROJECTILES. 463

en effet, en donnant à \V et à n des valeurs convena

blement choisies, la courbe calculée des écarts moyens

pourra s'accorder avec la courbe des moyens écarts ob

servés, à l'origine et en deux autres points. Cela suffira

toujours pour la précision que donnent les observations.

nx nx

On pourrait également remplacer ¥Sc par e3".

Ce sont généralement les écarts moyens II et K plus

faciles à obtenir que fournissent les observations an

ciennes; on en déduira les moyens écarts h cl k par la

relation 2fc* = ^H1 ou 2fc' = *K' (272).

On les remplace souvent dans les observations récentes,

et avec avantage, par les rayons des cercles qui renfer

ment la moitié des projectiles au but.

Exemple. On donne comparativement ci-après les rayons des

cercles qui renferment la moitié des balles sphériques du fusil

d'infanterie et la moitié de celles de la carabine des chasseurs à

pied, et déterminés par l'observation :

Distances 100" 200™ 300m 400™ 500"> 800"'

Rayon ( du fusil d'infanterie. 0,38 1 ,48 4,30 9,40 » ï

des cerclesj de la carabine 0,10 0,15 0,26 0,40 0,94 2,00

En prenant les distances pour abscisses et les rayons pour or

données, on trouvera deux courbes qui présenteront l'apparence

de deux trombes ; celle du fusil d'infanterie enveloppant l'autre ;

cette figure rend la comparaison de justesse très-facile. On trou

vera les coefficients \V et n de la formule (6) qui représentera le

mieux les rayons, comme on l'a fait pour ces dérivations. L'on

trouve ainsi que la courbe des rayons relatifs au tir du fusil d'in

fanterie, dans l'exemple ci-dessus, est assez exactement repré

sentée par la formule (6) donnée plus haut, dans laquelle on a con

servé les notations admises pour x, c, V0, V, et W, en prenant

V = 445m et r, étant le rayon du cercle qui renferme la moitié

des balles.

',= 47v'l(1+Vo)I^-
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En preuant n=l. W=5m:s70, on obtient les résultats ci-après :

Distances 100m 200m 300" 400»»

Rayons calculés 0">34 im62 4"»37 9m40

Les différences entre ces résultats et les nombres résultant du

tir ne dépassent pas notablement celles qui tiennent aux erreurs

d'observations.



SECTION X.

DES DIFFÉRENTES ESPÈCES DE TIR,

POINTAGE, VITESSES ET TABLES DE TIR.

274. Des différentes espèces de tir. La trajectoire que

décrit, dans l'air, un projectile d'un calibre déterminé et

dont, par conséquent, le diamètre, la densité et le poids,

varient très-peu de l'un à l'autre, dépend essentiellement

de l'angle et de la vitesse de projection ; on peut faire

varier ces quantités dans des limites très-étendues.

Lorsqu'on se donne la vitesse du projectile en déter

minant en conséquence le poids de la charge de poudre,

on doit déterminer l'angle de projection de manière à

faire passer la trajectoire par le point à battre; c'est le

cas ordinaire des canons. Dans d'autres cas, comme avec

les mortiers, on se donne l'angle de projection, et l'on

détermine en conséquence la vitesse initiale que doit

avoir le projectile, et, par suite, la charge de poudre que

doit recevoir la bouche à feu. L'angle de chute, la durée

du trajet, la vitesse du projectile au but et les autres cir

constances du tir, sont des conséquences de l'angle el de

la vitesse de projection.

Dans d'autres cas, comme dans le tir plongeant destiné

à frapper des objets cachés aux coups directs et situés

derrière les parapets dont on se couvre dans la défense

59
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des places assiégées, l'angle de chule ou la position du

point du terre-plein caché que frappe le projectile après

avoir effleuré la crête de ce parapet, est une donnée im

portante; l'on doit, dans ce cas, déterminer à la fois la

vitesse et l'angle de projection qui satisfont à ces condi

tions. Nous allons indiquer : 1° les moyens que l'on em

ploie pour donner à la bouche à feu l'inclinaison voulue ;

2° les charges de poudre au moyen desquelles on obtient

les vitesses initiales nécessaires; 3° les divers genres de

tir; 4° la construction des tables de tir; 5° les modifi

cations en ce qui concerne l'emploi des canons rayés.

§1.

Pointage des bouches a feu.

275. Pointage des bouches à feu. Pour pointer une

bouche à feu, il y a deux conditions à remplir, savoir :

1° placer l'axe de celte bouche à feu de façon qu'il coupe

la verticale du point à battre ; 2° lui donner l'inclinaison

nécessaire, laquelle dépend de la distance.

Pour que cela puisse se faire, on a dû marquer à l'avance

sur la bouche à feu, par des traits ou par des crans qu'on

appelle crans de mire, la trace du plan qui passerait par

l'axe de la bouche à feu et serait perpendiculaire aux tou

rillons qui sont eux-mêmes perpendiculaires à cet axe.

Les tourillons de la bouche à feu étant placés horizon

talement, on amène la ligne qui joint les points ou crans

de mire dans le plan vertical du but; ensuite, on fait

tourner la bouche à feu sur ses tourillons jusqu'à ce que

l'axe, qui reste ainsi dans le plan vertical du point à battre,

fasse avec l'horizon l'angle de projection voulu.

Les affûts des bouches à feu destinées aux sièges, et

quelquefois ceux de campagne, sont placés sur des
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plaies-formes horizontales ou inclinées dans le sens du

tir, ce qui place naturellement les tourillons horizontaux.

Les bouches à feu de campagne au contraire sont ordi

nairement sur le terrain naturel, d'où résulte que les tou

rillons jsont souvent inclinés. De là, une cause d'erreur et

la nécessité de la faire disparaître par une correction dans

le pointage dont nous parlerons plus loin (288).

276. Pointage des mortiers. Les mortiers, que l'on tire

ordinairement sous de grands angles de projection, sont

placés sur des affûts peu élevés et derrière des épaule-

ments d'où l'on ne peut généralement pas apercevoir le

point à battre ; ils sont dirigés au moyen d'un fil-à-plomb

et à vue, sur deux fiches dirigées à l'avance dans le plan

vertical passant par le but, ou au moyen d'autres points

fixes qui remplissent la même condition.

Ce procédé n'est pas susceptible d'une grande préci

sion; on en obtient un peu plus en faisant usage d'un

cordeau tendu ou de points de repère tracés sur la plate

forme et qui permettent de rectifier le tir d'après le ré

sultat des premiers coups. Néanmoins, les erreurs qui

peuvent provenir de ce mode de pointer sont faibles en

comparaison des déviations ordinaires qu'on observe à

chaque coup et qu'on ne sait pas éviter.

On donne le plus souvent au mortier l'inclinaison voulue

au moyen d'un quart de cercle, divisé de degré en degré,

sur un plateau carré en bois portant un fil-à-plomb sus

pendu au centre de l'arc de cercle. Ce quart de cercle

était autrefois partagé en douze divisions nommées points,

d'où sont venues les expressions : donner le point, poin

ter, pointage.

277. Choix de l'angle de tir. Le tir des mortiers a lieu

sous des angles qui dépendent de l'objet qu'on se propose,

mais qui sont en général très-élevés, et l'on fait varier la /

charge de poudre de manière à obtenir la vitesse initiale
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et la portée nécessaire ; cette charge est variable suivant

la nature et la qualité de la poudre, et suivant l'état de

dégradation de l'âme du mortier.

On choisit l'angle de 60° quand on veut obtenir une

grande vitesse de chute pour enfoncer des voûtes ou de

forts blindages. On emploie l'angle de 30° quand on veut

que le projectile, en tombant, ne s'enfonce que peu dans

le sol et que ses éclats produisent plus d'effets meurtriers

à sa surface. Lorsqu'on veut que la bombe ne s'enfonce

pas et qu'elle agisse comme les obus dans le tir plon

geant, on tire les mortiers sous des angles de 15° à 10°.

L'inclinaison la plus usitée est celle de 45°, ou un angle

un peu au-dessous, qui, à égalité de vitesse, donne la

portée maximun. On regarde celle inclinaison comme don

nant le minimum de déviation; celle opinion n'est exacte

qu'en ce qui concerne les. déviations renfermées dans le

plan vertical et provenant d'un écart dans la direction au

départ; mais elle ne l'est pas en ce qui concerne d'autres

causes de dévialion ou les dévialions latérales; celles-ci

décroissant plus rapidement que les durées des trajets,

elles diminuent avec l'inclinaison de la bouche à feu par

suite de l'augmentation des vitesses initiales nécessaires

pour que les projectiles aient la même porlée. L'inclinai

son à laquelle correspondent les moindres déviations, dé

pend aussi de la dislance du but, de sa forme, de ses

dimensions absolues et du sens dans lequel sont les plus

grandes dimensions.

Dans les applications des formules de balistique au tir

des mortiers, il est important de tenir compte d'un relè

vement habituel de la bombe au-dessus de l'axe des mor

tiers; l'observalion nous en a prouvé l'existence; cette

assertion confirme d'ailleurs la comparaison enlre les por

tées, les angles de projection el les durées observées, et

qui autrement présente des différences inexplicables.
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D'après quelques observations directes sur des mortiers

de 22cm, nous avons trouvé l'angle de relèvement moyen

nement égal à | de degré.

278. Pointage des canons et des obusiers. Les canons

et les obusiers sont tirés sous des angles variables ; ceux-ci

vont quelquefois jusqu'à 15° ou 16°, quand on veut que le

projectile arrive au but en plongeant derrière les masses

couvrantes et qu'il atteigne des objets qu'on ne peut pas

découvrir directement.

Les canons et les obusiers portent deux crans, l'un sur

la plate-bande de culasse , l'autre sur le bourrelet ou la

plate-bande près de la bouche; la ligne qui les joint, et

qu'on nomme ligne de mire, passe ainsi par les points les

plus élevés de la bouche à feu et se trouve dans le plan

qui serait mené par l'axe de celle-ci, perpendiculairement

à celui des tourillons.

Les tourillons étant horizontaux, on dirige la ligne de

mire sur la crête du parapet; ensuite, on fait tourner la

bouche à feu autour des tourillons jusqu'à ce que l'axe

ail l'inclinaison voulue; dans cette détermination, on doit

tenir compte du relèvement habituel du projectile, au

sortir de l'âme (225 à 227).

On mesure l'inclinaison au moyen d'un fil-à-plomb et

d'un arc de cercle tracé sur une sorte de triangle évidé

en bois, qui affecte ainsi la forme d'un sextan. Les divi

sions sont plus grandes que sur le quart de cercle em

ployé pour les mortiers et l'on peut pointer avec plus de

précision; celte condition esl plus importante dans ce tir,

parce qu'une petite erreur sur l'inclinaison produit, dans

les portées, une différence dont l'étendue augmente d'au

tant plus que la vitesse est plus grande.

Quand il s'agit d'expériences, on remplace avec avan

tage les arcs de cercle et le fil-à-plomb, par une sorte de

fausse équerre de grande longueur et un niveau à bulle
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d'air; l'une des branches se place sur la bouche à feu ;

l'autre, qui est mobile, sur un arc de cercle ou sur une

ligne droite divisée, est mise horizontale à l'aide d'un ni

veau à bulle d'air.

Pour avoir la véritable inclinaison de l'axe avec ces ins

truments, il faut tenir compte de l'inclinaison que fait

avec cet axe la génératrice de la surface extérieure sur

laquelle on les applique.

Cette inclinaison est mesurée par le rapport de la dif

férence des demi-diamètres de deux cercles de la surface

du renfort sur lequel on pose l'instrument, à la distance

qui les sépare. Ces dimensions sont, en général, données

avec exactitude, par les tables de construction des bouches

à feu.

279. Pointage au moyen de la hausse. A l'emploi du

quart de cercle et à celui d'autres instruments dont les

arcs divisés, toujours d'un petit rayon, ne donnent pas une

grande précision, on a substitué un procédé dans lequel

la longueur de la bouche à feu sert de rayon, et où l'arc

divisé en degrés est remplacé par une petite règle divisée

en parties égales.

Celte règle est placée à la plate-bande de culasse, sur le

rayon qui est perpendiculaire à l'axe des tourillons; la

quantité dont elle sert à prolonger ce rayon, s'appelle la

hausse. Le rayon visuel qui part de l'extrémité de la

hausse et qui est tangent au bourrelet dans les canons,

à la plate-bande de la bouche dans les obusiers, est dirigé

sur le but; celte ligne de mire fait un certain angle avec

l'axe. Lorsque la hausse est déterminée pour la position

donnée du but, on fait mouvoir la bouche à feu jusqu'à ce

que le rayon visuel passe par le point à battre. Dans cette

position, l'axe de la bouche à feu a l'inclinaison voulue, et

la trajectoire passe par le même point de la ligne de visée.

Par ce moyen, une seule opération suffit pour pointer;



POINTAGE. VITESSES ET TABLES DE TIR. 471

il en résulte que le procédé est à la fois très-expédilif et

très-exact.

280. Relation des hausses et des angles de mire. Soit 0

(Fig. 55) le centre de la bouche à feu, OA le prolonge

ment de l'axe, M le point à battre, P sa projection sur

l'horizontale OP ; soit OB le rayon du bourrelet, et DC

celui de la culasse, situés dans le plan vertical de tir; on

mène MB ; cette ligne détermine sur le rayon DG de la

culasse prolongé un point F, et la hausse CF qui con

vient à la distance OM. Si le point I est l'intersection du

rayon visuel BM avec l'axe prolongé OA, l'angle FID est

l'angle de mire égal à l'angle FBG, BG étant mené paral

lèlement à l'axe OD de la bouche à feu.

L'angle de mire m est facile à déterminer au moyen de

l'angle de projection AOP = <?>, de l'angle d'élévation du

but MOP = s, et de l'angle BMO —- i, sous lequel le rayon

de la culasse est vu du but; car, le triangle IMO donne

FID = AOM-*-IMO, ou

m = <f — e + i.

On a déjà fait voir (103) que, tant que les angles ne

sont pas grands, c'est-à-dire dans le tir habituel des ca

nons et des obusiers, l'angle de projection rapporté à la

ligne qui va de la bouche à feu au but, est sensiblement

indépendant de l'élévation de ce but; et, comme l'angle i

est constant, cela revient à dire que si le point M s'élève,

en restant toujours à la même inclinaison du point 0, et

que l'inclinaison relative AOM du canon reste la même,

la trajectoire passera par le point M et que l'angle de

mire FID restera aussi le même. Le rayon visuel FD devra

donc constamment passer par le point M, et on devra

pointer de la même manière sur le point à battre M,

quelle que soit son élévation.

, Celte propriété précieuse rend simple et exacte le poin

tage au moyen de la hausse.
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L'angle * esl toujours trés-pelit, et on peut le négliger

quand les distances du but sont grandes; alors, l'angle m

est directement donné par les formules qui se rapportent

au tir (103, éq. 31 et 32).

281. Calcul des hausses. Comme ordinairement les

angles <? et e sont très-petits, on peut remplacer les arcs

par leurs tangentes, et on aura

tangm = tang(? — «) + tangt ,

ou, en désignant par <j>, l'angle de projection relatif et

égal à <p — t , on aura plus simplement

tangm = tang», -+- tangt.

Si l'on nomme r le demi-diamètre OB du bourrelet,

R le demi-diamètre DC de la culasse, H la hausse CF, l la

dislance des deux cercles, a la distance du but, on aura

R — r , • ,, . r

tangm = , et, sans erreur appréciable, tangt =- ;
l a

d'où l'on tirera

R-r + H r
= tang<p, + -,

' a

cl

I
H = itangip, — (R — r) -f »•-.

a

Quand la dislance a du but sera grande, et qu'en con

séquence on pourra négliger r-, on aura simplement

H = Jtangq?,— (R— r).

Les dimensions / et R — r sont données par les tables

de construction des bouches à feu, et sont observées ri

goureusement dans l'exécution. On pourra donc, pour

chaque bouche à feu, dresser une table de la relation des
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hausses H, aux angles relatifs de tir <p, ouo— t, elle sera

ainsi indépendante des distances.

En y joignant, comme petite table de correction, les

i

valeurs de r-, calculées pour quelques distances, on aura
Cl

facilement la valeur exacte de la hausse.

En partant de la valeur de <p, ou q> — s, déjà donnée

(103, éq. 31), et qui est lang(9— t) = —ifl>(a,V), la for-

mule des hausses sera

H = «.^DS,(a,V)~(R-r) + ri>

ou plus simplement, pour les grandes distances,

ll = l.^'a,\)-ÇR.-r).

282. But en blanc. Lorsque, pour les dimensions R, r

et l de la bouche à feu, la charge que l'on emploie, et

la distance a du but, l'angle q>, ou ç — t est égal à m,

alors H est égal à zéro, et le pointage s'exécute en visant

par les sommets des cercles de la plate-bande de culasse

et du bourrelet. Ainsi (Fig. 55), le rayon visuel qui passe

par les points C et B va rencontrer la trajectoire en m;

la dislance Bm = a est celle qui satisfait à cette condi

tion. Dans ce cas, on dit qu'on pointe de but en blanc;

Ora est la distance du but en blanc relative à la bouche à

feu, à la charge et aux autres conditions du chargement,

l'angle CBG que fait CB avec l'axe est l'angle de mire na

turel, et la ligne CBm est la ligne de mire naturelle; par

opposition, les autres lignes de mire sont dites lignes de

mire artificielles.

La ligne CB et la trajectoire ont un premier point d'in

tersection en n, très-près de la bouche à feu, et qui se

60
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confond presque avec le point I, sur l'axe OA. Ce point

est à considérer dans le cas du tir des canons à très-petite

dislance. La seconde intersection m seule détermine la

position du but en blanc.

283. Quantité dont on doit viser au-desstts du but pour

l'atteindre. On peut apprécier l'inclinaison de la bouche à

feu, en déterminant la quantité dont il faut viser au-dessus

du but pour l'atteindre.

Si, pour trouver cette quantité, on abaisse du point M

une perpendiculaire MQ sur le prolongement BQ de GB

parallèle à l'axe, cette ligne sera parallèle à DF, et elle

coupera la ligne de mire naturelle CB en q; la similitude

des triangles Mr/B et BFC donnera Mo : CF : ." BQ '. BG,

d'où Ma = • Or, dans les limites où l'on peut poin-
BG

1er ainsi, BQ ne diffère pas d'une manière appréciable de

011 ou de a, et Ma représente la distance du point visé

au but; en l'appelant Q, CF étant la hausse H, on aura

O-H.J.

Si à la hausse H on substitue sa valeur en fonction de la

a l

distance qui est II = l. — ifl,(a,V) — (B — r) -+- r-, on

aura

Q = ^lft.(a,V)-2(R-r) + r.

284. Hausses négatives et quantités dont il faut pointer

au-dessous du but pour l'atteindre. Si la distance d'un

point à battre tel que m, était moindre que celle du but

en blanc, le rayon visuel qui passerait par le sommel du

bourrelet viendrait rencontrer le cercle de la culasse au-

dessous de la plate-bande; dans ce cas la hausse serait
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négative et l'on ne pourrait pas s'en servir pour pointer.

Il faut alors viser au-dessous du but d'une certaine quan

tité pour l'atteindre.

Le sens de la hausse est indiqué par le signe moins, et

sa grandeur est donnée par la même formule que précé

demment; en faisant Q, = — Q> elle aura pour expression

R — >• a' , .

Q, =«— ^Tft,(a,\)-r;

elle conservera avec les hausses négatives la même rela

tion que précédemment, en faisant II, = — H, on aura

Q, = H,aj;

aux distances de la première et de la seconde intersection

de la ligne de mire et de la trajectoire, on aura Q, = 0,

et on pointera directement.

Ces dernières considérations s'appliquent particulière

ment au tir des armes à feu portatives.

285. Observations relatives au relèvement du projectile

cl à la position du point de chute sur le terrain. Dans le

calcul des hausses, on devra tenir compte du relèvement

moyen des projectiles au-dessus de l'axe de l'âme (226

à 228). Il a pour résultat d'augmenter d'autant l'angle de

projection et l'angle de mire, ou, ce qui revient au même,

tant que les angles restent petits, la tangente trigonomé-

trique de l'angle de mire est augmentée de la tangente t

de cet angle de relèvement; par suite, on doit diminuer

la hausse H de t.l, ou regarder R comme augmenté de

cette même quantité, comparativement à ce qui aurait

lieu sans ce relèvement.

Lorsque le point que frappe le projectile est sur le ter

rain , l'angle q> — i doit être compté par rapport à ce

point, et il y a lieu de tenir compte de sa position au
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dessous de l'horizontale qui passe par le centre de la

uouche à feu, et qui rend alors e négatif sur un terrain

horizontal.

286. Cas où la ligne sur laquelle on compte les hausses

est inclinée. — Arrondissement du bourrelet. — Crans de

mire. Nous avons supposé que la hausse élait comptée à

partir du derrière de la plate-bande de culasse, et per

pendiculairement à l'axe de la bouche à feu. Lorsqu'on

applique la hausse sur la génératrice de la surface tronc-

conique du cul-de-lampe, celle-ci étant un peu inclinée,

les hausses se, trouvent par cela même réduites; pour les

ramener à la grandeur qu'elles doivent avoir, il faut les

multiplier par la sécante de l'inclinaison.

A mesure que l'on prend des hausses plus grandes et

que la ligne de mire s'incline davantage, le rayon visuel

ne passe plus par le même point du bourrelet, il s'élève

au-dessus ; l'inclinaison du canon est donc un peu trop

faible, mais la différence est extrêmement petite et peut

être négligée, surtout quand l'arrondissement est fait avec

un petit rayon.

On compte ordinairement la distance l des demi-dia

mètres, à partir du derrière de la plate-bande de culasse;

on doit remarquer qu'alors la présence d'un cran de mire

pratiqué dans celte plate-bande, permet de faire passer le

rayon visuel par la circonférence supposée continue du

bord postérieur de cette plate-bande; autrement, le rayon

visuel partirait de l'extrémité antérieure de la plate-bande,

et, dans le tir de but en blanc, il faudrait tenir compte

de la diminution de la valeur de l.

Les crans de mire servent essentiellement à donner la

direction; l'inclinaison se donne comme si les surfaces des

plates-bandes du bourrelet n'étaient pas interrompues.

287. Pointage par l'abaissement de la culasse. On dé

termine aussi l'inclinaison de la bouche à feu, par le mou
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vemenl d'un point de la plate-bande de culasse, ou mieux

de l'extrémité du bouton de culasse, au-dessous de la

position du but en blanc.

On doit remarquer qu'après avoir pointé de but en

blanc, c'est-à-dire qu'après avoir dirigé la ligne de mire CB

(Fig. 56) sur le point à battre M, H étant la liausse CF

qu'on aurait dû employer, on doit encore faire tourner

la bouche à feu autour de ses tourillons jusqu'à ce que

la ligne FB vienne en CB dans le prolongement de BM;

par suite, on verra que l'angle que doit décrire la bouche

à feu autour de ses tourillons est égal à FBC, dont la tan-

génie est sensiblement égale à -.

Soit T le centre des tourillons, G l'extrémité du bouton,

et TG = T la distance de ces points; si TK est la position

que doit prendre la ligne TG', l'angle GTK devra être égal à

TT

l'angle FBC, et on aura sensiblement GK = -t.

Pour obtenir celle position, on place une règle divisée

assez longue suivant GL, perpendiculairement à GT; le

point L étant fixe, la longueur de la règle sera diminuée

HT

de — ; et, après l'avoir remise en place, on fera tourner

la bouche à feu jusqu'à ce que le point G soit arrivé en

K, sur le nouveau point de division de la règle. Les petites

erreurs qui proviennent de la manière dont on compte

les angles, peuvent être négligées, parce que les inclinai

sons sont fort petites. C'est un procédé commode, qui

permet de continuer à pointer la bouche à feu en la re

mettant à chaque coup dans la même position , et sans

viser de nouveau ; il s'applique aussi bien en deçà qu'au

delà de la distance du but en blanc. 11 présente un grand

avantage la nuit, par exemple, avec des bouches à feu

placées sur des plates-formes solides.
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288. Inclinaison des tourillons; erreur el correction

dans le pointage. Dans le pointage au moyen de la

hausse, on a supposé que les tourillons étaient horizon

taux; s'ils ne le sont pas, on commet une erreur qu'on

peut calculer, el l'on doit corriger le pointage en consé

quence.

On suppose que dans la bouche à feu (Fig. 57), dont

l'axe DO est prolongé suivant OB', (a) représente la pro

jection sur un plan parallèle à la fois à l'axe des tourillons

et à celui de la bouche à feu , (b) une projection perpen

diculaire à l'axe des tourillons, et par conséquent parallèle

à l'axe de la bouche à feu , (c) une projection sur un plan

perpendiculaire à l'axe de la bouche à feu ; soit OB le

rayon à la bouche, et DC le rayon à la culasse; on mène

par le cran de mire B du bourrelet, une ligne parallèle à

l'axe; elle coupera le plan de la culasse en un point G;

C étant le sommet de la culasse, CF sera égal à la

hausse II qui convient à la distance a. En prenant sur

la ligne de mire BM = a, on aura un point de la tra

jectoire. Soit toujours R le rayon DC à la culasse, r le

rayon OB au bourrelet , et 9 — « l'angle de projection

relatif.

Si l'on imagine que la bouche à feu tourne autour de

l'axe de l'âme et que le tourillon de gauche s'élève de

telle sorte que son axe fasse un angle a. avec la position

primitive et horizontale (c) ; la trajectoire ne sera pas

changée, ni le point d'intersection 1, ni le point touché M;

mais, la ligne de mire le sera; le point G sera en G/(a),

(c), le point F en F', le point B en B', le point M à l'ex

trémité de la ligne de mire aura décrit un arc de cercle

MM' (c), l'angle MDM' (c) sera égal à a; de sorte que pour

que le point frappé soit encore M, le point visé doit cire

M'. Par conséquent, le point qu'on doit viser, sur un plan

perpendiculaire à l'axe, doit être sur la gauche d'une
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quantité égale à la perpendiculaire M'P, et plus haut,

d'une quantité égale à MP.

Si l'on nomme b la distance 01 de la bouche à l'in

tersection de la ligne de mire avec l'axe, et que l'on

remarque que OB et DC étant parallèles, on aura 01

: bg : : ob : gf, d'où 01 =5^ , ou b = '"'

GF » R_,.+ H'

l'on aura aussi DM : D'I : : FG : BG ; d'où m,FG égale

D'M ou son égale DM (c), or, D'I = a — b; on aura donc

DM = t« — tytR-r + H) _ a(H + R — r) _

de là, on déduit pour l'erreur dans le pointage, ou la

correction horizontale E = M'P, et, l'erreur verticale

étant e = PM, en remarquant que PM = DM (1 — cos *)

= DM.2 sin'^a, on aura

/a(H+ R-r) \ . /a(H + R-r) \
E=( j rjsina et e=^_L_L i-j-J 2sin'ia;

la valeur de - étant ordinairement d'un très-grand nombre

d'unités, on pourra négliger r devant -r, et on aura plus

simplement

E = ?(H + R— r)sina, c = ^(H + R — r)2sinH«-

En remplaçant, dans ces expressions, —--—— , ou

dans son égale (281) tang(<p — i) ■+■ -, par sa valeur en

a

fonction de la distance (103, éq. 31), on aura, pour la
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correction horizontale

a1

E = ^DV,(a,V)sina,

cl pour la correction verticale

On voit, par là, que l'erreur que l'on commettrait, par

suite de la non horizontalité des tourillons, est propor

tionnelle à la tangente de l'angle de projection; elle est

de plus proportionnelle au sinus de l'inclinaison des tou

rillons, dans le sens horizontal, et au carré du sinus du

demi-angle, dans le sens vertical.

D'après l'expression de la hausse en fonction de la dis

lance, et en remarquant que ifb(«,V) croît avec a et avec

V, et que h est égal à —, on voit que les erreurs croissent

*9

plus rapidement que les carrés de ces distances; elles dé

croissent quand les vitesses initiales augmentent, mais

moins rapidement que le carré de ces vitesses.

Dans les limites des inclinaisons qu'on peut admettre

pour les tourillons, 2sin^<* sera beaucoup plus petit que

sin<*; de sorte que les erreurs en hauteur mesurées sur

le plan vertical, sont beaucoup plus faibles que les erreurs

en direction; mais, si l'on compte les erreurs en portée,

sur le plan horizontal, en remarquant qu'elles seraient

égales aux premières divisées par la tangente de l'angle

de chute, on verra qu'elles seront au contraire générale

ment exprimées par des nombres plus grands que les pre

mières, quoique beaucoup moins importantes pour l'effet

des armes.

On reconnaîtra le degré d'importance de ces correc

tions, par un exemple particulier. Ainsi, pour le canon
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lisse de campagne de 12, à la dislance du but en blanc,

on aura a — 525™, R = 0"'1 G9, r = 0™1 335, l = 2">086.

Supposons <* = 10°, l'erreur horizontale sera lm56, ou

environ 0m15 par degré d'inclinaison des tourillons.

Dans le sens vertical, l'erreur sera 0m136, et sur le

terrain horizontal elle correspondra à environ 5m.

Si l'on détermine l'inclinaison par la différence de niveau

des roues de l'affût et qu'on la suppose 0m10 sur leur écar-

lement qui est 1m765, mesuré dans le haut, on aura

0m10

sin* = ; l'erreur horizontale sera 0m52. C'est envi-

lm765

ron 0m05 par chaque centimètre d'élévation.

On aurait sensiblement les mêmes résultats pour le

canon de 8 sur l'affût de campagne.

289. Conditions qui fixent la dislance du but en blatte.

Quand l'on fixe les dimensions des bouches à feu, on est

maître de la différence R —r, et par suite de l'angle de

mire m et de la portée du but en blanc, pour une charge

de poudre donnée. Cette détermination a une grande im

portance pour la facilité du pointage. On s'est longtemps

attaché à régler l'angle de mire naturel, de façon que la

portée de but en blanc fût égale à la distance ordinaire

du combat, et, pour le tir des canons aux charges ordi

naires de guerre, on l'a fixée entre 450m et 600m, suivant

leur calibre. Au delà de ces distances, on donne l'inclinai

son avec les hausses sans difficulté; en deçà, on doit poin

ter en visant d'une certaine quantité au-dessous du but. Il

arrive par là, que dans une grande partie de l'intervalle,

celte quantité est plus grande que la hauteur du but, et

que l'opération devient très-difficile, souvent même im

praticable contre des hommes ou des cavaliers placés

sur un champ de bataille, ou contre les épaulements

des tranchées dans les sièges ; cette quantité est de 2m60

avec les canons de campagne à âme lisse, et de 4m et 5m

&1
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avec les canons de siège, à la charge du £ on de j du

poids du lioulet.

Dans les obusiers adoptés en France en 1829, on s'est

imposé la condition qu'on n'eût jamais à pointer au-des

sous du but d'une quantité aussi grande que la hauteur

de ce but, et qu'ainsi en visant au pied on pût toujours

atteindre l'objet. Au delà de la portée de but en blanc,

les hausses sont par là un peu plus grandes, mais cela ne

présente qu'un très-faible inconvénient.

La portée de but en blanc d'une bouche à feu augmente

avec le poids de la charge de poudre et avec les modifi

cations qui augmentent la vitesse du projectile. Elle dimi

nue avec les changements en sens contraire.

La portée de but en blanc des fusils des modèles anté

rieurs à 1840, était de 120m, le fusil étant sahs baïon

nette; lorsque le fusil avait sa baïonnette, la ligne de mire

devenait à peu près parallèle à l'axe du canon ; par suite,

il fallait toujours viser au-dessus du point que l'on voulait

toucher.

Dans le fusil adopté en 1840, la distance du but en

blanc a été portée à 1 50m ; pour atteindre au milieu du

corps un homme situé à une dislance plus petite que 150™,

on n'a pas, avec cette arme, à viser plus bas que les ge

noux, et l'on n'a pas à viser plus haut que la coiffure aux

distances plus grandes, du moins jusqu'à celles où le tir

conserve encore assez d'efficacité. Dans ces limites, on

n'a jamais besoin de hausses.

Avec les carabines des troupes à pied, qui conservent

une grande justesse à des dislances beaucoup plus grandes,

on fait usage d'une hausse particulière fixée sur l'arme.



POINTAGE, VITESSES ET TABLES DE T1K. 483

§11.

Vitesses Initiales.

290. Vitesses initiales imprimées aux projectiles, à

l'aide de la poudre dans les bouches à feu. La vitesse ini

tiale que doit posséder le projectile au point de départ

considéré, peut lui cire imprimée par divers moyens.

Telles ont été : les anciennes machines de guerre, l'air

atmosphérique comprimé dans les fusils à vent, la vapeur

d'eau à une grande tension, etc.; telle est maintenant la

poudre enflammée dans les bouches à feu ou dans les

armes à feu ; nous ne nous occuperons que de ce dernier

moyen, actuellement en usage et susceptible d'imprimer

de très-grandes vitesses aux projectiles.

La vitesse initiale dépend non-seulement de la nature

de la poudre, du poids de la charge, mais encore du mode

de chargement. Le mode de chargement doit être appro

prié aux circonstances et aux conditions qu'il importe le

plus de remplir. Telles sont, avec les bouches à feu de

campagne, la facilité d'exécution dans le tir et la conser

vation des munitions dans le transport; avec les canons

de siège tirés à grandes charges, la moindre dégradation

dans le tir; la possibilité de tirer au-dessous de l'horizon

avec les canons de siège et de place ; la régularité des vi

tesses pour le tir à feu plongeant des canons et des obu-

siers tirés alors à faibles charges.

Pour qu'on puisse faire l'application des formules ba

listiques à la pratique, on doit connaître dans chaque cas

le poids de la charge de poudre qui peut imprimer au

projectile la vitesse déterminée et indiquée par les for

mules; et réciproquement, la vitesse initiale qui résulte

d'une charge de poids donné d'une poudre déterminée.
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Les résultats qui suivent, proviennent d'expériences

faites au moyen du pendule balistique avec la poudre or

dinaire de guerre et des bouches à feu en très-bon étal;

ce sont les vitesses initiales, c'est-à-dire les vitesses à la

bouche des canons ou des obusiers; ceux qui se rappor

tent aux canons de l'armée de terre résultent des expé

riences faites à Metz, de 1836 à 1840'; ceux qui se rap

portent aux canons de la marine résultent des expériences

faites à Loricnt, de 1844 à 1846*; ceux qui se rappor

tent aux balles de fusil résultent d'expériences faites au

Bouchet, en 1848'.

Les résultats particuliers, c'est-à-dire les vitesses qu'on

obtiendra dans chaque cas, avec les bouches à feu et les

projectiles de même calibre, et avec des charges de poudre

de même poids et de nature à peu près égale, pourront

différer d'un coup à l'autre suivant l'état de cette poudre ;

ce sera là un des éléments qui feront varier les vitesses

de quantités notables, et que l'on ne peut pas préciser

ici; on se contentera de dire qu'on ne doit pas estimer

l'augmentation ou la diminution des vitesses initiales dans

le tir du canon et des obusiers d'après celles qu'on dédui

rait des portées du mortier eprouvette (84 et 16), comme

l'ont enseigné jusqu'à ces derniers temps Lombard et plu

sieurs autres auteurs.

' Archives de l'artillerie, au dépôt central; huitième rapport de

la Commission des principes du tir.

* Expériences d'artillerie exécutées à Lorient, à l'aide du pen

dule balistique. Paris, 1847.

3 Mémorial d'artillerie, n° VII, page 322.
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Dons les canons de siège el de place, la poudre est ren

fermée dans une gargousse en papier; on met un bou

chon de foin sur la poudre et un autre sur le boulet. Dans

le chargement des canons de campagne, la poudre est
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renfermée et lassée dans un sachet en serge, le boulet est

ensaboté. Les poids marqués d'un astérisque (') sont ceux

des ebarges ordinaires de guerre.

Vitesses initiales des ohm tirés avec les obusiers de siège, de

campagne , de montagne et de côte.

 

OBUSIER

DE 15e".

OUI «II P. DE COTE.

OBUSIER OBUSIER OBUSIER

DP. 16"».
(ancien).

Obus de "k700

Obus ensaboté,

sachet avec tampon.DF. -l-J"". DE 16"°.

Obus de M* Obus Obus ensaboté,

la charge dans

avec eclisscs.
de 11*200 de 11*200

un sachet

awi (ai]i|>on.

P01D4

YitOM'>

ensaboté. non ensaboté. initiales aux

des
charges de

C1URC. mes. n vlh;. VITES. ' lltni:

«g-

VITES. CBimo. VITES.

obus.
1*500 3*000

1

l k«-
0,250

ni: s

90,3

k». m -

71,4

III -

80,8

kg- m:s

186

kg. m:s m:s

0,100 0.100 0,250 24,18 248 33 S

0,375 111,9 0,200 114,8

0.200

0,100

121,2

189,9

0,300 176

335

26,65

27.95

240

238

327

3220.750

0,500 Ml, 5 0,100 102,5 0,(300 231,1 1.000 373 29.95 236 313

0,750 184,8 11,1,011 236,1
Obusensabolé Obus a balles

1.00(1 220.6 0.750 273,7 Charge
de II».

Obus de 22*10 non

1,250

1,500

215,0 1 ,000

1,230

328,0

108,1

eu sachet avec

tampon.

1,0001 SI 8
ensaboté.

r.ii.: Boulet del2*05

2,000 279,1 1,300 100,9 1,5001 384
1,000 301 CHARGE. VITESSE.

Obus !( halles

de 15*500.

Obus de 12e-

île 1*280 ensab.

1.000

2.000

«OS

297

1
1,500 343 0,270 244 3,300 373
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292. Formule des vitesses initiales en fonction du poids

des charges de poudre. Les tableaux qui précèdent donne

ront les vitesses des projectiles en usage aux diverses

charges de poudre; mais, quand on fera varier le poids

de la charge de poudre, le poids ou le diamètre du pro

jectile, ou qu'il sera question de bouches à feu ayant des

diamètres ou des longueurs d'âme différentes, la vitesse

variera. Nous donnons ici une formule qui représentera

assez exactement les variations de la vitesse, quand on

partira d'une vitesse connue et d'une charge donnée, au

moins dans certaines limites.

Soit 2C le calibre de l'âme, L sa longueur, 2R le dia

mètre du projectile, P son poids, et m le poids P augmenté

de celui du chargement, non compris la poudre; n le

poids de la charge de poudre, l sa longueur, M le poids

de la poudre qui remplirait l'âme, et D la densité de

cette poudre; on aura M = wC'LD et l = .

Lorsqu'il s'agira du canon, on prendra la densité de la

poudre non tassée et on fera D = 840k, le mètre étant

pris pour unité; lorsqu'il s'agira du tir des armes à feu

jorlalives, on prendra la densité de la poudre lassée et

l'on fera D = 950k; soit y un coefficient qui dépendra de

la qualité de la poudre, et log exprimant les logarithmes

des tables ordinaires ; la vitesse V du projectile sera don

née par la relation fondée sur la théorie du mouvement

des projectiles dans les bouches à feu',

V m+3

' Cours d'artillerie de M. le général Pioberl ; appendice, § III,

par M. le général Didion. Lithographie de l'École d'application,

en 4846.
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qj y\' C R

à la place de ——— on pourra substituer 2—-— , qui

n'en diffère pas sensiblement.

Des expériences sur les vitesses initiales des boulets

dans les canons ont conduit à prendre / = 700.

On déterminera y d'après l'un des cas qui s'en rapproche

le plus, et on aura

(2) y=-V '' '

y. M

log-

m + -

On en déduira ensuite la vitesse pour le cas dont il s'agit.

Avec les poudres ordinaires de guerre, et pour les obu-

siers de siège et de campagne, à chambre pleine, on

trouve par exemple y = 1000000; avec l'obusier de

montagne, qui est à la limite inférieure des grandeurs,

on a y = 900000 ; la valeur de y monte jusqu'à 1 200000

avec les canons. Ces nombres ne peuvent être regardés

que comme approximatifs et varient avec la nature de la

poudre.

293. Application au tir des armes à feu. Les formules

(1) et (2) expriment que la perte de vitesse du projectile

est proportionnelle au quotient de la différence des sec-

lions de l'âme et du diamètre du projectile, par la section

de l'âme, ou à très-peu près au rapport de la différence des

diamètres à celui d» l'âme (différence qu'on appelle l'évent

ou le vent), et que c'est à la vitesse corrigée de la perte

totale, due à la différence des diamètres, qu'on applique

les lois du mouvement des projectiles dans la bouche à

feu. Mais, on laissera moins d'importance à ce terme em

pirique en ne comparant les vitesses dans deux cas divers

qu'après avoir ramené la "vitesse connue dans un cas à
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ce qu'elle serait dans l'autre, à égalité d'évent. Le calcul

gagne en même temps en simplicité, et il nous a donné

beaucoup d'exactitude dans l'application au tir des armes

à feu, comme on va le voir.

Nous conserverons les notations ci-dessus pour le tir

dont on connaît la vitesse V, et nous adopterons les mêmes

lettres en les affectant de l'accent, pour les éléments du

tir, dont la vitesse V est la quantité qu'on cherche.

On reconnaît facilement que si la proportion de l'évent

au diamètre de l'âme diminue ou augmente, la propor

tion des gaz perdus varie dans le même sens, et la vi

tesse du projectile dans le sens inverse; on admet que,

tout égal d'ailleurs, l'augmentation de vitesse, dans les

limites en usage, est dans un rapport constant avec la

variation dans la proportion de l'évent, c'est-à-dire avec

2C — 2R 2C — 2R' , „ , , „ ,
—— jj—— , et 1 expérience a montre, en ellet,

qu'avec les armes à feu portatives on a

f2C — 2R 2C — 2R'\
(3) V' = V + 200of~

V 2>C 2C /

Exemple. Si dans le fusil d'infanterie, avec la halle (Ie0m0107.

le diamètre OmOI80 de l'âme (Mail réduira (MM 78, l'évent, qui

est 0m0013 dans le premier cas. serait réduit à (M)0I1, et la

vitesse qui. à la charge de 9*. est 4iCm:s. sciait augmentée de

o/wv/0,0W3 0,0011 \
2000(olÏÏ8Ô-oiôÏ78)=21,n;S

et deviendrait 4G7m:s.

Si les diamètres 2C et 2R restant les mêmes, les poids

H el P et la longueur L changent, on aura

,i) = VV- r
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Dans cette formule (4) on n'a pas fait varier l avec p,

parce que les applications ont prouvé qu'on obtenait ainsi

plus d'exactitude.

Si la longueur de l'âme ne change pas, le dernier fac

teur du numérateur et celui du dénominateur restent

constants et disparaissent; si, au contraire, les poids de

la charge et de la balle ne changent pas, ce sont les deux

premiers facteurs qui disparaissent.

Premier exemple. La vitesse de la balle de fusil d'infanterie à

la charge de 9°, étant 446m:s, quelle sera la vitesse à la charge

de 8»? On aura P = P' = 0*027..,, = 0°009. ,/ == 0k008.

P + ^ = O030. P' + i,«' = 0M)29G7. L = L' et

V = 446l/0'008-0'030 =423.
V 0,009.0,02907

L'expérience a donné 422'". ce qui est aussi exact qu'on peut

l'espérer.

Deuxième exemple. Quelle est la vitesse de la même balle dans

le fusil de voltigeur, dont la longueur d'âme est l'"00? On a

L = lm0t5. L'=IHX). u = 0k009, / = 0'"0372. - = 28.5.

I

log7= 1.451, log- = 1.429. et V'=4461/^^= 442'"'".

I l 1,454

Si les diamètres 2C et 2R variaient en même temps

que d'autres quantités, on devrait d'abord, comme on l'a

dit, tenir compte de la variation de l'évent et appliquer

ensuite les autres formules.

Exemple. Si la longueur du fusil d'infanterie était réduite à

0m789 ci le diamètre de l'âme à 0'"01 78 (canon du fusil double

de voltigeur corse), quelle serait la vitesse de la balle de 0"'01G7,

à la charge de 9e, sachant que, tirée dans le fusil d'infanterie,

elle est 446ra:s?

La réduction de lèvent seule augmenterait la vitesse de 21ra:-

et la porterait à i07m:s; on aurait L= t "'00 , L' = 0n,789.
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/ = 0-0373. - = 28,5. Log- = 1 .454, log- = 1 .226 ; et

/l 320
comme /* = //, P = P', on aura V = 467\/ —— = 44Cin;s.

4,464

L"expérience ayant donné 445m:s, confirme le résultat du cal

cul autant qu'on pouvait l'espérer.

La table qui suit suffit pour calculer les logarithmes

qui entrent dans les formules ci-dessus.

Nom

bres.

5,0

5,5

6,0

C,5

7,0

7,5

8,0

8,5

9,0

9,5

10,0

10,5

11,0

11,5

12,0

12,5

13,0

Loga

rithmes.

0,609

0,740

0,778

0,813

0,845

0,875

0,903

0,929

0,954

0,978

1,000

1,021

1,011

1,001

1,079

1,097

1,114

1,130

1,140

1,101

1,170

biir.

11

38

35

82

30

28

20

'25

24

22

21

20

20

18

18

17

16

lti

15

15

Nom

bres.

15,0

15,5

16,0

10,5

17,0

17,5

18,0

18,5

19,0

19,5

20,0

20,5

21,0

21,5

22,0

22,5

23,0

23,5

24,0

24,5

25,0

Loga

rithmes.

1,170

1,190

1,204

1,217

1,230

1,243

1,255

1,207

1,279

1,290

1,301

1,312

1,322

1,332

1,342

1,352

1 ,302

1,371

1,380

1,389

1,398

D:IT.

Il

14

13

13

13

12

12

12

11

11

11

10

10

10

10

10

9

13,5

14,0

14,5

15,0

9

'.)

9

Nom

bres.

25,0

20,0

27,0

28,0

29,0

30,0

31,0

32,0

a3,0

34,0

35,0

36,0

37,0

38,0

39,0

40,0

41,0

42,0

43,0

44,0

45,0

Loga

rithmes.

1,398

1,415

1,431

1,447

1,402

1,477

1,491

1,505

1,518

1,531

1,544

1,550

1,568

1,580

1,591

1,002

1,013

1,023

1,033

1,043

1,653

DilT.

17

10

10

15

15

14

14

13

13

13

12

12

12

11

11

11

10

10

10

10
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S III.

Des divers genres de tir.

29-4. Des divers genres de tir. — Tir de plein-fcuet.

On dislingue divers genres de tir, suivant les effets qu'on

veut obtenir.

Le tir direct, appelé aussi tir de plein-fouet, s'exécute

ordinairement avec de fortes charges, pour obtenir de

grandes vitesses initiales, diminuer les déviations (Sect. IX,

§ II), augmenter ainsi les chances d'atteindre, frapper avec

plus de force, et produire par conséquent plus d'effet;

c'est celui qu'on emploie particulièrement avec les canons,

quand on se propose de frapper un objet qu'on peut aper

cevoir; il peut être employé à des distances d'autant plus

étendues que le calibre est plus fort et la charge plus

grande; celle-ci cependant ne doit pas dépasser le tiers

du poids du boulet; au delà de celte charge on a à craindre

la dégradation rapide des canons. Il n'y a d'exception que

pour le tir en brèche, qu'on exécute à très-courle dis

tance et à des charges plus fortes, mais qu'on limite néan

moins à celle de moitié du poids du boulet. D'après les

résultats d'expériences spéciales faites en 1847, sur ce

genre de tir, il paraît même possible de réduire celle

charge, comme dans les autres circonstances, au tiers du

poids du boulet.

Le tir à grande vitesse, qui produit des trajectoires

très-étendues et s'élevant peu au-dessus du sol, présente

cet avantage, qu'une petite erreur dans l'estimation de la

distance, ne conduit qu'à une très-petite différence dans

l'angle de projection, et à une très-petite élévation du

projectile au-dessus du point à baltre; par suite, elle

n'empêche pas de frapper un objet d'une certaine étendue
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vcrlicalc, ni ceux qui sont devant ou derrière. De plus,

si le projectile rencontre le terrain en avant de l'objet à

battre, il ricoche suivant un angle peu élevé et frappe

avec une vitesse encore assez grande pour produire les

effets destructeurs qu'on doit en attendre.

Quand un objet est placé sur un terrain favorable au

ricochet, il vaut mieux chercher à atteindre le pied de

cet objet que le milieu; cet avantage est surtout prononcé

lorsqu'il y a de l'incertitude sur la dislance; on conserve

ainsi les chances de frapper par ricochet, et, de plus, la

vue des points de chute sert d'indication sur la dislance

et permet de rectifier le pointage aux coups suivants.

L'avantage de ces ricochets est assez grand pour que

sur un champ de bataille, où l'on est très-incertain sur

les distances, et quand le terrain est favorable au ricochet,

on tire à dessein sous un angle plus faible que celui qui

est nécessaire pour frapper le but directement. De celle

manière, le projectile parcourt, en faisant des bonds peu

élevés, tout l'espace sur lequel peuvent se trouver des

troupes. Ce genre de tir est appelé tir parallèle au terrain.

295. Tir à feu plongeant. Le tir à feu plongeant, appelé

aussi tir à ricochet, est destiné à faire pénétrer, derrière

un parapet, sous une certaine inclinaison au-dessous de

l'horizon, un projectile qui effleure la crête du parapet,

et qui, de cette manière, frappe des objets que cet épaule-

ment couvre du feu direct et garantit ainsi des effets du

tir de plein-fouet. Si le projectile frappe le terre-plein

sous un angle assez petit, il se relève sous une faible in

clinaison et peut parcourir, sans s'élever beaucoup, une

longue branche d'ouvrage de fortification et frapper ainsi

les objets qui s'y trouveraient placés. Mais, on ne doit pas

compter souvent sur autant d'efficacité, parce que rare

ment un projectile pourra ainsi ricocher sur une branche

d'ouvrage; le défenseur a en général la précaution d'y
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établir des traverses en terre pour couvrir les bouches à

feu et les hommes qui y sont placés. Ce genre de tir

aurait néanmoins pour effet principal de détruire ces tra

verses.

Pour pouvoir pénétrer dans l'espace compris entre le

parapet et les traverses, le projectile doit arriver en effleu

rant la crête sous un angle assez grand au-dessous de

l'horizon.

On regarde l'angle de 10° comme la limite de ceux sous

lesquels le projectile sphérique ricoche sûrement; c'est

une limite supérieure d'inclinaison à laquelle on s'arrête

généralement; elle est telle qu'avec les hauteurs ordinaires

des parapets et des traverses, on laisse peu d'espace à l'abri

des projectiles. Si, pour plonger plus près du pied de la

masse couvrante, on voulait augmenter l'angle de chute,

on serait forcé d'augmenter l'angle de projection, et, par

suite, de diminuer la vitesse initiale. De là, résulterait des

effets de choc moins considérables et surtout des dévia-

lions plus grandes et par conséquent de moindres chances

d'atteindre; en un mot, moins d'efficacité dans le tir.

Au contraire, à mesure qu'on emploie une vitesse ini

tiale plus grande, et, par suite, un angle de projection

plus petit, l'angle de chute diminue et le projectile ren

contre le terrain à des distances de plus en plus grandes

de la masse couvrante ; il laisse plus d'espace à l'abri de

ses atteintes, mais ses déviations diminuent, et il frappe

avec plus de force ; on s'arrête ordinairement à la combi

naison d'angle et de vitesse de projection qui, sur une

des plus longues branches d'ouvrages, fait tomber à son

extrémité le projectile qui effleure la crête du parapet.

On peut prendre, pour fixer ces limites, un parapet de

2m27 de hauteur, et une longueur de 100m d'un terre-

plein horizontal à hauteur de la bouche à feu.

Avec des terre-pleins et des parapets plus élevés, des

63
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branches inclinées vers la place ou de moindre longueur,

l'angle de chute sera plus grand; celle limite donne ainsi

le ricochet le plus tendu; l'autre donne au contraire le

ricochet le plus mou. C'est enlre ces limites qu'on se tient

ordinairement, et l'on doit choisir la combinaison qui

donne le tir le plus efficace.

Pour obtenir des effets plus complets contre un même

ouvrage, on emploie concurremment le lira ricochet tendu

qui permet les grandes vitesses, afin de détruire les para

pets et les traverses, et par là découvre les objets qu'ils

sont destinés à garantir, et le ricochet mou qui laisse

moins d'espace à l'abri des atteintes du projectile.

Le tir à feu plongeant peut encore être limité par la

construction de la bouche à feu, c'est-à-dire par l'incli

naison qu'on peut lui donner sur son affût.

On a donné (94 et 95) le moyen de déterminer l'angle

et la vitesse de projection, qui permettent de faire passer

le projectile, soit à hauteur de la crête du parapet d'un

ouvrage et par un point donné du terre-plein, soit par

celle même crêle sous une inclinaison déterminée. Ces

formules serviront à dresser des tables de tir'.

On détermine aussi les limites des hauteurs où le pro

jectile peut arriver sous une inclinaison donnée, lorsque

le plus grand angle de projection qu'on peut employer

est oonnu d'après la construction de la bouche à feu et

de l'affût.

296. Limite des hauteurs auxquelles le tir plongeant

est encore possible, sous un angle de projectioti déterminé.

Soit <p le plus grand angle de projection au-dessus de

l'horizon qu'on peut obtenir de la bouche à feu montée

sur son affût, a la distance du but, b la hauteur maximum

qu'il peut avoir, pour que l'inclinaison de la trajectoire

1 Voir l'Aide-Mémoire d'artillerie de 1856.
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en ce point soit 9; appelons V la vitesse initiale cher

chée, et conservons les autres notations adoptées jusqu'ici

(61 et 91).

L'équation de la trajectoire étant y = œtangç —

———ift> (x, V), pour que cette trajectoire passe par le

point dont les coordonnées sont a et b, on devra avoir

(1) 6 = atang*-^;1ft)(a,V);

l'inclinaison de la trajectoire à la distance a devant être

9, on aura

(2) tanB8 = tang»-gï^a(a,V);

observant que V, = Vcos<p et V* = 'igh, on aura

r* V *

—(tangç — tang8)-4- = 3(a, V) ;
ag -re

mettant à la place de 3(a,V), son développement (64) en

_,a a Vi . , V,

r-, F'— et — ; ordonnant par rapport a —, faisant
c 2c r » •• r

—(tang<p — tangG) = Q'; faisant encore F' F'— = n
ag c 2c

et n — (P 1) = m, on aura une équation du se

cond degré, dont on ne prendra que la valeur positive

qui sera

(3)

/ ri
v- _ _^i_ + V _f_ + (__?_ V-
,. Q'_OTT ▼ Q'_W^VQ'— m/' ,

v,

connaissant ainsi —, on aura la valeur de V, qui est
r
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7-—» on s en servira pour en tirer la valeur de o(!,(.t, V)

(table XII), et, par suite, celle de b, au moyen de l'équa

tion (1) bz=alang<p ——^— uî,(a,V).

297. Simplification. On peut arriver plus facilement

v
à la valeur de —, en mettant l'équation (2) sous la forme

ou

y,

r
— {\/ "g

r ' tanL'D —V^3(a,V) r tangç— tangO '

et en essayant successivement, au moyen de la table XII,

plusieurs valeurs de -~, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à

deux valeurs consécutives, qui comprennent celle du se

cond membre.

Si l'on avait à répéter cette opération un grand nombre

de fois, il y aurait avantage à dresser une table des valeurs

v,

r V i
de -, ■> pour diverses valeurs de — et de -, comme

V5(x,\) r c

on l'a fait, table XVI, pour la fonction oft,(a;,V).

Cette observation s'applique également à la solution de

ce problème (95) : faire passer le projectile par un point

donné, sous une inclinaison déterminée ; car, en mettant

l'équation à résoudre sous la forme

r' tangt — tangO V.a

% z—-•7r = 2a(«,v)-*(«,v),
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d'où

V,

(5) ~ _ i i/ZZJ2^ZZ
V23(i,V) -,)!,(*, V) r (lange -tangO)'

on formerait une table des valeurs du premier membre,

X

pour un certain nombre des valeurs de -, combinées avec

V

celles de — et analogues à la table XVI ; cela fait, pour

chaque cas particulier, on n'aurait qu'à calculer la valeur

du second membre et chercher dans la table, pour la

valeur donnée de -, et au moyen des parties proportion-

V

nelles, quelle est la valeur de — correspondante. De là,

on aura V et ensuite tang<p, en déterminant (103) l'angle

de projection qui fait passer la trajectoire par le point

donné.

On remarquera que généralement le projectile devant

être dans la branche descendante de la trajectoire, 9 sera

négatif.

298. Limite de la hauteur à laquelle on peut, en rasant

la crête d'un parapet, toucher un point déterminé du terre-

plein. L'inclinaison sous laquelle un projectile doit plon

ger dans un ouvrage de fortification, peut être définie

par la position d'un point du terre-plein, relativement à

la crête.

Soit <t la dislance horizontale du second point au pre

mier, et 0 sa bauteur relative au-dessous du premier; la

condition que la trajectoire passe par ces deux points,

donnera, en faisant a' = a -f- a,

(6) fc = „,^¥ __£_*(«, V);
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a"
b — p = a' tangï> — — - ifi>(a', V),

4/icos'ç '

d'où l'on déduit, en soustrayant membre à membre, pour

éliminer b,

H = (»-qf)UBg,-a'*fa'V> + ""*•« V>,

v ' b 4/icos'ç T 4/icos'q» '

ou en remplaçant h par sa valeur —,

(7) y(^ + atang*).ïf = o'A(o,V)— o"*(a',V).

En observant l'analogie qu'il y a entre la forme de

celte équation et de celle qui a été déjà donnée pour

un cas semblable (94), on verra, qu'en développant les

valeurs des fonctions ift,(cr, V), o(b(a', V), en conservant

les notations déjà données (92), N = F F— , M = N

-(¥—*), N'=F--Fj', M' = N'-(Fo--1),
V 2e 1 c 2c V 2c "

2r*

et en faisant Q" = — (3 + *lang<p), on aura une équa-

v
tion du second degré en — ; en ne prenant que la valeur

positive, on aura

V, o"N' — o'N

(8) —'
r Q" — {a"W — a'M)

V
a->F--a'F-

a"N' — a'NW c c / a"W' — a*JN \"

+V Q-f _ („"M' — aJM) + l Q" — (a"M< — o'M) J

V
Ayant ainsi la valeur de —, on aura celle de V qui est
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V r

— . ; on s'en servira également pour avoir la valeur
r cos ip

île ift,(fl,V), et déduire la valeur de b de l'équation (6).

§ IV.

Table* de tir.

299. Calcul des tables de tir. L'emploi des formules

de balistique permet de dresser des tables de tir des

bouches à feu pour toutes les circonstances du service,

en s'appuyant sur les résultats d'expériences plus ou

moins étendues ; nous les appliquerons successivement

aux tables de tir de plein-fouet, aux tables de tir des

mortiers et aux tables de tir à feu plongeant.

300. Tables de tir de plein-fouet. Les labiés de tir de

plein-fouet ont pour objet de donner l'angle de projec

tion ou la hausse à employer, pour qu'avec une charge

de poudre ou avec une vitesse initiale donnée, on atteigne

le but.

On doit distinguer plusieurs cas, suivant les éléments

qu'on possède.

1° On connaît les dimensions de la bouche à feu, celles

du projectile, son poids et celui de la charge de poudre

qu'on doit employer.

On déterminera la vitesse initiale qui résulte de celle

charge, au moyen de la formule et des résultats les plus

approchants du tableau que nous avons donnés (290 et

292) entre les vitesses et le poids des charges de poudre.

On tiendra compte de l'angle moyen de relèvement au

sortir de la bouche à feu. On cherchera de plus à estimer,

par comparaison avec ce qu'on a reconnu dans des cir

constances semblables, la force dévialrice, supposée cons

tante, que produit ordinairement le mouvement de rota
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lion autour d'un axe horizontal, el l'on pourra le faire

comme dans le tir des canons rayés, mais avec un degré

d'intensité beaucoup moindre.

Au moyen de ces données, on calculera les angles de

projection pour les diverses dislances inscrites dans la

table, au moyen des formules données (97); ensuite, au

moyen des dimensions extérieures de la bouche à feu , on

en déduira les hausses. Celles-ci laisseront peut-être

quelqu'incertitude , comme les éléments qui ont servi à

les calculer, et devront être rectifiées si les résultats du

tir en font postérieurement reconnaître la nécessité.

2° Lorsque l'on connaît, par des expériences directes,

soil la vitesse initiale, soit le relèvement au sortir de la

bouche à feu, on prendra ces quantités de préférence aux

précédentes.

3° Lorsque l'on connaîtra , par le tir d'un nombre suf

fisant de coups, la portée sous une inclinaison déterminée,

on s'en servira pour calculer la vitesse initiale au moyen

de l'angle de projection ; si on le peut, on tiendra

compte de la valeur de la force déviatrice verticale estimée

par comparaison ; ensuite on calculera les angles de pro

jection et les hausses. Si la vitesse initiale qu'on trouve

ainsi, paraissait s'écarler notablement de celle qu'on

présume être la véritable , soit par comparaison avec les

vitesses mesurées directement au moyen d'un pendule

balistique, soil par des observations de durées du trajet

suffisamment précises, on adopterait cette dernière vitesse

et on déterminerait au contraire la force déviatrice ver

ticale qui , sous l'inclinaison de la bouche à feu , produit

la portée moyenne observée.

A° Si l'on connaît deux points de la trajectoire moyenne

suffisamment éloignés entre eux, l'on s'en servira pour

déterminer l'angle de projection et la vitesse initiale qui

font passer la trajectoire par ces deux points (94 et 95) ;
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le premier, comparé à l'inclinaison de la bouche à feu

donnera l'angle de relèvement au départ.

Si la vitesse initiale paraissait s'éloigner notablement de

la vitesse véritable, on adopterait celle qu'on croit la plus

exacte, et on déterminerait ('220) la force déviatrice ver

ticale, qui ferait passer la trajectoire par les deux points

connus.

Si les données sont les portées sous deux angles de

projection, on rapportera les points de chute par abscisses

et par ordonnées orthogonales à une même ligne droite

fixée de position relativement à l'axe de la bouche à feu ;

on aura deux points de la trajectoire et on continuera

l'opération comme on vient de le dire.

5° Lorsque l'on connaît trois points de la trajectoire

moyenne, on détermine l'angle et la vitesse de projection

qui fait passer la trajectoire par les deux premiers (94).

Si l'on a des raisons de croire que la vitesse initiale

s'écarte de la véritable, on modifiera celle qu'on a trouvée

de manière à s'en rapprocher, et on l'emploiera pour dé

terminer l'angle de projection et la force déviatrice (220)

qui fait passer le projectile par les deux premiers points.

Si la trajectoire ainsi déterminée ne passe pas par le

troisième point et qu'elle s'en écarte de quantité assez

notable, on fera varier la force déviatrice pour satisfaire

à cette condition (220 et 222).

On ferait de même pour les points suivants, si l'on en

connaissait un plus grand nombre.

Si les données sont les portées correspondantes à des

inclinaisons différentes, on rapportera les points de chute

à une même ligne droite fixée de position avec l'axe de

la bouche à feu , et on les regardera comme les points

d'une même trajectoire; cela fait, on continuera comme

on vient de le dire.

Avec ces éléments, on calculera les ordonnées des di-

64
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vers points inlermcdiaires qui ne sont pas donnés par

l'observation et qu'on veut insérer dans les tables ; on

calculera les angles de projection relatifs, et l'on en dé

duira les hausses qui s'y rapportent.

Par ce moyen , on pourra déterminer des tables qui

seront conformes à des résultats d'expériences très-

étendues et avec tout le degré de précision que ces

expériences comportent.

Les différences enlre les portées d'un coup à l'autre,

ou enlre les élévations du projectile, feront voir d'ailleurs,

par l'application des principes des probabilités, les diffé

rences qu'on peut admettre enlre les résultais des formules

et les portées ou les hauteurs observées.

Dans chacun des cas cités, on pourra calculer les incli

naisons de la trajectoire ou les angles de chute, la durée

des trajets et les vitesses du projectile. Les vitesses et les

durées ne seront pas influencées, comme dans certaines

tables, par les causes déviatrices qui affectent les trajec

toires seulement et qui, par les moyens de calcul employés,

se traduisaient en erreurs considérables sur les vitesses et

sur les durées.

301 . Tables de tir à feu plongeant. Les tables de tir à

feu plongeant ont pour objet de donner, d'une part, l'angle

de projection ou la hausse et, d'autre part, la vitesse ini

tiale ou la charge de poudre qui permettent, soit d'at

teindre un point proposé du terre-plein d'un ouvrage de

forlificalion, soit de pénétrer dans cet ouvrage, sous une

inclinaison déterminée au-dessous de l'horizon ; ces tables

doivent être établies pour diverses dislances et pour des

hauteurs plus ou moins grandes au-dessus de la bouche à

feu, à la condition d'effleurer la crête de son parapet.

Après avoir déterminé, comme on l'a indiqué précé

demment (298) , les vitesses initiales correspondantes à

un certain nombre de charges différentes de poudre, on
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déterminera, pour chacune d'elles, les vitesses initiales

et les relèvements moyens des projectiles au départ.

L'angle de relèvement sera supposé indépendant du

poids des charges de poudre, comme l'expérience l'a mon

tré (226).

Si les vitesses initiales calculées différaient d'une ma

nière notable des vitesses initiales déterminées directement

pour les mêmes charges de poudre, on les modifierait en

introduisant une force déviatrice verticale g', ajoutée à la

pesanteur, et telle que le rapport —— ne changeât pas

sensiblement, ou bien on introduirait une force déviatrice

comme celle du vent, mais supposée verticale (Section VI);

on pourra regarder, pour plus de simplicité, la force dé

viatrice g' comme indépendante du poids des charges de

poudre. On se servira alors de celle quantité pour déter

miner de nouveau les vitesses qui correspondent à cha

cune des séries d'expériences avec les diverses charges.

Si les vitesses ne présentaient pas avec les charges une

relation régulière , ce qu'on reconnaîtra facilement en la

représentant par une courbe, on modifierait un peu les

premières, et on aurait une relation régulière des vitesses

aux charges de poudre; on en formera une table.

La table devra être calculée pour des distances suffi

samment rapprochées, de 50m en 50m, par exemple, et

dans les limites où l'on peut employer ce genre de tir;

les hauteurs, variant de 5m en 5ra, seront comprises dans

les limites qui peuvent se rencontrer; et, les points tou

chés du terre-plein seront en nombre suffisant dans les

limites utiles (295). Les combinaisons qui résultent de

ces éléments divers, donnent lieu chacune à un système

particulier d'angle de projection et de vitesse initiale. On

traduira les angles de projection en hausses relatives à la

crête du parapet, au moyen d'une table calculée à cet effet
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pour la bouche à feu (281), et, les vitesses de projection

en poids des charges de poudre, au moyen de la table

dont on a parlé paragraphe II.

A celte table, il sera utile de joindre les durées du trajet

pour chacun des cas que l'on a considéré; c'est une don

née souvent nécessaire.

Le calcul de ces tables ne s'applique qu'au tir des ca

nons et des obusiers de fort calibre. On l'appliquerait de

même au tir des mortiers, en restant dans les limites plus

restreintes des angles entre lesquelles on en fait usage.

802. Tables de tir des mortiers. Les mortiers ne se tirent

ordinairement que sous un très-petit nombre d'angles dif

férents, savoir : 30°, 60°, et un angle égal à 45°, ou un

peu moindre; les tables devront donner la relation des

portées aux poids des charges de poudre, pour chacun

des angles adoptés.

Si dans l'expérience l'on se borne à une série de charges

différentes sous un même angle de projection, on en dé

duira les vitesses initiales au moyen des formules don

nées (86, 87), et ensuite les portées sous les autres angles

de projection.

Il est important de tenir compte de l'angle de relève

ment au départ, qui est plus grand avec les âmes courtes

de ces bouches à feu qu'avec celles des obusiers et des

canons (225, 220) ; par des expériences spéciales, nous

avons trouvé que cet angle était d'environ f de degré.

On pourra déduire l'angle de relèvement au-dessus de

l'axe du mortier des durées des trajets qui sont faciles à

observer et qui, sans ce relèvement, ne s'accorderaient

pas avec celles qui résultent d'un angle de départ égal à

celui de l'axe du mortier avec l'horizon.

H est très-important de joindre à ces tables les durées

des trajets; on les calculera facilement par les formules

qui ont été données (64).
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303. Tables de tir déterminées graphiquement. On peut,

par un procédé graphique particulièrement applicable au

tir sous de petits angles de projection, déterminer les

angles de projection et les hausses pour une vitesse ou

pour une charge de poudre donnée.

Soit OA (Fig. 58) une ligne qui représente l'axe de la

bouche à feu ; celle-ci pourrait être inclinée au-dessus de

l'horizon, mais pour plus de simplicité nous la suppose

rons horizontale. On déterminera les ordonnées corres

pondantes aux distances de 50m en 50m, ou à d'autres

intervalles égaux; soit 0m,, 0iwa, 0w5... ces distances,

prises à une certaine échelle, de 0,n001 pour 1in, par

exemple; par chacun des points m,, rw2..., on mènera

des verticales sur lesquelles on portera les abaissements

m,M,, w2M,..., dus à la pesanteur et donnés par la for

mule y = —-ilb(a,V); par les extrémités M,, M2..., on

tracera une courbe, elle représentera la trajectoire.

Si l'on a reconnu que le projectile éprouve, en sortant

de l'âme, un certain relèvement (225, 226), on tracera

une ligne OA' faisant avec l'axe un angle A'OA égal à cet

angle do relèvement initial exprimé par sa tangente tri-

gonométrique, comme on l'indiquera plus loin, et ce sera

par rapport à cette ligne OA' qu'on portera les valeurs y

calculées.

Pour rendre les différences plus sensibles, on prendra

les ordonnées à une échelle cinq fois plus grande, ou,

quand les vitesses sont considérables, dix fois plus grande

que l'échelle des abscisses. De 0 en D, on portera la lon

gueur de la bouche à feu, et aux points 0 et 1), on élè

vera deux perpendiculaires OB et DC, respectivement

égales aux rayons du bourrelet et de la plate-bande de

culasse, l'on joindra CB. Celte ligne représentera la ligne

de mire.
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Mais, pour tracer le prolongement de celle ligne avec

plus d'exactitude, on mènera par le point B la ligne KBP,

parallèle à l'horizontale OA ; sur celte ligne, on prendra

BG égale à } de la longueur véritable de la bouche à feu,

comptée du derrière de la plate-bande de culasse au som

met du bourrelet dans les canons, ou au devant de la

plate-bande de la bouche, dans les obusiers; au point G,

on élèvera la perpendiculaire GH égale à la vraie diffé

rence R — r des rayons ; le point H se trouvera sur le

prolongement de la ligne de mire ; cela résulte de ce que

CK est relativement à BK, dans un rapport cinq fois plus

grand, comme GH l'est relativement à BG.

La ligne de mire coupe la trajectoire en L, ; si l'on

mène une verticale L,l, la distance 0/ estimée à l'échelle

des abscisses, sera la portée de but en blanc.

Four un point quelconque M, ou pour une distance Om,

par exemple, la partie LM de la verticale comprise entre

la trajectoire et la ligne de mire, représentera, à l'échelle

des ordonnées, la quantité dont celle ligne de mire passe

au-dessus de la trajectoire, et, par conséquent, la quan

tité dont on doit viser au-dessus du but pour l'atteindre.

Pour les points en deçà du point L, comme à la distance

0mi, la quanlité L4M, indiquera la quantité dont il fau

dra pointer au-dessous du but pour l'atteindre.

Pour déterminer la hausse à la distance Om, par exemple,

on tirera la ligne BM ; elle interceptera la longueur HN

sur la ligne GH prolongée; celle-ci sera la hausse en véri

table grandeur; et, si l'on a divisé le prolongement HN

en millimètres, on aura immédiatement l'expression des

hausses en unités de celle grandeur.

304-. Angles de projection. On peut mesurer les angles

de projection relatifs, c'est-à-dire les angles que fait l'axe

de la bouche à feu avec la ligne qui va de la bouche à

fou au but. Pour cela, à partir du point 0 sur OA, on
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prendra pour rayon des langenles Irigonométriques une

longueur telle que la tangente de 1° à l'échelle des or

données soit de 60 millimètres (ou de 30, suivant les

échelles). L'échelle des ahscisses étant de 0m001 pour 1m,

on prendra Ol = 687m3; on élèvera une perpendiculaire

sur laquelle on prendra t\° = 687m3 X 5 X langl0, la

quelle quantité est égale à 0m060; on portera 60 divi

sions égales à lmm; on prendra de même *2° = 687m3X

5 X tang2°, et ainsi de suite; les divisions continueront

à être sensiblement de 1mm, jusqu'à 4° et 5°; au delà,

les intervalles de 1° seront très- peu différents ; il sera

d'ailleurs très-facile d'opérer les divisions exactes.

Pour avoir l'angle de projection relatif à la dislance de

Om, par exemple, on tirera la ligne droite MO, elle cou

pera en T la ligne des tangentes tT, et la partie tT indi

quera en degrés et minutes l'angle de projection MOA, et

ainsi des autres. On se fonde ici sur ce que les angles de

projection au-dessus de la ligne qui va au but, sont indé

pendants de la hauteur de ce but, et sur ce que, quand

on mesure les angles par leurs tangentes, celles-ci peuvent

être prises à une échelle plus grande et égale à celle des

ordonnées, sans qu'il y ait rien de changé dans leurs rela

tions mutuelles et dans les abscisses des points d'inter

section.

305. Angles de chute sur le sol. On obtiendra facile

ment les angles de chute sur le sol.

Supposons d'abord le terrain plan, et soit r (Fig. 58)

la position du centre des tourillons; par ce point, on

mènera une verticale et on prendra, à l'échelle des ordon

nées, rSo égal à la hauteur des tourillons au-dessus du sol.

Pour avoir l'angle de chute, à la dislance Om, par

exemple, on joindra le point S et le point M de la tra

jectoire; au point M, on mènera à la trajectoire une tan

gente MQ, l'inclinaison des lignes QM et SM sera celle

qu'il s'agit de mesurer.
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Pour le faire, on mènera, par le point 0, la ligne OU,

parallèle à QM , elle interceptera sur l'échelle des tan

gentes la quantité l\] qui représentera, en degrés et mi

nutes, l'angle que fait, avec l'axe de la Louche à feu,

la tangente à la trajectoire en M. Par le même point 0,

on mènera Ou parallèle à S0M, lu représentera l'angle

que fait le sol avec l'axe de la Louche à feu ; la différence

mU entre les deux angles représentera donc, en degrés et

minutes, l'angle de chute cherché.

Celle construction s'applique au tir des Laiteries de

côte.

Si la surface du terrain présentait plusieurs plans dif

féremment inclinés ou des ondulations, on tracerait le

profil de ce terrain à l'échelle des ordonnées rapportées

à l'axe prolongé OA de la Louche à feu, dans sa position

horizontale. Soit S0, S,, S, S le profil, on mènera

au point S une tangente au profil du terrain en ce point.

Cette ligne SS' coupera la verticale des tourillons en S', et

ce sera comme si rS' représentait la hauteur des tourillons

au-dessus du plan. Cela posé, par le point 0, on mènera

une parallèle OJ à celle' ligne, el la partie JU représentera

en degrés et minutes l'angle de chute cherché.

Les constructions et les mesures d'angles que nous

avons indiquées sont fondées, comme on l'a dit, sur ce

qu'on ne change pas les relations entre les tangentes des

inclinaisons, quand on change l'échelle des hauteurs.

300. Tracé des trajectoires moyennes d'après les résul

tats de l'expérience. On pourra tracer directement la tra

jectoire et sans en calculer les ordonnées, lorsque l'on

aura les portées moyennes oLservées pour un certain

nomhre d'inclinaisons ou de hausses différentes.

Pour cela, on tracera par rapport à l'axe de la Louche

à feu, cl comme on l'a dit (303), la longueur OD (Fig. 58)

el les deux demi-diamètres OU du bourrelet el DC de la
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plate-bande de culasse, aux échelles adoptées pour les or

données. On prendra OG d'une grandeur telle quelle soit,

avec la longueur véritable de la bouche à feu, dans le

rapport des échelles; puis GH égal à la différence réelle

des deux demi-diamètres OB et DC. On tracera BU, puis

l'échelle des hausses UN; cela fait, on prendra HN égal

à une hausse donnée; on tirera la ligne BN, on portera

Otn égal à la portée observée, et par le point m, on tra

cera une verticale ; celle-ci rencontrera en M la ligne BN

prolongée. Le point d'intersection M de ces lignes, don

nera un point de la trajectoire.

En opérant de la même manière pour d'autres dis

tances, on pourra tracer la trajectoire entière, et termi

ner comme précédemment. Ce procédé permettra aussi

de rectifier des résultats d'observations qui présenteraient

des irrégularités; telles seraient, par exemple, des ob

servations faites pour un assez grand nombre de hausses

différentes, mais répétées un trop petit nombre de fois

chacune.

On pourra compléter les données qui se rapportent au

tir de la bouche à feu, en calculant les vitesses du projec

tile aux diverses distances que l'on considère, et en les

portant sur les ordonnées correspondantes à une échelle

prise arbitrairement, mais assez grande, et en faisant pas

ser une courbe par ces points; l'ordonnée de cette courbe

à un point quelconque, donnera la vitesse du projectile

à la distance de la bouche à feu à ce point.

On opérera de même pour les durées du trajet.

06
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§ V.

Pointage, vitesses, formules et tables de tir relative»

au canons rayés.

Ce qui vienl d'être dit dans les paragraphes I, II, III

et IV se rapporte aux projectiles sphériques tirés dans les

canons à âmes lisses. Il y a quelques modifications à y ap

porter lorsqu'il s'agit de projectiles oblongs tirés dans des

canons rayés en hélice. Nous examinerons successivement

le pointage, les vitesses initiales, les formules et les tables

de tir.

307. Pointage. Le pointage doit être modifié pour

tenir compte de la dérivation constante vers la droite.

Nous avons reconnu que la dérivation latérale et la

dérivation verticale présentaient entre elles un rapport à

peu près constant. Si d'un autre côté la dérivation ver

ticale d'un projectile peut être représentée par un terme

proportionnel à l'abaissement dû à la pesanteur, il en

résultera que l'abaissement final, égal à la différence des

deux effets, sera proportionnel à la dérivation latérale;

soit i le rapport de ces deux quantités.

Si l'on détermine la hausse verticale correspondant à

une portée donnée, on verra que pour corriger la dériva

tion, il faudra pointer le canon, sur la gauche, de la quan

tité nécessaire pour ramener le projectile dans le plan

vertical du but; et, comme la dérivation est une fraction

t de l'abaissement total, la hausse latérale sera également

la fraction i de la hausse verticale. Il en sera de même

pour les diverses portées.

Pour corriger la dérivation latérale en même temps

qu'on relève le canon , il suffit donc d'incliner vers la

gauche l'instrument qui donne la hausse et de prendre

la fraction t pour tangente de l'inclinaison sur le plan
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vertical de projection perpendiculaire à l'axe des touril

lons supposé horizontal.

C'est ce qui a été mis en pratique, avec succès, pour les

canons rayés en France , et la fraction i a été égale à -^

pour le canon rayé de 4 et de ~ dans d'autres cas.

Mais, d'après ce qu'on a vu , la dérivation est plus ra

pide que celle qui résulte de la formule dont il est parlé;

il suit de là que la correction due à la hausse inclinée

ne sera suffisamment exacte que dans une partie de

l'étendue du tir et que l'on sera forcé , aux grandes dis

lances, de modifier la position du point de visée par un

petit mouvement latéral, ce qui est facilement obtenu.

308. Vitesses initiales. Les vitesses initiales des pro

jectiles oblongs tirés dans les canons rayés en hélice sont

en général plus faibles que celles que l'on peut obtenir

des projectiles sphériques dans les canons à âme lisse.

Les projectiles sphériques, en effet, roulant dans la

bouche à feu, n'éprouvent que la très-faible résistance qui

provient du contact de l'âme, on peut donc leur imprimer

une très-grande vitesse sans détériorer sensiblement la

bouche à feu ; dans les canons rayés, au contraire, l'hélice

inclinée présente un obstacle très-résistant qui force le

projectile à prendre un mouvement de rotation; par suite

de la limite de pression que peuvent supporter les mé

taux respectifs du projectile et du canon en contact, il faut

que la pression des gaz contre le projectile soit moins

grande que dans le tir à boulets roulants. Aussi, le rap

port du poids de la charge de poudre à celui du projectile

est-il moindre que la moitié de celui qui se rapporte aux

boulets sphériques ; mais il s'éloigne peu de celui qui est

en usage avec les obus.

Les vitesses des divers projectiles oblongs n'ont pas en

core été mesurées, et nous avons donné au paragraphe II

celles qui l'ont été. Cette vitesse diminue moins rapide
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ment, durant !e trajet dans l'air, que celle des projectiles

spliériques, comme on l'a fait voir (57). La vitesse de

rotation du projectile diminue encore moins rapidement

que la vitesse de Iranslalion.

309. Des divers genres de tir. Les canons rayés sont

employés spécialement pour le tir de plein-fouet. Les

projectiles possèdent dans ce cas, comparativement au til

des boulets spliériques, beaucoup plus de justesse ; ils

produisent des pénétrations plus considérables et des en

tonnoirs moins évasés ; comme ces projectiles frappent

toujours par la pointe, ils peuvent être munis d'un arli-

fice qui leur fait faire explosion en arrivant sur l'obstacle.

Mais lorsque le projectile oblong, la pointe en avant, ren

contre un obslacle qui présente une surface peu inclinée

au-dessus de l'horizon, il arrive que la partie antérieure

est arrêtée et que la partie postérieure continue à se

mouvoir; alors, le projectile oblong se redresse, glisse

sur l'obstacle, sous un angle plus ou moins élevé au-des

sus de l'horizon, et produit souvent un bond très-étendu.

En même temps , la résistance que présente l'obstacle

au mouvement de rotation produit sur le projectile une

pression dans le sens opposé au mouvement de rotation

de la partie en contact, c'est-à-dire de gauche à droite,

et le projectile, dans son ricochet, dévie en même temps

sur la droite d'une quantité souvent considérable, et par

fois de 60°.

Cette circonstance empêche qu'on puisse employer les

projectiles oblongs, comme les projectiles spliériques,

pour le tir parallèle au terrain ou pour le tir dit à ricochet

sur les longues faces d'ouvrages. Mais ces projectiles

peuvent être employés avec un grand avantage au tir

plongeant, à cause du peu de déviation qu'ils présentent

d'un coup à l'autre, même lorsqu'on les tire avec la faible

charge qu'exige la condition de plonger dans l'ouvrage
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à battre. On peut leur faire porter une assez grande quan

tité de poudre pour produire un grand effet d'explosion,

et cette explosion peut être réglée de manière à avoir lieu

au moment du choc.

310. Formules et tables de tir. — Tir de plein-fouet.

Le tir plongeant des projectiles oblongs des canons rayés

donne lieu à la solution de problèmes analogues à ceux

qui ont été résolus pour le tir des projectiles sphériques

(sect. IV). Ces solutions ne présenteront pas de difficul

tés, en général, lorsqu'on connaîtra la loi de la déri

vation.

En prenant, pour représenter la trajectoire des pro

jectiles oblongs tirés dans les canons rayés , l'hypothèse

d'une force dévialrice constante , comme la pesanteur

(art. 264, éq. 1), on aura, en conservant les notations

connues :

... r/ — q' x' ,

(1) y = j;tang<p — —~ — ^(x, V).

Cette équation ne diffère de celle de la trajectoire des

projectiles sphériques qu'en ce que g est remplacé par

g — g'; elle ne donnera donc lieu à aucune difficulté pour

la solution des divers problèmes sur le tir, pourvu que

l'on connaisse la valeur de g' qui se rapporte au projec

tile donné.

On peut suivre une seconde hypothèse, celle de l'assi

milation de la dérivation à celle que produit le vent; et,

en adoptant la forme la plus générale, c'est-à-dire en rem-

c x nx ...

plaçant c par - ou - par — , » étant une quantité a
n c c

déterminer par l'expérience, on aura pour l'équation do

la trajectoire

(2) y=xtangT-|—ub(x,V)-f--^-(l + \o)F— .
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Celte équation peut se mellre sous la forme

!/=..ang,-||l,,(,,V)-^^V„(l+V0)Fg

OU

(2') y = slang,-!^ [*<*' V) ~ Ï^T Vo(1 + Vo)FTe}

311 . Simplification. Sous celle forme, on voit que celle

équation ne diffère de l'équation de la trajectoire des

projectiles sphériques qu'en ce que la fonction ift>(x, V),

x , V,

de - et de V0 ou —, est remplacée par l'excès de cette

fonction sur V0(l -+. V0)F— qui est également fonc-

lyc 2c

x

tion de - et de V0. Cette quantité est donc une fonction

x nx

non-seulement de - et de V0, mais encore de F — ; on
c 2c

pourra par conséquent, pour la simplicité des formules,

(nx\

cl écrire

(3) Mx> V)_'i^v„(i+v.)FÏ£= *(«,v,r=),

el alors l'équation de lu trajectoire devient simplement

(4) j/ = xtang,-||l^(^V,Fg).

Cette simplification s'applique également à l'expression

de l'inclinaison. Kn effet, en reprenant celte expression

donnée (art. 265, éq. 7') pour le cas ou n= 1, el en y

substituant - a -, pour arriver au cas plus gênerai que
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nous considérons, elle devient

tangO = tangç- |?; [â(aj,V)-^V.(l +V„)P^].

gx

On remarquera que le facteur de -— est composé avec

a(x,X) et F— , comme le précédent (art. 310, éq. 2*)

Y12C

l'est avec i«>(a;,V) et F—; d'après cela, et par analogie,

on fera

(5) »(-,^)-.îgv.(i+v.)F'5-a(.,v,r5). '

Alors, l'expression de l'inclinaison de la trajectoire du

projectile oblong d'un canon rayé est

(6) tang8 = tang<p-|yg(x,V,F'g).

Cette simplification permettra de résoudre divers pro

blèmes sur le tir, par les mômes méthodes que pour les

projectiles sphériqucs; il y a exception pour ceux qui

comportaient l'emploi des tables spéciales XV, XVI, les

quelles ne se rapportent qu'au facteur t(J,(*,V) seul.

312. La position du but étant connue, déterminer, soit

la vitesse initiale, soit l'angle de projection. Considérons

d'abord le cas où le but n'est pas à hauteur de la bouche,

à feu. Soit a la distance horizontale du but et b sa hau

teur verticale au-dessus du point de départ : de ces deux

choses, la vitesse initiale et l'angle de projection, l'une

étant connue, déterminer l'autre.

Vitesse initiale. Puisque le projectile doit atteindre le

< . , g a1 / ,-,na\

but, on devra avoir o = aiang<p — -—ifUla, V, F—l ;
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b

divisant par a, et remplaçant - par lange, on aura

d'où l'on tirera

W V'J = 2,-(tanJltange)^(a'V'F^)-

On pourrait développer Tfi,(o, V, F— ) en fonction de

V0 et résoudre l'équation du deuxième degré en V0, de

la môme manière qu'on l'a déjà fait (92, éq. 7) pour les

projectiles sphériques; mais, il sera plus simple et suffi

samment exact de se servir d'une valeur approchée de V

ou de V0 pour calculer iMa, V, F — \ et de la porter

dans l'équation (8), pour trouver la valeur plus exacte

de V0 et par suite celle de V, sauf à se servir de cette

seconde valeur pour déterminer la vitesse par une nou

velle opération avec toute l'exactitude désirable.

Angle de projection. Si dans l'équation (7), connaissant

V, on veut se servir d'une valeur approchée de <p, on en

tirera langç — langs et de là o> avec assez d'exactitude;

au besoin on se servirait de cette valeur, considérée

comme approchée, pour déterminer une valeur définitive

de 9 qui présenterait alors toute l'exactitude désirable.

313. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par deux points donnés. Pour résoudre cette

question, on pourrait opérer comme il est indiqué pour

les projectiles sphériques (art. 94), et l'on arriverait à

une valeur explicite de 9 et de V qui présenterait une

très-grande complication. On peut arriver très-simple

ment à la forme des équations (14) et (15); pour cela,
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partir de deux valeurs approchées de V et de 9 pour caK

culer les valeurs de iib^V, F—) ; l'on aura alors deux

expressions analogues aux formules 14 et 15 de l'art. 94.

En effet, en remarquant que l'expression de l'ordonnée

d'un projectile oblong ne diffère de celle de l'ordonnée

d'un projectile sphérique qu'en ce que le facteur ili>(a:,V)

e6t remplacé par ils, (x, V, F—J, on arrive immédiate

ment à la solution. En désignant par a et b, l'abscisse

et l'ordonnée du premier point, par a' et b1 celles du se

cond point, et conservant les notations ordinaires, on

aura pour l'angle et la vitesse de projection

-*(«».rg)ï-..(*T.»3)»

(9) tang<p =

et

-*(<Y,rï)-.*(.,vfFÏg)

rf*(a',V,F^')-«*(a,V,Fg)

(i0) v''=f ,_V

a a'

314. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par un point donné sous une inclinaison dé

terminée. On opérera comme il est indiqué pour les pro

jectiles sphériques (art. 95) et l'on arrivera à deux expres

sions analogues aux deux équations 19 et 20, qu'on

résoudrait, par approximation, comme on vient de le dire;

mais, en remarquant que l'expression de l'inclinaison de

la trajectoire des projectiles oblongs ne diffère de celle

des projectiles sphériques qu'en ce que (art. 264, éq. 7*)

66
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on peut écrire immédiatement la valeur de tangcp et de V,

23(a, V,F'^1) tangs -•&(«, V, F^) tangO

(H) tang? = ■ '

et

(12) V,' = ^
tange — tang8

315. Solution des divers problèmes lorsque le but est à

hauteur de la bouche à feu. Si le but est à hauteur de la

bouche à feu : de ces trois choses, la portée, la vitesse

et l'angle de projection, deux étant connues, déterminer

la troisième.

Désignant la portée par X et faisant y = 0 dans l'équa

tion (1); divisant ensuite par X, on aura

(13) 2fcsin2? = X.Tfi,(x,V,F^).

Vitesse initiale. On pourrait développer ifi,(X,V, F-^-)

x v

en fonction de - et de - = V0, et, résolvant l'équation
c r

du deuxième degré en V0, on en tirerait la valeur de V0,

puis celle de V. Mais on évitera la complication que présen

terait celte solution, en prenant pour V une valeur appro-

chée, s'en servant pour calculer V0 = —' et de là déter-
r

minant 2A ou —, puis V,

9
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Angle de projection. La même équation donnera pour

valeur de sin2<p,

(15) sin2T = ^1)5,(x,V,Fg),

el au moyen d'une valeur approchée <p on déterminera

iiï,(X,V, F— ); par ce moyen, on aura une valeur assez

exacte de sin2<? et par suite de 9.

Portée. La même équation (9) donne

(l6) x= 2fesin2%

lfl>(w£)

Au moyen d'une valeur approchée de X on déterminera

- et F— et par suite le terme du dénominateur; de là,

c 2c

on retirera une première valeur approchée, qui pourra

servir, s'il en est besoin, à trouver une seconde valeur

de X qu'on prendra pour la valeur définitive.

316. Tables de tir. Dans la construction des tables de

lir pour les canons rayés, il y a, comparativement à celles

des canons lisses, à ajouter une table des dérivations dont

on devra tenir compte avec soin. Les tables du tir plon

geant seront souvent employées à cause de la grande jus

tesse qu'on peut obtenir de ce tir. On pourra particulière

ment dresser ces tables d'après un tracé des trajectoires

moyennes ; ce tracé est plus facile à exécuter d'après l'ex

périence, à cause des moindres déviations des projectiles

d'une part, et à cause de l'incertitude que peuvent laisser

les formules de dérivations de l'autre; mais il faudrait

avoir des trajectoires aux diverses vitesses.

Eu résumé, la solution des problèmes qu'offrira le tir

des canons rayés ne présente pas de grandes difficultés ;
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elle exige seulement, pour chaque sorte de projectiles, la

détermination des coefficients qui déterminent la loi des

dérivations.

ADDITION A L'ARTICLE 81.

Deuxième application. Déterminer la trajectoire d'une bombe

de 0m27., projetée sous l'angle de 43°, avec une vitesse initiale

del30=>=M.

Conservant les données adoptées A = 0.027, - = 0.0023.

g = 9-809. on aura V = 130»î»l . <p = 45°. c = 1655m ; con

sidérant successivement les arcs de 45° à 30°. de 30° à — 30°.

de — 30° à — 45° et de — 45° à — 55°, on aura les résultats

renfermés dans le tableau ci-après :

Incli

naison

de la

trajec

toire

45'

30»

— 30"

— 45'

— 65»

—45*

— 54*27'

Rapport

1,2772

1,0531

1,2772

1,5750

Projection

de l'arc

hori

zontale

x,

m

319,30

586,84

161,59

140,22

132,19

verticale

m

249,50

24,62

— 126,57

— 169,43

— 147.55

Durée

du

trajet

t.

3,53

8,10

2,67

9,33

Vitesse

du

projec

tile

m:s

130,1

91,4

73,5

83,6

83,6

97,50

Coordonnées

du

projectile

0,00

312,30

899,14

1060,73

1200,95

1060,73

1192,82

m

0,00

249,50

274,19

147,55

—21,88

147,55

0,00

Durée

du

trajet

t.

m

0,00

3,53

11,93

14,60

14,60

16.93

D'après ces résultats, au point de chute sur le plan horizontal,

on a X = 1192m82. t> = 97* : s^o, o = 54°27', f = 16*93.

En considérant la trajectoire sans divisions partielles ; prenant

a = 1.14777, correspondant à l'arc de -+-45° à — 45°, on

trouve, pour le point de chute. X = 1198m3, i> = 98m:s10.

8= 54° 25', t= 16591. Les différences ne sont ainsi que de

5m5 sur la portée ou ^ de l'étendue du jet. 0»:s6 sur la vi

tesse, 0°2' sur l'angle de chute. 0"2 sur la durée; ces diffé

rences sont toutes très-faibles.



RÉSUMÉ
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FORMULES DE BALISTIQUE.

En donnant ici un résumé des formules de balistique,

on a pour but d'en faire saisir l'ensemble et d'en rendre

les applications plus faciles ; joint aux tables numériques

qui le suivent, il facilitera la solution des principales ques

tions qu'on peut avoir à résoudre et fera l'office d'un aide-

mémoire. Les numéros qui y sont insérés, sont ceux des

articles du Traité ou des tables.

Dans tout ce qui suivra, on suppose que le mètre est

pris pour unité de mesures linéaires, le kilogramme pour

unité de poids; par conséquent, la densité sera repré

sentée par le poids en kilogrammes du mètre cube de la

matière dont il s'agit. La seconde sexagésimale est prise

pour unité de temps, et les vitesses sont exprimées en

mètres parcourus dans une seconde. Les angles sont ex

primés en degrés nonagésimaux. La table 1 donne les

sinus, cosinus, tangentes naturels des angles, avec le degré

d'approximation dont on peut avoir besoin dans les appli

cations. La table II, qui est placée à la suite de la table III,

permet de passer facilement du sinus du double d'un angle
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au double de la tangente de cet angle, ce qui sert pour le

calcul des hausses. La table VII donnera les logarithmes

hyperboliques, dont on a besoin dans plusieurs cas.

SECTION I.

Mouvement des projectiles dans le vide.

3. Les formules du mouvement dans le vide s'éloignent

d'autant moins de la vérité, que la vitesse du projectile

est moins considérable, que son calibre et sa densité sont

plus grands. Appliquées au tir des bombes, aux distances

ordinaires, elles donnent la solution de tous les problèmes,

très-simplement et avec une approximation qui peut sou

vent suffire. Elles sont plus particulièrement approchées

dans le cas du tir du globe du mortier éprouvelte.

4. Définitions. V est la vitesse initiale du projectile, h

la hauteur due à cette vitesse, g la pesanteur ou la vitesse

acquise après une seconde par un corps tombant dans le

vide. On a V'= Igh (voyez table III, la relation de h à V).

En France, la valeur moyenne de g est g = 9m809 (202).

Soit encore cp l'angle de projection au-dessus du plan

horizontal, se et y les coordonnées horizontales et ver

ticales d'un point quelconque m de la trajectoire, v la

vitesse du projectile en ce point, 8 l'inclinaison de la tan

gente, t le temps écoulé depuis l'origine du mouvement;

on a les relations suivantes :

5. Equation de la trajectoire.

x'

(3) y = a;tang?

4/t eos' ?

7, 8. Amplitude du jet X sur un plan horizontal et hau

teur Y.

(4) X = '2/isin2?; Y = fcsin'<j>.
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10. Angle de plus grande portée. Il a lieu sous 45»,

alors X = 2A; Y = {h, V = VgT. Sous les angles de

projection également éloignés de 45°, les portées sont

égales (9).

13. Vitesse du projectile en un point quelconque de sa

trajectoire, v = y/% {h __ y) . le minimum Mt au som_

met et égal à Vcos<p.

14. Inclinaison de la trajectoire.

(5) tangS = tanpp —
x

2/i cos'ip

15. Durée du mouvement, t = .

Vcos»

Durée totale (6). T = ï£ï = [/™2&; sous 45»,

ï5 ï5

T. = K n- En général, T = T,\/langà.

2^

16, 17. La position du but étant donnée, trouver, soit

la vitesse initiale, soit l'angle de projection. Nommons a

et b les distances horizontale et verticale du point, et t

l'angle d'élévation du but, faisons tange = -; on aura

<?> * = v=4-*.S. v=l/p^"4sin(ip — tj'cosç' K 2sin(<p — O'cosç'

(9) tangv = H(A:fc|/ft(fc_6)_!L").

21. Fttewe c/ anofe de projection d'un projectile qui

doit passeï' par deux points donnés, a et b sont les dis

tances horizontale et verticale du premier point; a' et
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b' celles du second; on aura

b b

a! a -7

tang? = i

a a'. V = J_ /Pa' — a

a' — a ' cosçi/2 6_^'

* a a'

22. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit arriver à un point déterminé sous une inclinaison

donnée avec l'horizontale, a et 6 étant les coordonnées du

b

point donné et 9 l'angle d'inclinaison; faisant tangs = -,

on aura

tangç = 2tangt — tangç; V = y9
cosqpK 2tange — tangO

SECTION II.

Résistance de l'air.

30. Lorsque la vitesse d'un corps dans l'air est faible,

qu'elle ne dépasse pas 8 à 10m par seconde, la résistance

de l'air est sensiblement proportionnelle à la densité du

fluide, à la superficie S de la projection du corps sur un

plan perpendiculaire à la direction du mouvement, et au

carré de la vitesse V du mobile ; de sorte que <T étant le

poids du mètre cube du fluide, g la pesanteur (202), et

k un coefficient constant pour un même solide ou pour

des solides semblables, la résistance p, en kilogrammes,

a pour expression dans le mouvement uniforme et recti-

ligne,

,p=—-— = kZSh.

2gr

31. Dans le mouvement varié, la masse de la poupe
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fluide qui accompagne le corps, agit comme si elle était

ajoutée à celle de ce corps ; elle est négligeable relative

ment à celle des projectiles en fonte de fer.

■40. Pour un plan mince des dimensions des projectiles

et dans le mouvement rectiligne, on aurait, d'après M. Pon-

celet, /► = 1,30, lorsque le corps est en mouvement et le

fluide en repos.

42. La valeur de k varie avec la forme antérieure du

corps, avec sa forme postérieure et avec sa longueur.

43. Pour des sphères animées de vitesses qui ne dé

passent pas 8 à 9m dans l'air, à la densité ordinaire, on

a k = 0,54.

52 à 55. Lois de la résistance de l'air sur des projec

tiles animés de grandes vitesses. La résistance de l'air

croit plus rapidement que le carré de la vitesse; on en

représente assez exactement la loi, en ajoutant un terme

proportionnel au cube de la vitesse, ce qui lui donne

pour expression p = AtRVM +-)■

D'après les expériences de Metz, sur des boulets de

0m12 à 0m15 de diamètre, et les expériences de Hutlon,en

Angleterre, la densité moyenne de l'air étant 1,2083, en

nommant R le rayon du projectile, on aurait A = 0,0270

i
et - = 0,0023, ou r = 435m:s, et par conséquent

P = 0,0270«rR' v* (1 -+- 0,002.1 v) , -

on

P = 0,02704rRv(l + ^).

Avec les projectiles oblongs tirés dans les canons rayés,

au lieu de A = 0,0270, on aura (57) A = 0,018, pour

les projectiles terminés par un plan, et A = 0,020, pour

les balles creuses à la partie postérieure.

67
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56. Limite des vitesses que les projectiles peuvent acqué

rir par l'effet de leur chute dans l'air. Celte vitesse étant

1 ?. tw 1 p 2RD

v, en faisant — = - A^R , ou c = ——-—-, et c = - —- ,
2c P ' ^AwR1' 3srA

pour les projectiles sphcriques seulement, on aura

(8) „'(l + I!) = 2gc,

d'où l'on retirera v.

58. Densité de l'air. La hauteur de la colonne de mer

cure qui fait équilibre à la pression de l'atmosphère, étant

H, la température en degrés centigrades t, le degré de

saturation, par rapport à l'état de saturation complète s,

on aura

. a c*™ H 1— 0,0025295s _
;==^29&1-ô,7ë5-(Ô^Ô375+ 0,00042fo)t <*<*-****»■

La valeur de s peut être obtenue par divers procédés. Si

l'on suppose s = -j, on a la formule donnée par Laplace :

8 = 1,2991 ■ °'"8735

'0,760*1 +0,0040 1'

SECTION III.

Mouvement des projectiles dans l'air son* des angles

de projection quelconques.

60. Soit V et t la vitesse initiale et l'angle de pro

jection, Vl = Vcosf la composante horizontale de celte

vitesse, et k la hauteur due à la vitesse V, g élant la pe

santeur, V' — 2gr/j, P le poids du projectile supposé sphé-

rique, D sa densité, x el y l'abscisse et l'ordonnée d'un

point quelconque de la trajectoire, 0 l'inclinaison de la

trajectoire en ce point, t le temps écoulé.
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La résistance de l'air étant p = ArR'Wl -4- -), on fera

- = AtR' -. (Voir table VI, les valeurs de c et de -, pour

les projectiles en usage.)

63, 64, 65. Equation finie d'un arc de trajectoire. Un

arc quelconque de la trajectoire, commençant sous un

angle a et se terminant sous un angle 9, le rapport de

l'arc à sa projection étant a. (Voyez table V, les rapports

pour des arcs de parabole osculatrice) ; prenez la valeur

de - (Voyez table VI), calculez — = z et — = V0. avec

o ' c r

quatre décimales pour les calculs très-exacts, et avec trois

décimales dans d'autres cas.

e» — 4 cz — ' 1

Représentons en général par F'(z), et 2

par F(z) (Tables VII, VIII, IX); « = 2,718281828* on

fait

(1 + Vo)'F«- 2Vo(l +Vo)F| + Vo' = «,(*, V),

(1 + \o)'F'z - 2V„(1 + VU)F'Z- + Vo' = 3(x, V)

(Tables X et Xll) ;

(i+\o)F'Z--X0 = (Q{x,X),

(* + Vo)e| — Vo = X)(x, V) (Tables XI et XIII).

L'équation d'un arc de la trajectoire compris entre les

deux limites qui déterminent * (Table V), sera

(7) j,«*taiig»-~~ftOr,V),

ou

y = xtang? — | .—^(x, V) ;
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l'inclinaison en un point quelconque, dont l'abscisse est

x, sera

(8) tange = tangç-^-^3(a;,V) = tangi!-|^g(x,V);

la durée t du tr.ijet et la vitesse v du projectile seront :

ce V COS V

<") '-W**^ (13) v = ^7vT-^

Ces expressions ne diffèrent de celles qu'on aurait dans

le vide, que par les fonctions représentées par les carac

téristiques ift>, 3 et <©, V).

77. Choix des points de division d'une trajectoire en

plusieurs arcs. Lorsqu'on veut déterminer avec beaucoup

de précision une trajectoire étendue, on la divise en plu

sieurs arcs partiels. Les différences des inclinaisons aux

points de division doivent être prises d'autant moins

grandes, que ces points s'éloignent plus du sommet. On

obtiendra déjà une grande exactitude, en embrassant les

arcs de 0° à 30°, de 30° à 45°, de 4-5° à 55°, de 55° à 60°.

Pour déterminer, dans celte hypothèse, une trajectoire

commençant sous l'angle de projection ?> = •45°, on dé

terminera le rapport * pour l'arc de 45° à 30°, au moyen

des valeurs de 2(?) (Table V, lrc partie), par la formule

£(45o)_£(30o)

a! = —-, ou on la prendra toute calculée
tang45°— tang30> '

dans la troisième partie de la même table; on aura alors,

de 4-5° à 30°, <*' = 1 ,2772 ; de 30° à 0° ou de 30° à — 30°,

*" = 1 ,0531 , de — 30° à — 45°, *"' = *'.

Soit 2R le diamètre du projectile (en mètres), P son

poids (en kilogrammes), V sa vitesse initiale, l'air ayant

i
la densité ordinaire, on calculera c et -. (S'il s'agit do

c

projectiles ordinaires, on prendra dans la table VI, les
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valeurs de c ou de -); on calculera aussi V, = Vcosp,
c>

«V V,2

V0 = —: ; de même h, = Acos'? = — (à prendre direc-

r 2gr

tement dans la table III, au moyen de la valeur de V,).

78, 79. La projection aJ de l'arc limité aux inclinai

sons p et ô (pour l'exemple <p = 45°, 9 — 30°), sera dé

terminée par l'équation

(1) — 3(a:,V) = (tangç— tangO)—%hcos*<p =p.

C c

On trouvera la valeur de — , au moyen de la valeur p

du second membre, et de la lable XIV, pour la valeur

donnée de V0 = —'■; connaissant la valeur de —, on la
»• c

c

multipliera par - et on aura si.
a

Ayant déterminé l'abscisse od, on aura la projection

horizontale de la vitesse à la fin de l'arc, et la durée t'

du trajet, par les formules

L'ordonnée y' de l'extrémité de l'arc sera donnée par

l'équation

»/ = atangf — | .—^(a^V).

On opérera de même pour les autres arcs, on obtiendra

ainsi n», y\ t" et V,"; puis, xJ", y1", f et V,'", etc.

La portée totale sera donc a/ -f- oé' + od", l'élévation du

dernier point y' + y» + ymf ]a durée totale l' + f' + t'",
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\

et la vitesse à l'extrémité du troisième arc sera V,'"— ;

cos8

ici 8 = 45°.

81. Trajectoire des bombes aux dislances ordinaires.

Dans le cas du tir des bombes, aux distances ordinaires,

la trajectoire peut être considérée comme un seul arc.

La solution des divers problèmes est alors très-facile.

82. Portées. La portée x sur un plan horizontal à une

hauteur b au-dessus de la bouche du mortier est donnée

par l'équation

C ax C1 fax\'

-tangq> — — — ilS,(a:,V) = 6,

dans laquelle — est l'inconnue; il y aura deux solutions,

mais on ne prendra que la valeur positive. La valeur de

a. se déduira de l'angle de projection ? seul.

83. Si le point de chute doit être sur le plan horizon

tal, la valeur de — sera donnée par l'équation

c

oc£C oc

—lfbto V) = 2/i -sin2!P = ».

c c

OCX

La table XV donne les produits tout formés de — ife(a;, V);

.... «X c

on multipliera — par - pour avoir x.
C et

84. Vitesse initiale d'un projectile qui doit avoir une

portée déterminée X sur un plan horizontal. On l'obtient

très-simplement au moyen de l'équation

■*l-=;i/-
<Lf„ v\ r r '2

et au moyen de la table XVI.
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8G. Projectile qui doit passer par un point donné. —

Vitesse initiale. Soit ? l'angle de projection, a la distance

b

horizontale du but, b sa hauteur et - = lange, on aura

= V;
Vo ai/ ag

•^(a.V) r 2(tang? — tangt)'

el l'on opérera comme on l'a dit (84).

88. Angle de projection. Soit V la vitesse initiale, on

cherchera une valeur approchée de 9; on s'en servira

a*V ctx

pour calculer *, —'- et — ; de là, *(a. V) et faisant
r c

h, = , on résoudra l'équation du deuxième degré.
*(a,V)' 4 ë

(H) tang?= ? ( h, ± Vh,{h,- b) —j y

La recherche de chacune des deux valeurs doit être

distincte à cause des valeurs différentes de a..

Si le but est à hauleur de la bouche à feu, on aura

simplement

x
(12) sin2? = — aft,(a;,V).

89. Angle et vitesse de chute, durée du trajet.

tang9 = tang .p - gf^^3(a;, V),

Vcos<p X . .

©(a^V^cosO' Vcosv
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SECTION IV.

Mouvement des projectiles sous les petits nngles

de projection.

91 . Simplifications. Les formules de la section 111 sont

applicables au cas du tir sous les petits angles en y faisant

a égal à l'unité; elles se simplifient beaucoup et donnent

la solution de plusieurs problèmes qui ne se rencontrent

pas dans le tir sous les grands angles; elles sont appli

cables jusque sous les angles de 15° à 16° au-dessus de

l'horizon que permettent le tir des canons et des obusiers

et sous ceux que comportent les mortiers dans le cas par

ticulier du tir plongeant.

92. Solution des divers problèmes, lorsque le but n'est

pas à hauteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale, a et 6

étant la dislance et la hauteur du but, faisant - = tange;

la solution la plus simple est donnée par la résolution, au

moyen de la table XVI, de l'équation

Vu _ i ■ / ga

(9) * Vafj,(«,V) ~~ ~r 2(tang^tanje) = q~

93. Angle de projection. Cet angle sera donné par la

plus petite valeur de l'équation (10) ci-après, dans laquelle

lfh(*,V)

(-10) tàng<? = \[h'— y h'(h'—b)—^Y

On aurait une valeur plus simple, mais un peu moins

approchée, et partant de la valeur de V au lieu de Vcos?
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dans la valeur de ifi>(a:,V), et au moyen de l'équation

tang<p = tang. + !|;1|b(o,V).

94. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par deux points donnés. Soient a et b les dis

tances horizontale et verticale du premier point, a' et b'

celles du second, on prendra des valeurs approchées de V

et de (f pour déterminer ifc(a,V), ifï,(a',V), et l'on aura

a'iA,(a',"V)- — aift,(a,"V)^

(14) tangq> =

(15) V =~

cos

a'ift,(«',V) — oifi,(o,V) '

1 /sra'i(b(a',V) — aift,(a,V)

V W 2 b _ 6'

(Voir au texte la solution rigoureuse.)

95. Vitesse et angle de projection d'un projectile qui

doit passer par un point donné, sous une inclinaison dé

terminée. Soient a et b les dislances horizontale et verti

cale du point et 9 l'angle d'inclinaison, on prendra des

valeurs approchées de V et de ? pour déterminer afb(a, V)

et 3(a,V), et l'on aura

(191 tam/0 - 23(a' V)tang* - -ifefo, V)tan60

' ë 23(a,V)-aft,(a,V)

puis

(20) V = -±- \A»«^ft>V>-^<^.

cos<p " 2tf tangt — tang6

(Voir au texte la solution rigoureuse.)

97. Solution des divers problèmes, lorsque le but est à

hauteur de la bouche à feu. — Vitesse initiale. Ayant la

68
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portée X et l'angle de projection ?, on aura la valeur de

Vo au moyen de la table XVI et de l'équation

V0 ii / gX

(21) = -1/ —£ = </.

98. Angle de projection. Ayant la portée X et la vitesse

initiale V, on aura l'angle de projection ? en prenant sim

plement pour V, la valeur de V, ou en substituant à <t une

valeur approchée dans Vcos?, et au moyen de l'équation

(26) sii^^tibOr.V).

99. Portée. Ayant l'angle de projection <t et la vitesse

initiale V, on aura la portée X à l'aide de la table XV et

au moyen de l'équation

(27) . -ift,(x, V) = =p.

e go

100. Angle de chute sur un plan horizontal. Il est donné

indépendamment de l'angle de projection par l'équation

-tango = M[23(X,V)-^(X,V)]-

Il est toujours plus grand que l'angle de projection (101 ).

102. Inclinaison, durée, vitesse. Dans chacun des pro

blèmes ces quantités sont données par les formules

tang8=tang,-§^3(a,V))

o , „ V cos?
* = - ift,(a,V) et vz=—,—— . -.

Vcos<? v ' ' t)(a,V) cos6

103. Dans le tir habituel des canons et des obusiers,
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l'angle de projection, rapporté à la ligne qui va de la

bouche à feu au but, est sensiblement indépendant de l'élé

vation de ce point. L'angle d'élévalion du but étant t et

l'angle de projection <p, l'angle de projection relatif au

but sera t — i = 9 , et l'on aura

tang<?, = —ifi, (a, V).

'104. Mouvement des projectiles, abstraction faite de la

pesanteur. Alors le mouvement est en ligne droite.

Quand un projectile passe de la vitesse V à la vitesse v,

la longueur du trajet étant x, on a les relations ci-après :

v(i + 2)

(35) x = 2c\og.

(36) < = 2c( --?--log

1 1 1. v(1+;)'

(37) 2c =

\ 1 1, v^ r

v-v-;log7-i

La caractéristique log indique des logarithmes népé

riens, table VII.

109 à 114. Circonstances dans lesquelles on peut regar

der la résistance de l'air comme proportionnelle au carré

de la vitesse. — Simplifications.
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SECTION V.

Mouvement dea projectiles, en supposant la résistance

de l'air proportionnelle au carré de la

vitesse du mobile.

(Voir au texte 115 à 450 et se reporter de préférence

aux sections III et IV, pour les applications ordinaires.)

SECTION VI.

Tracé des trajectoires et solution graphique de divers

problèmes de balistique.

(Voir au texte, comme il suit.)

151 à 155. Tracé des trajectoires des bombes. — 156

à 159. Tracé des trajectoires sous de petits angles de pro

jection. — 159. Inclinaison. — 160. Durée, vitesse. —

162 à 170. Solution graphique de divers problèmes.

SECTION VII.

Lois de la pénétration des projectiles dans les milieux

résistants.

175. Soit 2R le diamètre d'un projectile sphérique, D

sa densilé, V sa vitesse à l'instant où il commence à pé

nétrer dans le milieu pénétrable, v sa vitesse à un instant

quelconque de la pénétration, * et jS deux coefficients dé

terminés par l'expérience, pour chaque milieu résistant,

f la résistance que le mobile éprouve à chaque instant,

E la profondeur de la pénétration totale et T la durée de

celle pénétration, on aura

.-•«-.(! + «-.); E = ^.log(l + aV.).

Avec les boulets de fonte, on à moyennement D=7032.
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,nn n , • 7032.2,3026 550,2 fi 1

176. En faisant ——^ ou —- = K et - = -,
3g. p fi a u"

on aura, pour les boulets,

E = K.2R.Log[i+(^)'];

pour un obus de même diamètre, animé de la même vi

tesse, mais dont le poids serait P, ou la densité D,, on

aurait

P D

E, = E£ ou E, = eÇ.

Les pénétrations croissent proportionnellement au pro

duit des calibres par les densités. Quand les vitesses ini

tiales sont faibles, les profondeurs de pénétration crois

sent sensiblement comme le carré de ces vitesses; dans

les autres cas, elles croissent moins rapidement.

177. Pénétration des projectiles oblongs dans les mi

lieux résistants. En admettant que la résistance à la péné

tration des projectiles oblongs n'est que les deux tiers

de celle que présente ces projectiles sphériques de même

diamètre, on aurait pour la pénétration totale

E-=^-2'3026LoKi+!V1)-

178. Détermination des coefficients. Pour déterminer

les coefficients, il faut connaître les pénétrations pour

deux vitesses différentes résultant chacune d'un assez

grand nombre de coups. Soit V et V les vitesses, E, E'

les pénétrations correspondantes; au moyen de l'équation

;^L°g(i + agv');

Log(i+^V")'
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et de plusieurs essais successifs, on déterminera - ou — ,

on aura ensuite (2 au moyen de l'équation

RD

SfE

,=|.^2l3026Log(l + -PV"),

et de là,

K = 500^2

180 à 182. Valeurs de K et de u pour les principaux

milieux résistants.

183. Forme du vide, r étant le rayon de l'entonnoir

à une distance e, et i la base des logarithmes hyperbo

liques, on a

r=R(l+;V')2X< P .

184. Durée de la pénétration.

arc tang ( - )

T —f± .. fLes log. sont hyperboliques (Tab. VII).]

Pour calculer arc tang-, on cherchera l'angle dont la

tangente est - (Table I) ; cet angle étant représenté par

un nombre a de degrés nonagésimaux, la valeur de l'arc

a

sera ^3,1416.

On a aussi, sans qu'il soit nécessaire de connaître la

profondeur de pénétration, pour les boulets de fonte,

K 2R v
T = -. arc tang-.

u 4,1513 6«
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Pour les obus, on devra multiplier cette durée par le

rapport direct des poids ou des densités.

SECTION VIII.

Vitesse des projectiles.

200. Mesure des vitesses au moyen du pendule balis

tique. Soit P le poids du pendule, b celui du projectile,

V sa vitesse au moment où il frappe le pendule, i la dis

lance du point frappé à l'arête inférieure des couteaux,

D la distance du centre de gravité à cette même arête,

K la longueur du pendule simple synchrone, <* l'angle de

recul du pendule par l'effet du projectile, et g la pesan

teur, on aura

Si l'amplitude du mouvement du pendule était mesurée

par la grandeur C de la corde, sur un arc d'un rayon R,

on substituerait - à 2sin ' <*.

R

201. Si, dans une seconde expérience, le poids de la

matière dont on remplit le récepteur balistique, est aug

menté d'un poids p et que le poids b du boulet dépasse

le poids normal 6, de la quantité b1, de façon qu'on ail

b = b, + V, on aura

<3) t> = £[l + yQ> + &')]sini«x,

dans laquelle j8 et y, calculées une fois pour toutes les

expériences, sont :

/3 = 2V(PDK + &,*") (PD+ 6,%,

_ i ( «' . « \

7 2lpDK-T-&,a'"1~PD-f-6,a/'
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en représentant par a la dislance à l'axe des couteaux de

l'axe du récepteur autour duquel le poids p est supposé

également réparti.

202. La valeur de K s'obtient au moyen de la durée T

d'une, oscillation du pendule, par la formule connue

T'

K = g-.

La durée T doit être mesurée avec beaucoup de soins,

d'après une moyenne d'au moins 300 oscillations; on a

* = 3,141 59.

En nommant a, la latitude d'un lieu, et r le rayon

moyen du méridien égal à 6366200, on aura, comme

on sait,

9«>80570(1 — 0,002588cos2X)

"= ^ï '
Voyez le tableau calculé des valeurs de g; sa valeur

moyenne en France est g = 9m809.

193. On obtient D, en faisant la somme des moments

statiques des diverses parties du pendule, et en la divi

sant par la somme des poids; on obtient aussi PD, en

pesant le pendule sous une inclinaison a, par un point

situé à une distance a des couteaux. Si Q est le poids

qui fait équilibre, on aura

Bina

209. Les vitesses étant toujours mesurées à une cer

taine distance x du pendule, elles doivent être ramenées

à ce qu'elles seraient à la bouche à feu, et pour cela, on

doit les augmenter de la quantité

£(«+;)*'
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Dans celte expression, c et r ont les significations déjà

données plus haut.

210. Vitesse de recul des canons. Soit P le poids du

pendule à canon monté, p le poids du canon seul, a' la

distance de l'axe de rotation à l'axe de la bouche à feu,

D' la distance du centre de gravité du pendule au même

axe de rotation, K' la longueur du pendule synchrone,

«' l'angle de recul du pendule, g la pesanteur et M'= — .

g

La quantité de mouvement du recul sera

M'TV

=£V,K'.M,,i..

Si la masse M' du pendule était assujettie à se mouvoir

parallèlement à elle-même, sa vitesse V' serait

\' = -ygKJ.2smW.
a' *

Si la bouche à feu eût été seule, sa vitesse eût été

pi jy

-,.-VflrK'.2sin±«'.

p' a'

La vitesse que devrait avoir le boulet du poids b, pour

posséder la même quantité de mouvement, serait

pi jy

j.-ygK!.<lsm{°t.

Dans ces expressions, si le recul était mesuré par la

C
corde C, sur un arc de rayon R', on substituerait —

R'

à 2sin^<t'.

212 à 215. Application de l'électricité à la mesure des

rifesses.

(iO
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SECTION IX.

Déviations des projectiles.

216 à 219. La trajectoire moyenne d'un projectile,

c'est-à-dire la trajectoire déterminée par les moyennes

des hauteurs d'un grand nombre de projectiles tirés dans

les mêmes circonstances et mesurées à diverses distances,

peut être représentée avec une grande exactitude, en dé

terminant la vitesse et l'angle de projection qui la font

passer par deux des points observés ; mais alors, l'angle

de projection diffère un peu de l'inclinaison de la bouche

à feu ; il est généralement plus grand, et la vitesse initiale

déduite diffère aussi un peu de la vitesse initiale réelle,

telle qu'on l'obtiendrait au moyen du pendule balistique.

Pour faire concorder la vitesse calculée avec la vitesse

réelle, il y a, dans la plupart des cas, nécessité d'intro

duire l'action d'une certaine force verticale, dont le sens

est ordinairement celui de la pesanteur.

220. Si l'on connaît la vitesse initiale V, on aura la

force dévialrice g' à ajouter à la pesanteur, et l'angle de

projection ç, par les formules suivantes, dans lesquelles

a et 6, a' et b' sont les coordonnées moyennes observées

de deux points de la trajectoire :

- a'oft, (a', V) — -- a aft, (a, V)

et

ou

,a"^- «W,v)
« — a'■»)!)(«, V) '

6 h'

9 + ï _ .,

2 '

2

a â7

Vafi,(a'. V)--fl1R,(a,V)'

b>

*

9 + 9'

langî

~7 v,2

ifc(a',V) a>
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Pour la valeur de e qui entre dans V, , on prendra l'in

clinaison connue, d'une manière assez approchée, par

l'inclinaison de la bouche à feu. L'excès de <p sur celte

inclinaison indiquera le relèvement au départ; il faut en

tenir compte dans les formules qui représentent la tra

jectoire moyenne des projectiles tirés dans des circons

tances semblables.

232. Dérivation due au vent. Soit V et ? la vitesse

et l'angle de projection, W la vitesse du vent, a l'angle

que fait la direction d'où vient le vent, supposée hori

zontale, avec la ligne qui va au but, x la distance que

l'on considère, et a la dérivation qu'a éprouvée le pro

jectile,

Dans le tir sous de petits angles de projection, la déri

vation dans le sens du vent sera

W x' W x

A =*-[(£>(*, V)_1]=-T(i+V.)F-.

La dérivation latérale sera Asina, la dérivation dans

le sens du tir sera acos». (Voir le tableau relatif aux

projectiles en usage.)

256. Variation dans les hauteurs et dans les portées,

due à la variation de la densité de l'air. Connaissant la

valeur de -, connaissant aussi le rapport de l'accroisse-

c

ment de la densité de l'air à cette densité elle-même, on

aura le rapport de l'accroissement de - à cette quantité.

Dans les tables X et XI, on prendra, pour les valeurs

données de V0 et de -, l'accroissement de i&(x,V), pro-

c

porlionnellement à celui de -; on aura ainsi Aiit>(a;, V) ;

c

la variation qui en résultera dans la hauteur de la trajec
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loire, exprimée par un signe contraire à la variation dans

la densité, sera

X'-A*(x,V).

4/l cos*?

La variation dans les portées sera

*(j,v)— 2a(*,v)

257 à 262. On représente le mouvement réel des pro

jectiles et les déviations, particulièrement sous les petits

angles de projection, en considérant la courbe que décrit

le projectile en vertu de la pesanteur et de la résistance

tangentielle de l'air, comme une trajectoire normale ; on

la réduit à sa projection horizontale, puis, on y rapporte,

à une échelle plus grande, les déviations observées ou

calculées. On peut les projeter en direction et en gran

deur, sur un plan supposé rester perpendiculaire à la

projection horizontale de l'axe de la bouche à feu.

264. Equation de la trajectoire des boulets oblongs. —

La force dévialrice étant comparée à la pesanteur. Si $

est cette force accélératrice, en sens opposé à la pesan

teur, l'équation de la projection verticale de la trajec

toire sera

L'ordonnée horizontale de la trajectoire, ou la dériva-

lion latérale, sera, en nommant <f la force dévialrice

horizontale,

11' x-
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L'inclinaison ô, relativement au plan horizontal, sera

(3) tange = tang* _^LZ£2f3(x> V).

La vitesse et la durée du trajet seront

265. Equation de la trajectoire des boulets oblongs. —

La force déviatrice étant comparée à celle du vent. Soit W

la vitesse supposée du vent agissant verticalement et W

celle du vent qui agirait horizontalement (généralement

de gauche à droite) pour produire la dérivation horizon

tale z, on aura

(5*) y = xtang»-|^ [*(,,y)_gv.(l + V„)FÎ],

X* W r

<6> —C^+^'t

266. Formules de dérivation plus rapide. Pour obtenir

une dérivation plus rapide, on peut, dans l'équation 5*,

X X

substituer à F— , soit c'c, soit ec , soit, en général, F— .

Application du calcul des probabilités nu tir des

projectiles.

269 à 272. Point d'impact moyen. — 272. Chances

d'atteindre des buts de formes et de dimensions diverses.

— Ecart de la moyenne; écart moyen; moyen écart. —

Probabilité d'atteindre des surfaces, des rectangles, des

carrés, des cercles. (Voir au texte.)

273. Expression des chances d'atteindre suivant les dis

tances. Le moyen écart z aura pour expression

/1X' \Y . .. .„MX
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W et n seront déterminés d'après des résultats d'expé

riences.

SECTION X.

Des différentes espèces de (Ir, pointage, vitesse

et tables de tir.

281. Calcul des hausses. Soit R le demi-diamètre du

derrière de la plate-bande de culasse, r le demi-diamètre

au plus grand renflement du bourrelet dans les canons

ou au diamètre de la plate-bande de la bouche dans les

obusiers, l la distance de ces cercles, l'angle de mire

naturel étant m, on aura

R—r

tangm = —-— .

282. Cet angle donne la portée du but en blanc. Soit a

la distance horizontale du but, b sa hauteur au-dessus

de l'axe de la bouche à feu, e l'angle d'élévation du but;

b

tangs = - ; <p étant l'angle de projection qui convient pour

atteindre ce but, ? — e sera l'angle de projection relatif;

?, = P — t. La hausse H à donner sera

H = itang?, — (R — r) + r-.

Quand les dislances sont grandes, r- est négligeable, et

a

On pointe ainsi, sans considérer la hauteur du but.

uand les dislance:

l'on a simplement

H = Uang<p,— (R — r).

V, h et tib conservant les significations connues on

aura aussi

H = l . ^-ift, (a, V) - (R - r) + r-.

4n a
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283 à 284. Q élant la quantité dont il faut pointer

au-dessus du but, pour atteindre, sans donner de hausses,

on a

Q = Hj ou Q = |\a,(«,V)-|(R-r) + r.

La même relation a lieu en deçà de la portée du but

en blanc, ou, entre les quantités dont il faut pointer au-

dessous du but et les hausses négatives.

288. Erreur de pointage provenant de l'inclinaison de

l'axe des tourillons, o. étant l'inclinaison des tourillons;

celui de gauche étant au-dessus de l'horizon, on devra

pointer de ce même côté d'une quantité E, et au-dessus

du but d'une quantité e, données ci-après :

E = ^(H + R — r)sin«, c = ^(H + R — r)2sin'i<*.

290, 291 . Vitesse initiale imprimée par une charge de

poudre domiée. Pour la poudre ordinaire de guerre et les

bouches à feu en usage, on déduira la vitesse initiale des

tableaux (291); pour les charges non comprises dans les

tableaux, on les déduira au moyen des différences et des

parties proportionnelles.

292. Lorsque les dimensions des bouches à feu et des

projectiles, ou les poids de ceux-ci , différeront de ceux

en usage, on tirera les vitesses de la formule ci-après, dans

laquelle : i^esi le poids de la charge de poudre, m celui du

projectile augmenté de celui du chargement, non compris

la poudre, R le rayon du boulet, C le rayon et l la lon

gueur de l'âme, H le poids de la poudre qui remplirait

l'âme et qui est M = T(?L840k ;

/

/ n , M ,C— R1

(1) V=4 //.—£—log S

m+ 2
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y est un coefficient à déterminer par l'expérience, d'après

une vitesse connue, pour une charge déterminée, et qui

est

(2) y =—M ; m •

log-

m+3

G* —-R*

à la place de —-— , on pourra substituer, sans erreur

G

C — Tt *

notable, 2———.

293. Dans l'application au tir des armes à feu, on ra

mènera d'abord la vitesse à ce qu'elle serait à égalité

d'évent; quand il y aura lieu, par la formule

,r . <vw,r2C—2R 2C—2R'"i

(3) Vl = v + aooo[_ 5P-],

puis on tiendra compte des différences dans les charges

et dans les dimensions par la formule

= V|\ / ■ j-.

Des divers genres de tir.

295. Déterminer l'angle et la vitesse de projection d'un

projectile qui doit passer par deux points donnés, ou par

un point donné sous une inclinaison déterminée (Voir 94

et 95).

297 et 298. Limites des hauteurs auxquelles le tir plon

geant est encore possible : 1° sous une inclinaison donnée;
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2° en touchant le terre-plein à une distance donnée de la

crête d'un parapet. Si b est cette hauteur et a la dislance

horizontale, on résoudra la question au moyen de l'équa

tion

v,

r _l ■/_ ag

Y

en essayant plusieurs valeurs de —' jusqu'à ce qu'on en

ait deux qui comprennent la valeur du second membre,

on terminera par les parties proportionnelles. (Pour la

solution directe, voyez le texte.)

(2° Voyez la formule au texte.)

Formules relatives ant projectile» oblongs et aux

canons rayés.

310. 1° En regardant la force dérivatrice comme cons

tante et égale à g', on appliquera les formules qui se

rapportent aux projectiles sphériques, en y remplaçant g

par g — g';

2° En assimilant la force dérivatrice à celle du vent,

dans l'expression de laquelle, pour plus de généralité, on

in

remplace - par -; de celte façon, pour un projectile donné

ce

on aura à déterminer W et n pour satisfaire aux résul

tats de l'expérience; cela posé, eu représentant

ift-^V)--^—Vo(l+V„)F— par *(a>,V,F^J

et

a(*,V)-^Vo(l +V.)F£ par 3(*,V,F'g),
nWr,

~ïgc~

70
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on résoudra les divers problèmes qui se rapportent aux

projectiles oblongs par les formules qui se rapportent aux

projectiles sphériques (section IV), en y remplaçant

(nx\
x,\,F—J,

et

3(x,V) par 4(X.V>F'^)-

Les durées et les vitesses conservent les mêmes expres

sions que pour les projectiles sphériques, la valeur de c

étant déterminée avec une valeur de A réduite.

FIN.
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I. Table des tangentes, sinus et cosinus naturels,

De W en lC jusqu'à 30», et de 1° en \« jusqu'à 90».

UEO. ■■ T1NGESTE. SINUS. COSINUS. DEO. H. T1K0ESIE. sinus. cosinus.

0 00 0,00000 0,00000 1,0000 10 00 0,17633 0,17365 0.9848

10 0,00191 0,00191 1,0000 10 0,17933 0.17651 0.9843

io 0,00582 0,00381 1,0000 10 0,18235 0,17937 0,9838

10 0,00873 0,00873 1,0000 30 0,18334 0,18224 0,9833

«0 0,01164 0,01164 0,9999 40 0,18835 0,18509 0,9827

50 0,01455 0,01434 0,9999 50 0,19136 0,18795 0.9821

1 00 0,01746 0,01745 0,9998 11 00 0,19436 0,19081 0.9816

10 0,01037 0,01036 0,9998 10 0,19740 0,19366 0,9811

10 0,01318 0,02317 0,9997 10 0,20042 0,19652 0.9805

so 0,01619 0,01618 0,9997 30 0,10343 0,19937 0,9799

40 0,01910 0.OÏ9O8 0,9996 40 0.20648 0.10222 0,9793

SO 0,03101 0,03299 0,9995 30 0,20952 0,10307 0,9787

1 00 0,03491 0,03490 0,9994 1! 00 0,21236 0,20791 0,9781

10 0,03783 0,03781 0,9993 10 0,21560 0,21070 0,9773

so 0,04073 0,04071 0,999! 10 0,11864 0,21360 0,9769

30 0,04366 0,04362 0,9990 30 0,21169 0,21644 0.976J

HO 0.04GS8 0,04653 0.9989 40 0.22*76 0,21928 0,9737

SO 0,04949 0,04943 0,9988 50 0,22781 0,22212 0,9730

3 00 0,05241 0,05134 0,9986 13 00 0,25087 0,22495 0,9744

10 0,05533 0,05514 0,9983 10 0,23393 0,22778 0.9737

SO 0,03814 0,05814 0,9983 20 0,23700 0,23062 0,9730

30 0,06116 0,06105 0,9981 80 0,24008 0,25343 0,9714

«0 0,06408 0,06393 0,9980 40 0,24316 0,25617 0,9717

SO 0,06700 0,06683 0,9978 50 0.24624 0,23910 0,9710

4 00 0,06993 0,06976 0,9976 14 00 0,24933 0,14191 0,9703

10 0,07183 0,07166 0,9974 10 0,15112 0,24474 0,9696

10 0,07578 0,07536 0,9971 10 0,23352 0,14756 0,9689

30 0,07870 0,07846 0,9969 30 0,25861 0,13038 0,9681

10 0,08163 0,08136 0,9967 40 0.26172 0,15310 0.9674

SO 0,08456 0,08416 0,9964 30 0,26483 0,13601 0,9667

S 00 0,08749 0,08716 0,9961 15 00 0,26793 0,2588! 0,9659

10 0,09041 0,09003 0,9959 10 0,27107 0,26163 0,9651

10 0,09335 0,09193 0,9957 20 0,27419 0,16443 0,9644

50 0,09619 0,09385 0,9954 30 0,27732 0,26724 0,9636

DO 0,09913 0,09874 0,9951 40 0,28046 0.17004 0,9618

SO 0,10116 0,10164 0,9948 50 0,18360 0,27284 0,9611

6 00 0,10510 0,10433 0,9945 16 00 0,18675 0,17364 0.9613

10 0,10805 0,10741 0,9941 10 0,28990 0,27843 0,9603

10 0,11099 0,11051 0,9939 10 0,19305 0,28123 0.9396

30 0,11394 0,11310 0,9936 30 0,19611 0.2840! 0,9388

«0 0.11688 0,11609 0,993! 40 0,99938 0,28680 0.9580

SO 0.11983 0,11898 0,9919 30 0,30235 0,28959 0,9371

7 00 0,11178 0,19187 0,9915 17 00 0,30373 0.29137 0,9363

10 0.11574 0,18476 0.9921 10 0,30891 0.29313 0,9335

10 0,11869 0,11764 0.9918 20 0,31210 0,29793 0,9546

30 0,13165 0,13053 0.9914 50 0,31330 0.30071 0.9537

40 0,13461 0.13341 0.9911 40 0,31850 0.30348 0.9518

SO 0,13758 0,15629 0,9907 50 0,32171 0.30625 0,9520

8 00 0,14034 0,13917 0,9903 18 00 0,32492 0.3090! 0,9511

10 0,14331 0,14203 0,9899 10 0,52814 0,31178 0.9501

10 0,14648 0,14493 0,9894 10 0,33136 0,31434 0,9491

30 il.i 'i'."i.'i 0.14781 0,9890 30 0,33460 0.31730 0.9485

«0 0,15143 0,13069 0,9886 40 0,33783 0,31006 0,9474

SO 0,155110 0,15336 0,9881 50 0,54108 0,32282 0,9463

9 00 0.13838 0,13613 0,9877 19 00 0,34433 0.31337 0.945S

10 0,16137 0,13931 0,9872 10 0,34758 0,3183! 0.9446

10 0,10435 0,16218 0,9868 10 0,35X185 0,33106 0,9436

30 0,16734 0.16303 0,9863 30 0,35412 0,53381 0,9416

«0 0,17033 0.16792 0,9858 40 0,33740 0,33635 0,9417

so 0,17333 0,17079 0,9833 50 0,36068 0.33929 0,9407

10 00 0,17633 0,17363 0,9848 10 00 0,36397 0,34201 0,9597
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Suite de la Table des tangentes, sinus et cosinus naturels.

D«G. M. TANGENTE. SINUS. COSINUS. DEGRÉS. Ilsr.KMI, SINUS.

1 10

10 00 0,36397 0,34202 0,9397 30 0,5774 0.5000 60

0,36727 0.34473 0,9387 31 0,6009 0,3150 59

20 0,37057 0,34748 0,9377 M 0,6249 0,5299 58

30 0,37388 0.35021 0,9567 33 0,6494 0,5446 57

40 0,37720 0,35293 0,9356 34 0,6745 0.5392 56

50 0,38033 0,35365 0,9346 35 0,7002 0,3736 53

21 00 0,38386 0,35837 0,9336
36 0,7203 0,3878 54

10 0,38721 0,36108 0,9323
37 0,7536 0,6018 53

20 0,39033 0,36379 0,9515
38 0,7813 0,6157 32

30 0,39391

0,39727

0,40065

0,40403

0,40741

0,41081

0,36650

0.36921

0,37191

0,37461

0,37730

0,37999

0,9304

0,9293

0,9283

0,9272

0,9261

0,9230

39

40

41

42

43

44

45

0,8096

0,8391

0,8693

0,9004

0,9325

0,9637

1,0000

0,6293

0,6428

0,6361

0.6691

0.6820

0,6947

0,7071

51

50

49

48

47

46

45

40

50

22 00

10

20

SO 0,41421 0.38268 0,9239
46 1,0333 0,7193 44

40 0,41763 0,38537 0,9228
47 1,0724 0,7314 43

50 0,42103 0,36803 0,9216
48 1,1106 0.7431 42

23 00 0,42447 0,39073 0,9205
49 1,1504 0,7547 41

! 10 0,42791 0,39341 0,9194
50 1,1918 0.7660 40

1 20 0,43136 0,39608 0,9182
51 1,2349 0,7771 39

30 0,43481 0,39875 0,9171 52 1,2799 0,7880 38

40 0,43828 0,40141 0,9139 53 1,3270 0,7980 37

50 0,44175 0,40408 0,9147 54 1,3764 0,8090 36

24 00 0,44323 0,40674 0,9133 35 1,4281 0,8192 33

10 0,44872 0,40939 0,9123 36 1,4826 0,8290 34

20 0,45223 0,41204 0,9112 37 1,3399 0,8387 33

30 0,45373 0,41469 0,9100 38 1,6003 0,8480 52

40 0,45924 0,41734 0,9087 59 1,6043 0,8572 31

50 0,46177 0,41998 0,9075 60 1,7321 O.806O 30

25 00 0,46631 0,42262 0,9063 61 1,8040 0,8740 29

10 0,46983 0,42523 0,9031 62 1,8807 0.8829 38

20 0,47341 0,42788 0,9038 63 1,9626 0.8910 27

30 0,47698 0,43031 0,9026
64 2,0504 0.8988 26

40 0,48055 0,43313 0,9013
63 2,1445 0,9063 23

50 0,48414 0,43575 0,9001
66 2,2460 0,9135 24

26 00

10

20

0,48773

0,49134

0,49495

0,43837

0,44098

0,44359

0,8988

0,8973

0,8962

67

68

69

70

2,3539

1,4751

3,6051

2,7473

0,9303

0.9272

0,9336

0,9397

23

33

31

20

50 0,49858 0,44620 0,8949
71 2.9042 0,9435 19

40 0,50222 0,44880 0,8936
72 3,0777 0.9511 18

30 0,50387 0,45140 0,8923
73 3.2709 0,9563 17

27 00 0,50933 0,45399 0,8910
74 3,4874 0,9613 16

10 0,31319 0,45038 0,8897
73 5,7321 0,9639 13

20 0,31688 0,45917 0,8883
76 4,0108 0,9703 14

30 0,52037 0.46173 0,8870
77 4,3313 0.9744 13

40 0,32427 0,46433 0,8857
78 4,7046 0.9781 13

50 0,52798 0,46690 0,8844
79 3,1446 0,9816 11

28 00 0,53171 0,46947 0,8829 80 3,6713 0,9848 10

1 20

10 0,53545 0,47204 0,8816 81 6.3138 0,9877 9

0,53920 0,47460 0,8802 82 7,1134 0,9903 8

30 0,34296 0,47716 0,8788 83 8,1443 0,9923 7

40 0,54673 0,47971 0,8774 84 9.3144 0.9945 6

50 0,55031 0.48316 0,8760 83 11,4301 0,9962 5

29 00 0,35431 0,48481 0,8746 86 14,3007 0,9976 4

10 0,55812 0,48733 0,8732 87 19,0811 0,9986 3

; 20 0,56194 0,48988 0,8718 88 28,6363 0,9994 S

30 0,56578 0,49242 0,8703 89 37,2900 0,9998 1

40 0,56962

0,37343

0,49493

0,49748

0,8689

0,8675

90 infini. 1,0000 0

30

30 00 0,57753 0,50000 0,8660 COTANU. COSINUS. deghés.

génieurs,(Eitrait d<

par T. F

l'Aide-Mé

ichard.)

noire des il
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III. Table des hauteurs dues a différentes vitesses.

VITESSE. HACTEUB VITESSE. n.inmi VITESSE. nniF'l: VITESSE. HIL'TEUH VITESSE.

i
lUUTKOK

m:s m m:s m m: s m m:s m m:s m

60,0 183.31 71,0 164, 2S «20 734,03 180 1631,59 140 1936.1

60, s 184,7" 72,3 267,91 111 746,3! 181 ' 1670,00 141 1960.5

60.4 183, 9( 73,0 271,65 111 758,72 181 1688,50 141 1985,1

60,6 187,S<i 73,3 173.58 113 771,21 183 1707,09 1*3 3010.0

60.8 188,43 74.0 279.14 114 783,80 184 1713,78 144 3034.8

61,0 189,6V 74,8 282.94 115 796,48 115 1744,60 145 3039.8

61,3 190,9'. 73,0 286,73 116 809,27 186 1753.31 146 3084.8

61,4 192,17 73.3 590.37 117 822,10 187 1781.52 147 3110.0

61,6 193,4" 76,0 294,43 118 833.16 188 1801.64 148 3133.1

61,6 194,6» 76.3 298,32 119 848,28 189 1810,87 149 3160,6

61,0 193. 9S 77,0 303.23 130 861,48 190 I840,l!> 130 3186,0

62,2 197,21 77,3 306,17 151 874,78 191 1859,60 151 3111,5

62,4 «98,(11- 78,0 310,13 131 888,20 191 1879,12 13! 3237,1

01,6 199,70 78,3 314,12 133 901,70 193 1898,75 155 3262,8

61,8 101,03 79.0 318,13 154 915,31 19* 1918,48 134 3188.7

65,0 201,3; 79,5 322,17 153 939,02 195 1938.31 253 3314,6

63.1 203,61 80.0 316.14 136 942,84 196 1938.24 156 3340.7

63,(1 204,91: 80.3 330,33 157 936,70 197 1978.27 157 3366,8

65, 6 206.1 !• 81.0 ' 334,43 138 970,71 198 1998,40 138 3393,1

63,8 207,4!) 81,3 338,3!' 139
984,8<i 199 2018,64 239 3419,5

6«,0 208,7!' 82,0 342,73 140 999,14 100 2039,00 160 5446,0

64,2 210,11) 81.3 340,9.'. 141 1013,44 101 2059.3 161 3471,5

64,4 211.41 83.0 331,10 141 1027,81. 101 3080,0 162 3499,1

64,6 212.-; 83,3 333,41 143 1042. ;t 103 2100,6 263 5523,8

64,8 214.0'i 84,0 339,68 144 1037,01 104 2121,4 264 3352,7

63.0 213,37 83.0 368,2! 143 1071,74 105 2142.3 163 3379,7

63.9 216.70 86.0 377,01 146 1080,57 106 2103.3 166 3606,7

63.4 218,0", 87.0 38.1,83 147 1101,54 107 2184,3 167 3053,8

65,6 219, 5( 88,0 394,73 148 1110, 37 208 2203,4 268 3001,1

63.8 220,7(1 89,0 403,77 149 1131,08 109 2226.0 269 308», 3

66,0 224. o;; 90,0 412,90 130 1146,92 110 2218,0 170 3716,0

66,1 223,3!' 91,0 422,1: 151 1102,29 111 2209,4 171 3713,6

66,4 224,7(1 92,0 431,4b 152 1177,72 212 2291,0 172 3771.1

66,6 226.11) 93,0 440,88 153 1193,28 *13 2311,8 173 3799,1

66,8 227, 4d 94.0 450,41 134 1208,93 114 2334,6 174 3817,0

67,0 228.83 95,0 460, OS 133 1224,08 113 2336 4 173 5835,0

67,1 230,1! 96,0 469,78 156 1240,33 116 2378,3 176 3883,1

67,4 231.31 97,0 479,62 137 1230,48 117 2100,3 177 3911.3

67,6 232,9» 98,0 489,30 158 1171,33 119 2422,3 278 3939.6

67,8 234. 3S 99,0 49!>. OU 159 1288,08 119 2444,8 179 3968,0

68,0 233,71 100 509,73 160 1304.90 110 2407.2 280 3996.3

68,1 237,0» 101 31 !i.9!'
161 1321.33 121 2489.5 181 1013,0

68,4 238,4!' 102 331). 34
162 1337.80 222 2512,2 282 4033,7

68.6 239.8!' 103 340,80 163 1354.30 223 2335.0 283 4082,6

68.8 241,29 104 .151.31 164 1371,01 224 2357,8 284 4111,5

69.0 242,6! 105 562,01 165 1387,7V 115 2.180.3 185 4140.4

69.1 244.11' 106 372, 7f. 166 1401.0:. 226 2603,6 286 4169,3

69,4 243,31 107 383,62 167 1121 01 217 2020,7 187 4198,7

69.6 246.93 108 391.58 168 1438,74 128 2049,8 188 4128.0

69.8 248.33 109 605.64 169 1453, 8P 229 2673.1 289 4137,3

70.0 249,78 110 6 il.. 80 170 1473,17 130 2696,5 190 1187,0

70,1 231.21 111 628,01 171 1490,50 131 2720,0 191 4316,5

70.4 232,64 112 03'.), 43 171 1308, OS 232 2743,3 192 4346.3

70.6 234,08 113 6.10, RP 173 1525.04 133 2767,2 293 4376,1

70.8 233. Sî 114 602,48 174 1543,34 234 2791,0 194 4406,1

71,0 136, 9( 113 674,10 173 1501.11 135 2815.0 195 4436,1

71.1 238.41 116 6RS.93 176 1379,01: 236 2839.0 196 4466.1

71,4 239,87 117 697,80 177 1596.9!) 137 1863.2 197 4496,5

71,6 161,34 118 709, 7f 178 1615.08 238 2887,3 198 4516,8

71,8 262,7!' 119 721,81 179 1633,28 239 2911.8 199 4557,1

71,0 264,23 110 734,03 180 1631,59 140 1956, 1 300 4387.8
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Suite de la Table des hauteurs dues à différentes vitesses.

VITESSE. HUTII'H VITESSE. HAUTEUR VITESSE. 11:11-71 1 U VITESSE. inrilil! VITESSE. HAUTEUR

1

m:s m m:s m m:s m m -s m ffl:s m
300 4588 360 6606 420 8992 480 11744 540 14864

301 4618 361 6643 411 9035 481 11793 341 14919

, 301 4649 36! 6680 422 9078 481 11842 342 14975

303 4680 363
■6717

423 9121 483 11891 543 15030

80» 4711 364 6734 424 9164 484 11941 344 15085

303 4741 363 6791 425 9107 485 11990 845 15141

306 4773 366 6818 426 9251 486 12040 346 15196

807 4804 367 68G6 427 9294 487 12090 347 15252

308 4835 368 6903 428 9337 488 12139 548 15308

309 4867 369 6940 429 9381 489 12189 539 13364

810 4899 870 6978 430 9423 490 12239 550 13410

811 4930 371 7016 431 9469 491 12289 531 13476

311 4961 371 7034 431 9513 491 12339 552 13531

315 4994 873 709! 433 9557 493 12389 553 15588

314 5016 874 7130 434 9601 494 12410 534 13645

313 5038 873 7168 435 96'IC 495 12490 555 15701

816 3090 876 7106 436 9690 496 12541 556 15758

817 3121 877 7245 437 9734 497 12591 837 15815

318 8135 378 7283 438 9779 498 12642 358 15872

319 5187 879 7321 439 9813 499 12693 559 15929

310 5110 880 7361 440 9869 500 11744 560 15986

811 5151 881 7400 441 9913 601 11793 861 16043

311 5183 381 7438 441 9958 501 12846 362 16100

8x3 5318 883 7478 443 10003 503 12897 563 16137

324 5351 384 7517 444 10048 504 12948 564 16213

313 3384 383 7336 445 10094 503 13000 563 16171

136 6417 386 7593 446 10140 506 13051 566 16330

317 5430 387 7634 447 10188 307 13103 867 16388

318 3484 388 7674 448 10231 508 131S5 368 16446

319 5517 389 7713 449 10176 809 13206 569 16503

330 3351 390 7733 450 10311 510 13258 570 16561

331 8583 391 7793 451 10368 511 13311 371 16610

331 5618 89! 7833 451 10414 511 13363 572 16678

333 5651 393 7873 453 10460 513 13415 573 16736

331 8666 394 7913 454 10507 514 13467 374 16795

333 3711 395 7953 435 10553 515 13520 875 16854

336 3753 396 7994 436 10599 816 13371 576 46911

337 5789 397 8034 457 10646 517 13623 877 16971

338 3813 898 8074 458 10691 518 13678 578 17030

339 5838 399 8115 459 10739 519 13730 579 17089

3*0 3893 400 8156 460 10786 520 13784 580 17148

3*1 3917 401 8197 461 10833 311 13837 581 17107

34» 3961 40! 8138 46! 10880 521 13890 381 17266

343 3997 403 8179 463 10917 513 13943 383 17326

344 6031 404 8320 464 10974 514 13996 584 17885

343 6067 403 8361 465 11022 513 14050 585 17443

346 610! 406 8402 466 11069 526 14103 586 17505

347 6138 407 8444 467 11117 327 14157 587 17564

348 6173 408 8483 468 11164 328 14211 588 17624

349 6109 409 8327 469 1121! 829 14265 589 17684

350 6144 410 8369 470 11260 530 14319 890 17744

831 6180 «H 8611 471 11308 331 14373 591 17805

33! 6316 41! 6653 47! 11336 531 14427 591 17863

353 6331 413 8693 473 11404 333 14481 593 17925

354 6388 414 8737 474 1143! 534 14535 394 17986

855 6414 415 8779 475 11501 533 14590 395 18046

336 6460 416 8821 476 11549 536 14645 896 18107

! 338

357 6497 417 8864 477 11598 537 14699 597 18168

6633 418 8906 478 11647 538 14754 598 18119

339 6569 419 8949 479 11698 539 14809 599 18190

860 6606 410 8992 480 11744 540 14864 600 18331

(Extrait en partie de l'architecture hydraulique de Bélidor, 1819) g 9*8088.



560

II. Table du rapport du double de la tangente d'un angle

au sinus du double de cet angle.

2tang?

sin2<?

2 tango

sin2o

9 DM-. 9 Diff.

degrés degrés

0 1.0000

1.0003

1,0011

3
10 1,0311

1,0378

1,0*32

1,0333

1,0,61!

1.0718

67

7»

81

89

96

10»

i
9

u

1
16

12

3 1,0028

1,00*9

1,0077

SI
13

11

13

d

5

Î8

34

fi 1,0111

1,0131

1.0198

1.0251

1.0311

un

47

53

CO

67

16

17

18

19

1.0813

1,0935

1.1036

1,1185

1,1331

113

111

12»

1ST

7

8

10 50

IV. Table des densités de l'air.

Dans cette table, les densités sont exprimées par le poids en kilo

grammes d'un métré cube d'air à moitié saturé de vapeur d'eau, pour

les divers degrés de température, depuis 36° au-dessus de zéro jusqu'à 8°

au-dessous, avec les différences de 4» en 4°, et , pour les pressions barométri

ques, depuis Om700 jusqu'à O^SUO, avec les différences de 0">005 en O^OOS,

et communes à plusieurs hauteurs (avant-dernière colonne). Connaissant

le rapport de la saturation s de l'air à la saturation complète, représentée

par 1,00, on aura la quantité à retrancher des nombres du tableau, en

multipliant par 2s— 1 le nombre de la dernière colonne qui correspond

à la température.

La valeur de s est déterminée au moyen d'hygromètre. Si l'on fait

usage de l'hygromètre à cheveux de Saussure, on se servira de la table

ci-après pour déterminer la quantité 2s — 1 dont on a besoin :

De?, de l'bjg. 0 20 50 40 SO M 60 69 70 72 74 76 78 80 «2

(2. — 1). -1,00 -0,82 4,70 -0,66 4,44 -0,32 -0,28 -0,18 -0,06 0,00 0,04 0,10 0,16 0,22 0,28

Dt|. di l'bjj. 83 84 86 88 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

(2i — 1}. 0,28 0,34 0,42 0,50 0,58 0,62 0,66 0,70 0,74 0,78 0,82 0,S6 0,92 0,96 1,00

Poids en kilogrammes d'un mètre cube d'air à moitié saturé de vapeur

d'eau, sous diverses pressions, et à divers degrés de température.

Therm

centig.

<leg.

36

32

2 3

H

 

1,0458

1,0605

1,0757

1,0912

1,1073

1,1238

1,1408

1,1583

1,1764

1,1950

1,2143

1.2342

Diff.

147

152

155

161

165

170

175

1S1

186

193

199

 

1,0333

1,0681

1,0834

1,0990

1,1152

1,1318

1,1489

1,1666

1,1848

1,2036

1,2130

1,1430

Diff.

l'IS

153

156

163

167

173

178

183

189

193

201

 

1,0608

1,0737

1,0910

1,1068

1,1331

1,1398

1,1371

1,1749

1,1932

1,2111

1,1316

1,2318

Diff.

149

153

15S

163

167

173

178

183

189

193

202

 

1,0682

1,0833

1,0987

1,1146

1,1310

1,1479

1,1632

1.1831

1,2016

1,2106

1,1403

1,1606

DUT.

151

m

159

164

169

173

179

185

190

197

203

Diff. pour

la hauteur

barom.

ou

74 75

75 76

76 77

78

7920

16

11

8

'I

O

_ »

80 81

81 81

82 83

84 83

83 86

86 87

Corr. nég.

a multip.

par2J-l,

96

SS

80

72

62

53

44

33

26

15

g

O
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1

1 Thcrm.

centig.
O720 >725 0n>730 0">735

Diff. pour Corr.no'g.

à inultip.

par î»-l.
Diff. Diff. Diff. Diff.

la hauteur

barom.

deg.

1,0737

1,0908

1,1064

1,1224

1,1389

1,1559

1,1734

1,1914

1,2100

1,2292

1,2490

1,2694

ou
3li

31

18

131
1,083!

1,0984

1,1141

1,130!

1,1468

1,1639

1,1815

1,1997

1.2184

1,2377

1,2577

1,2782

132

137

161

166

171

176

182

187

193

200

203

1.0906

1,1060

1,1218

1,1380

1,1547

1,1719

1,1897

1,2080

1,2268

1,2463

1,2663

1,1871

134

158

161

167

17!

178

183

188

195

200

208

1,0981

1,1136

1,1295

1,143."

1,102e

1,1800

1,1978

1,2162

1,2532

1,2348

1,2750

1,2959

155

159

163

168

174

178

184

190

196

202

209

74 75 98

136

160

165

170

175

180

18G

19!

198

204

75 76 90

S»

76 77

78

79

81

10

74

16
80 81

64

11

33

8

81 81 45 '

»
82 83

84 83

36

0
83 86

86 87

88 89

17

- *
16

— 8

5

0

Therm.

centig.
0"'74O 0n>745 0n>750

0"'755

Diff. pour Corr.nég.1

Diff. Diff. Diff. Diff.

la hauteur a inultip.

par 8*-l.barom.

deg.

56

31

18

34

10

16

11

! 8

!
*

1,1036

1,<211

1,1131

1,1287

1,1448

1,1614

1,1784

1,1960

1,2141

1,2328

1,2320

1,2719

1,2928

1,3133

1,1205

1,1363

1.1523

1,169'.

1,1864

1,2040

1,2223

1,2411

1,2604

1,2804

1,3010

1,3223

1,1280

1,1439

1,1602

1,1770

1,1943

1,2121

1,2304

1,2493

1,2688

1,2889

1,5097

1,3311

ou

155 156

161

166

170

176

181

187

192

199

204

212

158

162

167

172

176

183

188

193

200

206

!13

159

163

168

173

178

18.-.

189

193

201

208

214

74 73 101

1.1371

1,1336

1,1705

1,1880

1,2060

1,2245

1,2436

1,2633

1.2837

1,3047

160

165

169

175

180

185

191

197

204

210

75 76 93

84

76

66

36

47

37

28

16

3

0

76 77

78

79

80 81

81 81

81 83

84 83

0 85 86

— 4 86 87

88 89— 8

Thcrm.

centig.
)m760 0»765 O770 )"'775

DirT. pour Corr. nég.

a inultip.

par 2.» - 1 .
Diff. Diff. Diff. Diff.

la hauteur

barom.

deg. ou

74 73

73 76

76 77

36 1,1335

1,1514

1,167!'

1,1848

1,2022

1,2201

1,1386

1,2576

1,277!

1,2975

1,3184

1,3400

159

163

160

174

179

185

190

196

203

209

216

1,1429

1,1590

1,1753

1,1926

1,2101

1,2281

1,2467

1,2659

1,2856

1,3060

1,3270

1,3488

161

165

171

173

ISO

136

192

197

204

210

218

1,1504

1,1664

1,1832

1,1004

1,2180

1,2361

1,2549

1,2741

1.2940

1,3145

1,3357

1,3576

160

168

172

176

181

188

192

19'

205

212

219

1,1379

1,1742

1,1909

1,2082

1,2259

1,2442

1,2630

1,2824

1,3024

1,3231

1,34.44

1,2664

163

167

173

177

183

188

194

2Q0

207

215

220

103

95

86

78

68

58

48

38

1»

17

6

0

32

18

24 78

20 79

16
80 81

12
81 81

8 82 83

4
84 85

0 85 86

— ,4
86 87

88 89
— 8

Therm.

centig.
0">780 0""785 Dm790 >795

DiD". pour Corr.nég

a rault p.

par Ss-1.
Diff. Diff. Diff. Diff.

la hauteur

barom.

deg.

36

32

28

24

20

16

12

1,1633

1,1817

1,1986

1,2160

1,233»!

1,2522

1,2712

1,2907

1,3108

1,331 G

1,3531

1,375!

1,1728

1,1893

1.1063

1,2238

1,2417

1,260!

1,3793

1,2990

1,3192

1,3401

1,3617

1,3840

1,1803

1,1909

1,2140

1,2315

1,2496

1,2683

1,2875

1,3072

1,3276

1,3487

1,3704

1,3918

1,1878

1,2043

1,2216

1,2393

1,25 73

1,2765

1,2956

1,3165

1,3560

1,3372

1,3791

1.4017

ou

164

169

174

17S

184

190

195

201

208

213

221

165

170

175

179

185

(91

197

201

209

216

123

166

171

167

171

177

182

138

193

19'J

205

212

219

226

74 7»

73 76

76 77

106

98

88

80

69

59

«9

39

39

17

6

0

175

181

187

192

197

20'l

211

217

224

79

79

80 81

81 83

8

I «

83 83

0

84 85

83 86

86 87

88 89

— 4

— 8
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Table V.

Table des valeurs

i

DE ?(•)=
Table des valeurs DE —=

tang »

Mogt(45»+ J-f)].

tang»

tang(45o-|-i»)].
2

— I^Ar 9) 1 i»nt
1 MÎU "Y ^^ CU l i[sec»-|-cot»log

* eoo- » ?(*)•

tang» tang»

dcg. deg. dcg. deg.

u 0.0000000 45 1,1477934 0 1,00000 45 1.14777

1 0,0174339 46 1,1984896 i 1,00003 46 1,15741

i 0,0549178 47 1,2320116 i 1,00010 47 1,16752

5 0,0514318 48 1,3086133 3 1.O0043 48 1,17826

» 0,0699837 49 1,5680503 4 1,00081 49 1.18975

5 0,0876001 50 1,4523614 8 1,00117 50 1,10189

6 0.1081974 81 1.5001970 6 1,00184 51 1,21483

7 0,1130916 52 1,5725657 7 1,00151 32 1,11861

8 0,1410011 53 1,6499519 8 1,00318 53 1,14835

9 0,1590441 54 1, 7319189 9 1,00417 34 1.13903

1,17583 110 0,1772365 35 1,8220670 10 1,00516 35

11 0,1955976 86 1,9181511 11 1,00626 56 1,19181

13 0,1141464 57 1,0119938 11 1,00748 37 1,81510

13 0,2319030 38 1,1345596 18 1,00881 58 1,33382

M 0,1518877 59 2,1369691 14 1,00911 59 1,33612

it 0,1711218 60 1,3905296 15 1,01184 60 1,58017

16 0,1906177 Cl 1,536776 16 1,01854 61 1,40816

17 0,8104288 62 2,697318 17 1,01536 61 1,43429

18 0.5305493 63 1,874904 18
•1,01731

65 1,46484

19 0,3510133 64 S. 071501 1» 1,01941 64 1,49807

J0 0,3718537 63 3,290396 10 1,01163 65 1,33433

11 0,3930952 66 3,535320 11 1,02404 66 1,37402

il 0,4147637 67 8,810834 11 1,01637 67 1,61739

13 0,4368974 68 4,111549 13 1,02926 68 1,66(62

1» 0,4393290 69 4,477441 14 1,03111 69 1,71872

13 0,4826944 70 4,884230 13 1,03514 70 1,77771

16 0,5064314 -, 5,554075 36 1.03834 71 1,84353

il 7 0,3507843 72 5,901161 17 1,04173 72 1,91740

18 0.5337931 73 6.544048 28 1,04530 75 2.00071

19 0.5815110 74 7.307110 29 1,04907 74 1,09331

30 0,6079863 75 8,123570 30 1,03106 73 1,10349

31 0.6332732 76 9,338073 SI 1.03717 76 1.31814

52 0,6634323 77 10,713657 31 1,06171 77 1,47344

83 0.6923187 78 11.440411 33 1,06640 78 2.64418

3» 0.7226311 79 14,631100 34 1,07134 79 3.84788

38 0,7538161 80 17,54793 35 1,07596 80 3,09418

;

56 0.7861656 81 11.45113 56 1,08106 81 8.39733

57 0,8197699 82 26,89318 87 1,08787 82
5,77960 j

58 0,8347266 83 34,81136 58 1,09400 83 4,37430

3 9 0.8911439 84 46,93511 39 1,10001 84 4.93838

(10 0,9191380 83 67,12191 40 1,10750 83 5,87383

«1 0.9688390 86 104,1815 41 1,11451 86 7,18508

Kl 1,0103900 87 184,1162 42 1,11115 87 9,90478

U 1,0539469 81 411.1913 48 l,t5011 88 14,39754

44 1,0996840 89 1643.690 44 1,13875 89 38,69103

M 1,147793» 90 infini. 45 1,14777 90 infini.

(Buler; Méra. de l'Acid. de Berlin, 1753.) (Beseut; Cours de Mathématique, 1788.)
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Table des valeurs de a=—
(M— f(0)

tangfltang* —

de <t à 8. a. de <f à 6. a.

Arcs de *

k

> degrés.

Arcs de -10 degrés.

7» 70 3,39164

70 63 3,6*32*

1,18119

1,86990

80 70

70 60

60 60

4,33114

1.45S97

1,77303

05 60

60 SX

53 SO 1,64830
30 40 1,41698

SO «s 1,48371 40 30 1,11694

iis no 1,33895

40 35 1,16131

SS 30 1,18693 30 10 1,10663

30 13 1,11835 10 10 1,03718

' 15 SO 1,08306
10 0 1,00314

10 13 1,04907

15 10 1,01473 Arcs de 5 degrés.

10 S 1,00896

1,00116

j 5 0

73 60

60 43

45 30

1,91661

1,69784

1,17710Arcs de
20 301.

46» b 4S»30 1,38191 30 15 1,0*873

1 ■.»-.()' b 40° 1,33406 . 15 0 1,01184
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Tables VII, VIII et IX

DES VALEURS DE

e- 2,71 8281 828', Y>(z)=X—ly F(z)=2e' ' \

CtX

pour les valeurs de i= —,

croissant de 0,01 en 0,01, avec sept décimales pour e» et F'(z) et six

décimales pour F(z). Elles s'étendent jusqu'à 3,00 pour e«, et jusqu'à

2,40 pour F(z) et pour F(z).
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VII. Table des valeurs de el,

 

Diff

 

0,60

0,61

0,02

0.63

0,64

0,63

0,66

Mi

1,8221 188

1,8404 314

1,8389 280

1,8776 106

1,8964 809

1,9135 408

1,9347 923

1,9342 373

1,9738 777

1,9937 155

Diff.

183 126

18» 966

186 8»6

188 703

190 399

192515

19» 430

196 »0»

198 378

200 372

202 386

20»»19

206 474

209 349

210 645

212 762

214 901

217 060

219 241

221 »»5

223 671

225 918

228 189

230 »83

232 799

235 158

237 302

249 888

2»2 300

244 934

247 194

249 679

232 188

23» 722

237 283

239 868

262 »80

263 117

267 783

270 473

273 182

275 938

278 710

281 312

284 3»1

287 199

290 085

293 001

293 945

298 919

301 92»

30» 958

308 023

311 119

314 1«5

317 404

320 593

323 816

327 070

330 337

1,20

1,21

1,22

1,23

1,2»

1,25

1.26

1,27

1,28

1,29

 

3,3201 169

3,333*847

3,3871 877

3,4212 293

3.»536 133

3,»903»30

3,5254 213

3,5608 526

3,3966 397

3,6327 866

3.6692 967

3,7061 737

3,7»3»21»

3,7810 »34

3,8190 435

3,837» 253

3.8961 953

3,9353 507

3,9749 016

»,01»8 301

Diff.

333 678

337 030

3»0 «18

3»3 8»0

547 295

350 785

354 311

357 871

361 «69

365 101

122 753

123 980

123 233

126 192

121 762

129 047

130 34»

131 633

132 977

134313

149 931

151 438

152 939

134 497

156 050

157 618

159 202

160 802

162518

164 051

163 699

11,7 364

169 047

170 746

172 461

17» 195

175 9»6

177 713

179 300

181 304

0,68

0,69

0,70

Cl, 7 1

0,72

0,73

0,7»

0,73

11,70

n.77

0,78

0,79

0,80

0,81

0,82

0,83

0,84

0,S5

0,86

0.87

0,88

0,89

0,90

(1.91

0,92

0,93

0,94

0,95

0,96

0,97

0,98

0,99

1,00

1.01

1.02

1,03

1,04

1,05

1,00

1,07

1.08

1,09

1,10

1,11

1,12

1,13

1,1»

1.13

1,16

1,17

1,18

1,19

1.20

2.0137 527

2.0339 913

2,05»» 332

2,0750 806

2.0959 355

2.H70 000

2,1382 762

2,1597 663

2,181» 723

2,2033 96»

2.2233 409

2,2479 080

2,2704 998

2,2953 187

2,3163 670

2,3396 469

2,3631 607

2,3869 109

2,»108 997

2,4331 297

2,4396 031

2,»8»3 223

2,5092 904

2,5345 092

2,3599 814

2,5857 097

2,6116 965

2,6379 »»5

2,664» 36S!

2,6912 3»!

2,7182 818

2,7»56 010

2,7731 948

2,8010 658

2,8292 170

2,8376 SU

2,8863 710

2.9133 793

ï,9»»6 796

2,9742 741

3,00»! 660

3,03»3 584

3,06»8 S»2

3,0956 365

3,1267 68»

3,1581 929

3,1899 333

3,2219 926

3.2543 742

3,2870 812

3,3201 169

1,30

1,51

1,32

1,33

1,3»

1,33

1,36

1,37

1,38

1,39

1,40

l,»l

1,42

t,u

1,»»

1.43

1,46

1,47

1,4 S

1.49

1,30

1,51

1,32

1,33

1,34

1,33

1,56

1,37

1,58

1,59

1,60

1,61

1,62

1.03

1,6»

1,63

1,00

1,67

1,68

1,69

1,70

1,71

1,71

1,73

1.74

1,73

1,76

1,77

1,78

1,79

1,80

», 0352 000

»,0959 35»

«,1371 104

»,I786 992

»,2206 958

4,2631 l»5

»,3039 593

»,3«92 331

4,3929 »57

4,1370 955

4,4316 891

4,5267 308

4,5722 252

»,6181 768

»,6643 903

'1,71 14 702

4,7588 212

»,S066»82

»,83»9 558

»,9037»89

«,9530 324

5,0028 112

3,0530 903

5,1038 7»7

5,1531 693

3,1069 798

5,1593 108

3,3121 678

5.3655 560

5,4194 807

3,4739 47»

5,3289 615

3,58»5 285

3,6406 539

3,6973 43»

3, 7346 027

3,8124 37»

3,8708 53»

5,9198 564

3,989» 513

6,0496 «75

368 770

371477

576 120

380 001

383 810

387 678

391 574

395 509

399 503

403 «99

«07 554

«11 630

«15 788

«19 966

«!« 187

«28 450

432 756

«37 106

««I «98

445 936

450 417

454 944

«59 516

«6« 135

«68 799

«73 310

478 270

483 076

»87 931

491 835

«97 788

501 791

507 8«4

511948

518 103

523 310

518 570

535 881

539 247

34» 667

550 141

355 670

561 «54

366 893

563 593

578 547

584 160

590 030

393 961

601 930



Suite de la Table des valeurs de ex.

567

  

DlIT. Diff.

9,0741 823

10,0744 247

10,1750 7*3

10,2779415

10,3812 366

10,4833 6!)

10,3909 SIS

10,6973 923

10,80119 029

10.913» 939

11,0231 764

11,1339611

11,2458 593

11,3388 821

11.4730 407

11,5883 467

11,7048113

11.8224 469

(1.9412 644

12,0612761

12,1824 940

12,3049 301

12,4283 967

12.5533 061

12.6796 710

12.8071 038

12.9338 173

13,0658 244

13,1971 382

13.3297 716

13,4637 380

907 029

916 145

925 35i

934 654

944 04 'J

953 534

963 110

972 796

982 573

992 448

1002 422

1012490

1022 682

1032 931

1043 331

1033 818

1064 408

1073 106

1(183910

1096 825

1107 847

1118 982

1130 228

1141 386

1153 060

1164 648

1176 354

1188 175

1200 US

1212 189

1224 361

1226 666

1249 094

1161 649

1274 328

1287 135

1301) 071

1313 138

1326 334

1339 664

2,60

2,61

2.02

2,63

2,04

1.63

2.66

2,67

2,68

2,69

1,70

2.71

2,72

2,73

2,74

1.73

2.76

1,71

2.78

i.7l

1,80

->. s 1

1,81

1,85

i.t'l

2,83

1,86

2.88

2,8!l

2.90

2.91

2,92

2,93

■J.'.i'l

2,95

2.96

2,97

2,98

2,99

3,00

13,4637 380

13,3990 309

13,7357 236

13.8757 699

14,0132030

14,1540 386

14.2962 891

14.4399 092

14.5830 933

14,7316739

14.8797 317

13,0292 733

15,1803 112

15.3328 870

15,4869 851

15.0426 319

13.7998429

13.9580 340

10,1190 109

16,2810 198

(0,4446468

16,6099 182

16,7768 507

16,9454 608

17,1137 655

17,2877 818

17,4615 269

17,6370182

17,8142 752

17,9933 096

18,1741 434

18,3367 986

18,3412875

18,7276 303

18,9158 463

19.1039 537

19,2979 718

19,4919 196

19,0878 166

19,8850 825

19,0855 309

1353 129

1366 727

I r.80 403

1394 337

1408 350

1422 505

1430 801

1431 241

1463 826

1480 338

1493 448

1310367

1315 632

C.40 981

1356468

1572 110

1587 911

1603 869

1619 989

1636 270

1651714

1669325

1686 101

1703 047 |

1720 163!

1737 451

1734913

1772 350]

1790 304

1808 358

1826 332

1844 889;

1863 430,

1882 138'

1901 074'

1920 181 |

1939478]

1938 970!

1978 079 !

1998544



5G8

VIII. Table des valeurs de F'(z)=-(e*— 1).

:■ F' (z)

0,00 1,0000 000

0,01 1,0050 167

0,05 1,0100 670

0,03 1,0131 511

0,04 1,0202 694

0,03 1,0234 219

0,06 1,0306 091

0,07 1,0338 312

0,08 1,0410 883

0,09 1,0463 809

0,10 1,0517 092

0,11 1,0370 734

0,12 1.0624 758

0,13 1,0679 106

0,14 1,0733 843

0,15 1,0788 930

0,10 1,0844 429

0,17 1,0900 283

0,18 1.0936 520

0,19 1 1013 137

0,10 1,1070 138

0,31 1,1127 327

0,22 1.1185 306

0,23 1,1243 479

0,2» 1,1302 048

0,29 1,1361 017

0,26 1,1430 388

0,27 1,1480 165

0,28 1,1540 350

0,29 1,1600 948

0,30 1,1601 960

0,31 1,1723 391

0,32 1,1783 243

0,33 1,1847 319

0.34 1,1910223

0,3» 1,1973 359

0,36 1,2036 928

0,37 1,2100 936

0.38 1,2165 384

0,39 1,2250 277

0,40 1,2293 617

".'il 1.2361 409

0,42 1,2427 656

0,43 1.2494 361

0,44 1,2561 528

0,43 1,2629 160

0,46 1,2697 261

0,47 1,2765 834

0,48 1,3834 883

0,49 1,2904 413

0,30 1,2974 425

0,51 1,3044 923

0,52 1.3115 916

0,53 1,3187 402

0,54 1,3259 386

0,33 1.3331 873

0,36 1,3404 866

0,37 1.3478 369

0,38 1,3352 387

0,39 1.3636 922

0,60 1,3701 980

DUT.
Z

30 107

0,60

50 503

0,61

0,62

50 841
0,63

51 183
0,64

51 523
0,63

51 872
0.66

52 221
0,67

0,68
32 571

52 926
0,60

53 283
0.70

33 642

54 004

0,71

34 368

0,72

34 737

0,73

55 107

0,74

35 47il

0,73

35 S36

0,76

36 233

0,77

36 617

0,78

0,79

37 001
0,80

57 389

57 779

0,81

58 173

0,82

0,83

58 569
0,84

58 969
0,85

59 371
0,86

59 777
0,87

60 183
0.88

60 598
0,89

61 012
0,90

61 431

61 852

0.91

02 276

0,92

62 704

0,93

63 136

0,94

63 369

0,93

64 008

0,96

64 448

0,97

64 893

0.98

63 340

0,99

65 892

1,00

66 247

1,01

66 705

1,02

67 167

1,03

67 632

1,04

68 101

1,03

68 573

1.06

69 049

1,07

69 530

1 ,08

70012

1 ,09

70 300

1,10

70 991

1,11

71 486

1,12

71 984

1,13

72487

1,14

72 993

1,13

73 303

1,16

74 018

1,17

74 535

1,18

75 058

1,19

1,20

 

1,3701 980

1,3777 564

1,3853 678

1,3930 327

1,4007 314

1,4085 244

1,4163 320

1,4242 348

1,4321 731

1,4401 674

1,4482 182

1,4565 257

1,4644 906

1,4727 152

1,4809 939

1,4893 534

1,4977 319

1,5061 899

1,5147 080

1,5232 866

1,5319 362

1,3406 271

1,3493 900

1,5582 133

1,5671 035

1,5760 351

1,3830 706

1.5941 504

1,6032 931

1,6123 052

1,6217 812

1,6511 237

1,6405 330

1,6500 099

1,6595 547

1.6691 681

1,6788 503

1,6886 025

1,6984 247

1,7083 176

1,7183 818

1.7283 178

1.7384 262

1,7486 076

1,7588 625

1,7691 915

1,7793 953

1,7900 743

1,8006 292

1,8112 606

1,8219691

1,8327 553

1,8436 198

1,8545 633

1.8655 863

1,8766 895

1.8878 733

1,8991 390

1,9104 866

1,9219 170

1.9334 308

Diff.

75 584

76 114

76 649

77 187

77 730

78 276

78 828

79 383

79 943

80 308

80 075

80 649

82 226

82 807

85 395

83 985

84 580

85 181

85 786

86Ô96

87 009

87 629

88 253

88 882

89 516

90 155

90 898

91 447

92 101

92 760

93 423

94 093

94 769

93 448

96 133

96 924

97 520

98 223

98 929

99 642

100 360

101 084

101 814

102 549

103 290

104 058

104 790

105 549

106 314

107 085

107 862.

108 645

109 435

110 230

111 052

111 840

112 655

113 476

114 304

115 138

 

1 .20

1.11

i,2'i

1,1!

1,24

1,23

1.20

1,17

1,18

1,39

1.30

1.31

1,32

1,31

1,31

1,53

1,16

1,37

1,58

1,39

1,'ul

1,41

1,41

1,43

1,44

1,45

1,46

1.4 7

1,48

l.'lli

1,50

1,31

1,31

1.53

1,84

1..V.

l,5li

1,37

1,58

1,39

1,60

1,61

1 ,61

1.63

1.6»

1,65

1,66

1.67

1,68

1 .00

1,70

1,71

1,71

1.73

1.74

1,7 3

1,76

1,77

1,78

1,79

1,80

1,9334 308

1,9450 286

1,9567 113

1,9684 793

1,9803 334

1,9922 744

2,0043 028

2,0164 193

2,0286 248

2,0409 198

2,0553 031

2,0637 815

2,0783 495

3,0910101

2,1037 638

2,1166 115

2,1295 559

2,1425 917

2,1557 258

2,1689 369

2,1833 857

3,1957 131

3,3092 397

3,3228 666

3,2565 943

2,2504 238

2,3643 558

2,2783 913

2,2925 309

2,3067 735

2,3211 260

2,3355 833

2,3501 482

2,5648 213

2.5796 041

2.3944 969

2,4095 008

3.4246 167

3,4398 453

2,4351 880

3,4706 453

2.4862 183

2,5019 076

2,5177 146

2,5336 399

2,5496 847

3,5658 499

2,5831 364

2,3983 452

2,6150 773

2,6317 338

2.6483 153

2.6654 253

2,6824 589

2.6996 227

2,7169 158

2,7343 394

2,7318 946

3,7693 823

3,7874 036

3,8053 597

115 978

116 827

117 680

118 341

119 410

120 284

121 163

121055

132 950

133 833

134 764

135 680

136 606

137 337

128 477

129 424

130 378

131 341

132 311

153 188

134 274

133 266

136 269

137 277

138 295

139 310

140 333

141 396

142 446

143 315

144 573

145 649

146 733

147 826

148 948

130 039

131 139

132 388

153 423

134 573

155 729

156 894

158 070

159 255

160 448

161 632

162 865

164 088

165 321

166 565

167 817

169 080

170 354

171 63B

172 931

174136

173 332

176 877

178 113

179 561



Suite de la Table des valeurs de F' (2) =!(«'— 1).
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1'
F'(z)

Diff.
Z

1,80 2,8053 597

180 919

2,00

1,81 2,823* 516

182 289
2,01

1,82 2,8*16 805

183 669

2,02

1,83 2,8000 17*

185 060
2,03

1,8» 2,8783 53*

1,85 2,8971 997 186*63
2,03

1,86 2,9139 875
187 878

1,87 2.93*9 179 189 30*
2,07

1,88 2,9539 919 190 7*0

1,80 2,9732 109 192 190
2,09

1,90 2,9923 760
193 651

193 12*

2,10

1,91 3,0120 88*

196 608

2,11

1.92 3,0317 *92

198 103

2,12

1,93 3,0313 597

199 61*

2,13

2 . 1 *1,94 3,0715 211

1,95 3,0916 3*7 201 136
2,15

1,96 3,1119016
202 669

2,16

1,97 3,1323 231
20* 213

2,17

1,98 3,1329 003
203 77»

2,18

1,99 3,1736 351
207 3*6

2,19

2.00 3,19*5 280
208 929

2,20

F'(î)

:> ,19*5 280

I ,2133 808

3 ,2367 9*5

-
2381 706

3 2797 10*

S 301* 132

3 3532 8C3

3 3*33 252

3 3673 331

3 38C9 116

3 *12» 619

3 *331 834

3,*580 837

3 *81l 581

3 50**101

3 5278*11

3,551*526

3 5752 461

3,3992 231

3 6233 850

3,6*77 33*

Dur.

210 328

212 137

213 761

213 398

217 0*8

218 711

220 389

222 079

223 785

223 503

227 233

228 98ô

230 74*

232 520

23* 310

236 115

237 935

239 770

241 619

2*3 *8»

S F'(,)

Diff.

2,20 3,6*77 334

2,21 3,6722 699
2*3 365

2,22 3,6969 959
247 260

2,23 3,7219 130
5*9171

2,2» 3,7470 229
251 099

2,25 3,7723 270
253 0*1

2.26 3,7978 271
253 001

2,27 3,8235 2*6
256 975

2,28 3,8494 212
238 966

2,29 3,8755 186
260 974

2,30 3,9018 183
262 999

265 039

2.31 3,9283 22*

2,32 3,9550 520
267 096

2,33 3,9819 492
269 172

2,34 *,0090 735 271 26."

2,33 4,036» 126
273 371

2,36 4,0639 025
273 499

2,57 4,0917 267
277 6*2

2,38 4,1197 071
279 80*

2,39 4,1*79 03*
281 983

2.40 *,1763 235
28» 181

IX. Table des valeurs de F (2) = —

 



no

Suite de la Table des valeurs de F (:);=•

■—z—4

 

Dit'.

60 03

00 3 8

60 71

61 03

61 39

61 75

62 08

62 43

6S 78

* F(«)

1 ,20 1,3557 18

i ,21 1,5620 31

4 ,22 1.5683 79

1 .23 1,5747 63

4 .24 1.5811 83

i .23 1,3876 39

( .26 1,5941 51

1 .27 1.6006 60

1 ,28 1,6072 26

i .29 1,6138 29

1 ,30 1,6204 69

1 ,51 1,6271 47

1 .32 1,6338 62

1 .33 1,6406 16

i ,34 l.t.'47ï IIK

1 ,33 1,634239

( ,36 1,6611 08

1 ,57 1,6680 16

1 ,58 1,674964

1 .39 1,6819 52

i ,40 1,6889 79

1 ,41 1.696046

1 ,42 1,7031 54

1 .45 1.7103 03

1 ,44 1.7174 92

1 ,43 1,7247 22

1 .46 1,731994

1 ,47 1,7393 07

1 ,48 1,7466 63

1 ,49 1,7540 61

1 .30 1.761301

1 ,51 1.7689 84

1 ,52 1.7765 10

i .53 1.7840 80

1 ,34 1,7916 94

1 ,53 1,7993 51

1 ,36 1,8070 52

1 .37 1,8147 98

1 ,58 1,8225 89

i ,39 1,8304 25

i ,60 1,8383 06

1 ,61 1,8462 33

i ,62 1.8542 06

1 .63 1.8622 26

1 .64 1.8702 92

1 ,65 1,8784 05

1 .66 1,8865 66

1 ,67 1.8947 7»

1 .68 1,9050 30

1 .69 1,9113 34

1 ,70 1,9196 86

1 .71 1.9280 87

t ■ 72 1,9365 38

1 ,73 1.9450 39

< ,74 1,9533 89

1 .75 1.9621 89

1 ,76 1,9708 40

4 .77 1.9793 41

4 ,78 1,9882 94

1 ,79 1,9970 99

1 .80 2.0059 33

Dif.

63 13

1,80

63 48

1,81

63 84

1,82

64 20

1,83

64 56

1,84

64 92

1,85

1,86

1,3 2 9
1,87

65 66
1,88

66 03
4,89

66 40
l.'.'U

66 78

67 15

1,91

1,92

67 34
1,93

67 92
1.94

68 31
1,93

68 69
1,96

69 08
1,97

6948
1,98

69 88
1.99

70 27
2,00

70 67

71 08

2,01

2,02

71 49
2,03

71 89
2,04

72 30
2,05

72 72
2,06

73 13
2,07

73 56
2.08

73 98
2,09

74 40
2,10

74 83

75 26

2,11

2,12

73 70
2,13

76 14
2,14

76 57
2,13

7701
2,16

7746
2.17

77 91
2,18

7836
2,19

78 81
2,20

7927

2,21

79 73
2,22

80 20
2,23

80 66
2.24

81 13
2,23

81 61
2,26

82 08
2,27

82 36
2,28

83 04
2,29

83 52
2,30

84 01

2,31

84 31
2.32

85 01
2,33

85 30
2,34

86 00
2,33

86 51
2,36

87 01
2,37

87 33
2,38

88 03
2,39

88 56
2,40

 

2,0039 55

2.0148 64

2.(123» 26

2,0328 39

2.0419 06

2,0310 27

2.0602 02

2,0694 31

2,0787 15

2.0880 54

2,0974 49

2,1069 00

2.1164 06

2.1259 68

2.1335 88

2,1452 66

2.1550 02

2,1647 95

2,1746 47

2,1845 58

2,1943 28

2,2045 58

2.214648

2,2247 98

2,2350 10

2,2452 83

2,2356 18

2.2660 15

2,2764 74

2.2869 97

2,2975 83

2,308232

2,318946

2.3297 23

2,3403 70

2,351480

2,3624 56

2,373499

2.3846 09

2,3937 86

2,4070 30

2,418344

3.4297 26

2.4411 78

2.4526 99

2.4642 91

2.4739 53

2.4876 87

2,4994 92

2,5113 70

2,5233 21

2,3353 43

2,547443

2,5396 14

2,5718 60

2.5841 81

2,5965 78

2, 6090 52

2,6216 03

2.6342 31

2.6469 33

Dif.

89 09

89 62

90 13

90 67

91 31

91 7»

92 29

92 84

93 39

93 95

94 31

93 06

95 62

96 20

96 78

97 36

97 93

98 53

99 11

99 70

100 30

100 90

10130

102 12

102 73

103 35

103 97

104 39

103 23

105 86

106 49

107 14

107 79

108 45

109 10

109 76

11043

111 10

411 77

112 44

113 14

113 82

11452

11521

11393

11662

117 34

118 03

J 18 78

i 19 31

130 2»

12098

121 71

12246

123 21

123 97

124 74

13531

126 28

127 04



X. Table des valeurs de ifl>(a:, V).

l)J,(a;,V) p' ordon., et S(x,\) pr inclin.; z= —,V0= —'.

571

z = 0,00 * = 0,01

il!>(xV) DVo D.Z Kb(*V) DVo D.Z

1.0000 33 1,0033

3

3»

1,0000 33 1,0035 30

1,0000 37 1,0037 37

1,0000

0

0

19 1,0039 38

1,0000 40 1,0(11(1 11

1,0000 «1 1,0012 «3

1,0000 44 1,00»» »3

1,0000

0

«s 1,00*3 »6

1,0000 «7 1,0047 47

1 ,0000 49 1,0019 48

1,0000 30 1,0030 SI

1,0000

0

31 1,0031 31

1,0000 33 1,0033 3»

1,0000 33 1,0033 36

1,0000 37 1,0037 37

i.nooo

0

39 1,0039 39

1,0000 60 1,0060 61

1,0000 61 1,0061 63

1,0000 64 1,006» 6»

1,0000

0

63 1,0063 66

1,0000 67 1,0067 68

1,0000 69 1,0069 69

1.0000 70 1,0070 71

1,0000

0

71 1,0073 73

1,0000 7» 1,007» 7»

1,0000 73 1,0073 76

1,0000 77 1,0077 78

i = 0,000C Di '. 66 1 = 0,0066 Dif. 67

Correctioi 0,0 )00 Correction 0,0 100

Z= 0,02

M*v) DTo D.I

1,0067 34

1,0071 33

1,007» 37

1,0077

4

39

1,0081 40

1,008» 43

1,0087 44

1,0091

3

3

4

3

3

4

43

1.009» 47

1,0097 «9

1,010) 31

1,010» 33

1,0107 XS

1.0111 36

1.0114

4

3

3

4

3

4

S

S

4

S

8

4

58

1,0118 59

1,0131 61

1,0134 63

1.0138 63

1,0131 67

1,0133 68

1,0138 70

1,0141 71

1,0143 73

1,0148 75

1,0131 77

1,0135 78

*-0,01S8 Dir. 68

Correction 0,0 100

MxV) DVo

1,0101

S

il

5

3

S

S

5

5

5

6

X

S

1,0106

1,0111

1,0116

1,0131

1,0136

1,0131

1,0136

1,0141

1,0146

1,013!

1,0137

1.0163

«

s
1,0167

1,0173
5

S

5

6

3

S

S

4

6

S

S

S

1,0177

1,0183

1,0187

1,0193

1,0198

1,0303

1,0308

1,0113

1,0318

1,0333

1,0338

1,0233

1,0135 34

1,01«2

•
36

1,0148 38

1,0155 10

1,0162 11

1,0169 43

1,0176 14

1,0182

7

17

1,0189 48

1,0196 ■0

1,0203 M

1,0309

7

7

5»

1,0316 53

1.0333 87

1,0330

7

7

6

8

6

7

7

*

8

7

6

7

39

1,0237 60

1,02»» 63

1,0230 6»

1,0258 63

1,026» 07

1,0271 09

1,0278 7)

1,038» 73

1,0292 71

1,0299 78

1,0305 7»

1,0313 80

Pour

onl.

0,00

o.os

0,10

0,15

0,10

0,11

0,30

0,33

0,40

0,13

0,30

0,33

0,60

0.63

0,70

0,73

0,80

0,83

0,90

0,93

4,00

1,03

4,10

1,15

1,10

1,33

1,30

Pour

3

« = 0,0201 Dif. 67

Correction 0,0000

o.oo

0,05

0,10

0,13

0,20

0,23

0,30

0,33

0,40

II.'»'»

0,50

0,55

0,110

0,65

0,70

0,73

0,80

0.83

0,90

0,93

1,00

1,0.5

1,10

1,15

1,20

1,23

1,30

Pour

3

r = 0,04

z = 0,0268 Dif. 66

Correction o.oooo

z = 0,05

1,0169

1.0178

1,0186

1,0195

1,0303

1,0313

1,0330

1,0339

1,0337

1,0246

1,0334

1,0363

1,0371

1,0380

1,0389

1,0297

1,0306

1,0314

1,0333

1,0331

1,0340

1,0349

1,0337

1,0366

1,0374

1,0383

1,0392

S -0,0351 Dif. 67

Correction o.oooo

1 = 0,06

1,0203

1.0214

1,0224

1,0234

1,0244

1,0234

1,0265

1,0275

1,0283

1,0296

1,0306

1,0316

1,0326

1,0337

1,0347

1,0357

1,0368

1,0378

1,0388

1,0399

1,0409

1,0420

1,0431

1,0441

1,0431

1,0461

1.0472

î = 0.0101 Dif. 67

Correction 0,0000

:0,07

1,0238

1,0230

1,0262

1,0274

1,0286

1,0298

1,0310

1,0322

1,0334

1,0346

1,0358

1,0371

1,0383

1,0394

1,0406

1,04)8

1,0431

1,0443

1,0433

1,0467

1,0479

1,0499

1,0304

1,0516

1,0528

1,0541

1,0333

S =0.0468 Dif. 66

Correction o.ooto



5/2
•V,

1)I>(j-', V) [>r orduii., et 5(j-, V) u'- inclin.; z =—,Vo=—

[ Pour

ord.

Vo

0,00

0.03

0,10

0,13

o,so

0,23

0,30

0.35

0,40

0,4 5

o.so

o,ss

0,60

O.C»

0,70

0,75

0,80

0,83

0,90

0,9)

1,00

1,03

1,10

1,13

1,10

l.S.'i

1,50

Pour

3

r= 0,08

lP„(a:V) DVo d. z

r = 0,09

l)l(a;V) d vo d.

T = 0,10

llhfajV) ovi) d. z

2 = 0,0602 Dit. 67 2^0,0609 Dif. 67

Correction 0.0000 Correction 0,0000

1=0,41

I&GeV) DVo 0

.-.:, 1,0377

T»7 1,0596

99 1,0416

'Il 1,0435

43 1,0434

.»)•)
1,0473

4 6 1,0492

48 1,0512

30 1,0531

M 1,0330

54 1,0570

30 1,0590

07 1,0608

89 1.0628

61 1,0647

63 1,0667

65 1,0686

li 1,0706

ns 1,0725

71 1,0745

7» 1,0763

7» 1,0784

77 1,0803

79 1,0825

su 1,0844

82 1,0864

84 1,0884

Vo

1.027S

1,0X86

1,0300

1,03111

1,03X7

1,0341

1,03.13

1,0369

1,0383

1,0390

1,0410

1,0424

1,0438

1,0432

1,0466

1,0480

1,0494

1.0307

1,0321

1,0533

1,0549

1,0564

1,0578

1,0592

1,0606

1,0020

1,0635

2-0.0534 Dif. 68

Correction o.oooo

1,0307

1,0323

1,0338

1,0354

1,0369

1,0384

1,0400

1,04 16

1,0432

1,0447

1,0462

1,0478

1,0494

1,0510

1,0326

1,0541

1,0537

1,0373

1,0389

1,0605

1,0620

1,0637

1,0653

1,0669

1,0685

1,0701

1,0717

1,0542

1,0339

1,0377

1,0394

1,0411

1,0429

1,0446

1,0464

1,0481

1,0499

1,0516

1,0334

1,0351

1,0369

1,0586

1,0604

1,0621

1,0639

1,0637

1,0674

1,0692

1,0710

1,0728

1,0746

1,0764

1,0782

1,0800

3=0,0736 Dif. 67

Correction 0,0000

0,00

0,08

0,10

0,13

0,20

0,25

0.30

0,33

0,40

0.43

0,50

0,35

0,00

0.63

0,70

0,75

0.80

0,85

0,90

0,95

1,00

1,03

1,10

1,15

1,20

1,15

1,50

1 = 0,-12

1,0413

1,0434

1,0433

1,0470

1,0497

1,0318

1,0339

1,0360

1,0381

1,0602

1,0624

1,0645

1.0606

1.0688

1.0709

1,0730

1,0752

1,0773

1,0798

1,0810

1,0838

1,0839

1.0881

1,0903

1.0925

1.0947

1,0969

.0,13

1,0448

1,0471

1,0494

1,0317

1,0540

1,0363

I,0';i6

1,0009

1,0631

1,0653

1,0678

1,0701

1,0724

1,0748

1,0771

1.0794

1,0818

1.0841

1,0864

1,0888

1.0911

1.0934

1.0958

1,0982

1,1006

1,1030

1,1054

Pour :- 0.0803 Dif. 67 «- 0.0870 Dif. 68 t- 0.0938 Dif. 67

Correction 0,0000 Correction 0,0000 Correction 0,0000

:0,U

1,0484

1,0309

1,0333

1,0558

1,0383

1,0608

1,0633

1,0658

1,0083

1,0708

1,0733

1,0738

1,0783

1,0808

1,0833

1.0859

1,0884

1,0909

1,093 3

1,0900

1,0983

1.1010

1,1030

1,1063

1,1088

1,1114

1,1140

r = 0,15

1,0520

1,0547

1,0573

1,0600

1,0626

1,0633

1.0680

1,0707

1,0734

1,0761

1,0788

1,0815

1,0842

1,0869

1,0896

1,0923

1,0950

1,0978

1,1005

1,1035

1,1060

1,1088

1,1113

1.1143

1,1170

1,1198

1,1226

0,1005 Dif. 68!

Correction 0,0000 |



\fi>(x,V) pr ordon., et 3(cc, V) pr inclin.; *= —, V0= —
«▼.

573

Pour

uni.

Vo

0,00

0,05

0,10

0,13

0,30

0,25

0,30

0,33

0,40

0,45

0,50

0,53

0.60

0.05

0,70

0,75

0,80

0,85

0,90

0,95

1,00

1,05

1,10

1,15

1,20

1,25

1,30

Pour

3

« = 0/16

iPo(xV) dvo n. z

1,0336

1,0583

1,0612

1.0641

1,0670

1.0699

1,0728

1,0756

1,0783

1,0814

1,0843

1,0872

1,0900

1,0930

1,0960

1,0988

1,1017

1,1047

1,1076

1,1106

1,1135

1.1164

1,1194

1,1224

1,1253

1,1283

1,1313

■ =0,1073 Dif. 67

2 = 0,-17

\|»>(.rV) d vo d.

1.0392

1.0623

1,0633

1,0683

1,0714

1,0743

1,0775

1,0806

1,0837

1,0867

1,0898

1,0929

1,0960

1.0991

1,1023

1,1054

1,1085

1,1116

1,1148

1.1179

1,1211

1,1241

1,1273

1,1303

1.1336

1,1368

1,1400

i = 0,H40 Dif. 67

Correction 0,0000

2= 0,18

lR,(xV) DVO D. 3

2=0,19

Oft,OV) DVO d.

Vo 2= 0,21

1 0739

0777

0813

0853

0891

0930

0968

1006

1043

1084

1133

1161

,1201

,1340

,1279

,1319

,1338

,1398

,1437

,1477

37 1,0776

39 1,0816

41 1,0856

43 1,089*

»s 1.0936

ta 1,0976

4'J 1,1017

31 1,1058

',-, 1,1098

35 1,1139

:.7 1,1180

Cil 1,1221

c,{ 1,1262

113 1,1303

«S 1,1344

07 1,1386

li'> 1,1427

71 1,1469

7- 1,1510

73 1,1332

77 1,1594

80 1,1636

SI 1,1677

H'I 1,1719

»:; 1,1761

SH 1,1804

!l 1 1.1R47

37 1,0813

.-»',) 1,0835

4 1 1,0897

4 3 1,0939

4:; 1.0981

4- 1,1023

4 9 1,1066

!il 1,1109

39 1,1151

33 1,1194

«7 1,1337

89 1,1280

lil 1,1323

63 1,1366

66 1,1410

Ii7 1,1453

70 1,1497

71 1,1340

74 1,1384

7(i 1,1628

7S 1,1672

KO 1,1716

î-3 1,1760

h :> 1,1804

K7 1,1848

90 1,1894

•il
1,1938

Correction 0,0000

1,0629

1,0661

1,0693

1,0723

1,0738

1,0790

1,0823

1,0836

1,0889

1.0921

1.0954

1,0987

1,1020

1,1033

1,1086

1,1119

1,1153

1.1186

1,1230

1,1353

1,1287

1,1319

1,1533

1,1387

1,1420

1,1433

1,1488

1 = 0,1207 Dif. 67

Correction 0,0001

1,0665

1.0699

1,0734

1,0768

1,0803

1,0837

1,0871

1,0906

1.0941

1,0975

1,1010

1,1045

1,1080

1,1113

1,1150

1,1186

1,1221

1,1236

1.1292

1,1327

1,1363

1,1397

1.1433

1,1469

1,1305

1,1541

1,1377

. = 0,1274 Dif. 68

Correction 0,0001

0,00

0,05

0,10

0.15

0,20

0,23

0,30

0,35

0,40

0,45

0,30

0,53

0,60

0.65

0,70

0,73

0,80

0,85

0,90

0,93

1,00

1,03

1,10

1,15

1,20

1,23

1,30

Pour

3

2=0,20

1,0702

1,0738

1,0774

1,0810

1,0847

1,0883

1,0920

1,0956

1,0993

1.1030

1,1067

1,1103

1,1140

1.1178

1,1213

1,1232

1,1290

1,1327

1,1363

1,1402

1,1440

1,1476

1,1314

1,1332

1,1390

1,1628

1,1666

= 0,1342 Dif. 68

Correction 0,0001

1.

1.

1,

1.

1,

1.

1,

1

i.

1.

1

i

i

1

r

i

1

1.1317

1,1556

1,1396

1,1633

1,1676

1,1716

1,1756

.-0.1410 Dif. 67

Correction 0,0001

2 = 0,22

= 0,1477 Dif. 67

Correction 0,0001

2= 0,23

. = 0,1344 Dif. 67

Correction 0,0001 j



o74 •»(», (x, V) pr ordon. , et 3 (#, V) pr inclin.; r=—, V0 =—■

Pour

ord.

Vo

0,00

0,03

0,10

0,13

0,Î0

0,13

0,30

«.3.1

», '10

0,43

0,30

0,33

0,60

0,63

0,70

0,78

0,80

0,83

0,90

0,99

1,00

1.0 s

1,10

1.1 s

1,10

1.25

1,30

z=0,24

l(î)(a;V) ovo d. z

1,0830

i,0894

1,0938

1,0981

1,1016

1,1071

1,1113

1,1160

1,1105

1,1149

1,1294

1,1339

1,138»

1,11130

1,1*76

1,1311

1,1367

1,1611

1,1639

1,1703

1,1731

1,1797

1,1843

1,1890

1,1936

1,1984

1,1031

1=0,25

1)J,(XV) DTo D. I

1,0888

1,0934

1,0980

1,1016

1,1071

1.1118

1,1(63

1,1111

1,1138

1,1303

1,1331

1,1399

1,1447

1,1494

1,1341

1,1389

1,1637

1,1683

1,1733

1,1781

1,1830

1,1879

1,1917

1,1976

1,1013

1,1074

1,1113

Pour 3 = 0,1611 Dif. 67 3 = 1,1678 Dif. 68 3=0,1746 Dif. 67

5 Correction o.oooi Correction o.ooos Correction o.oooi

z=0,26

lJÎ>(jîV) 0 Vo D. Z

1,0916

1,0974

1,1011

1,1070

1,1118

1,1(66

1,1113

1,1163

1,1311

1,1361

1,14(0

(,(460

(,(309
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32 1.3320

176

33 1.3373

178

53 1.3426

182

54

0.10 1.3440

174

56 1,3496

177

178

35 1,3331

181

37 1.5608
183

184

M

0,13 1,5614

173

59 1,3673 39 1,3732

IS1
39 1,3791 59

0,20 1.3789

178

«2 1.3831

181

62 1,3913

184

62 1,3975

187

63

0,23 1,3967 65 1.4032

181

63 1,4097

184

63 1.4162

188

63

0,30 1,4143

180

181

68 1.4215

183

183

68 1,4281

186
69 1.4550

190

101

«9

0,35 1.4323 71 1,4396 71 1,4467

188
73 1,4340 72

0.40 1.4306 73 1.4581

186

74 1,4653

190
76 1,4751

193

76

0.45 1,4689

185

78 1.4767

188

78 1,4845

191
79 1,4924

194

79

0.50 1,4874 81 1.4953

189

191

81 1,5036

193

194

87 1,5118

197

197

83

0.33 1,5060

187

84 1.3144 85 1,3229 86 1,5315 86

0.60 1.3247

190

88 1,3335

193

88 1.5423

197

1.5312

200

«1

0.65 1,3437

190

91 1.5328

193

9? 1.5620

197
92 1.5712

201

94

0.70 1.3627

192

193

04 1.5721

196

198

96 1,5817

199

96 1.3913

205

206

98

0.75 1.38(9 98 1,5917 99 1,6016

202

100 1,6116 101

0.80 1.6012

193

103 1.6115

198

103 1.6218

202

104 1,6322

206

104

0.83 1,6207

197

(98

106 1,6513

200

107 1,6420

204

206

108 1.6528

207

108

0.90 1,6404 109 1,6515 111 1,6624 111 1.6735 112

0.93 1,6602

200
113 1,6713

204

115 1,6830

207
115 (.6943

211

116

1.00 1,6802

202
(17 1,6919

206

118 1,7037

210

119 1.7156

214

120

1,03 1,7004

203
171 1,7123

207

(27 1,7247
211

173 1.7570

2(5

174

1,10 1.7207

204

206

123 1,7332
20S

2 1 0

(16 1.7458

212

213

177 1.7383

216

2(7

178

1,13 1.7411 (29 1,7340 130 1,7670 131 1.7801 132

1.20 1.7617 133 1,7730

211

2 1 3

(33 1.7883

2(6

135 1.8018

2(9

(37

1,25 1.7825
209

136 1,7961 158 1.8099

S,7|l43

138 1.8237 141

1,30 1.8034 140 1,8174 142 1.8316 1,8459 145

Pour 2-0.3174 Dil . 70 2 = 0,3243 Di . 70 2 = 0,3313 Dif. 70 2=0.3383 Dif. 70

Ô Correctior 0,0( 33 Correction 0,01134 Correction 0,0f 34 Correctior 0.0 13 s



«V|
ifi,(a:, V) p>- ordon., et 3(x, V) pr inclin.; - = ~, ^° = ~7 581

Pour

ord.

Vo

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,35

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

0,55

0,00

0,65

0,70

0,73

0,80

0,85

0.90

0,95

I .011

1,03

l.l"

1,15

1,10

1,15

1.30

Pour

3

z= 0,80

lfi>(xV) DVo D. Z

511,3297
183

541,3480

184
371,3664

18b
611,3850

188

641,4038

189
C81,4527

192
701,4419

1,4612

19.1

74

1,4807

196

77

1.5003 81

1,5201

200

102

84

1,5401 88

1,5603

103

91

1,5806

205

93

1,6011

106

209

99

1,6217 103

1,6426

210

106

1,6636 110

1,6847

214

2(5

115

1,7061 118

1,7276

218

122

1,7494

119

123

1,7713 lit

1,7933

231

133

1,8153 138

1,8378
220

144

1,8604 147

X = 0,5453 Dif. 69

Correctio 1 0,0 136

z = 0,81

ltî>(a?V) d v0 d. z

186

187

190

191

1 9.3

194

m
ios

200

101

204

i't:,

207

109

ItO

111

lia

ne

217

i^0,S522 Dif. 70

Correction 0,0037

Z= 0,82

Tl'ofxV; DTo D. Z

[89

191

192

19.'.

196

198

200

202

103

•-•il',

207

208

-.Mi

213

114

2 11,

118

... | r,

2 22

2 23

2 21

22 7

119

■l-l

23 3

231

.5 = 0,3592 Dif. 70

Correction o.ooss

z = 0,83

lft,(.cV) DV„ D

192

19 1

195

198

199

302

207

103

207

209

110

113

l<*

SIS

3 l 'l

220

111

2 21

116

111

lis

m

233

23:,

237

239

* = 0.3662 Dif. 70

Correction o.ooso

Vo z = 0,84

SI

.',',

58

61

es

68

73

76

70

8 2

88

90

94

98

102

104

108

11.3

I 17

12(1

123

I 3(1

134

138

112

ne.

131

z=0,85 z = 0,80

211

201

201,

207

210

2 1 1

211

2 13

218

111

2 22

221

221,

227

230

23 2

23 3

236

139

39

6 2

65

6 S

7 2

7 3

7 0

83

87

(Kl

91

97

102

—0,87

203

2(17

109

2 10

113

2 I ',

217

219

222

2 23

223

228

22 9

232

233

2 36

23S

210

213

213

216

218

ISO

2 32

2 ', 3

2 3 6

1,3348

1,3534

1,3721

1.3911

1,4101

1,4295

1,4489

1,4686

1,4884

1,5084

1,5285

1,5489

1,5694

1,5901

1,6110

1,6320

1,6531

1.6746

1.6961

1.7179

1,7398

1,7619

1,7843

1.8066

1,8293

1,8522

1.8751

221

223

224

117

«29

229

1,3399

1,3.188

1,3779

1,3971

1.4166

1.4362

1,4360

1,4760

1,4963

1,3165

1,5370

1,5377

1.5783

1,3996

1,6309

1.6433

1,6639

1,6837

1,7076

1,7398

1,7321

1,7743

1,7972

1,8201

1.8432

1.8665

1.8899

1,3431

1,3643

1,3837

1,4033

1,4230

1,4429

1,4631

1,4834

1,5039

1.5246

1,3435

1,3663

1,3878

1.6092

1,6308

1,6327

1,6747

1,6968

1.7192

1,7418

1,7645

1,7873

1,8104

1.8337

1,8372

1,8809

1,9048

0,00

0,05

0,10

0,13

0,20

0,15

0,30

0,33

0,40

0.43

0,30

0,33

0,60

0,65

0.70

0,75

0.80

0,83

0,90

0,95

1,00

1,05

1,10

1,15

1.10

1.15

1,30

Ponr

3

1,3301

1,3697

1,3893

1,4093

1,4294

1,4497

1,4701

1,4909

1.5118

1.5328

1.3340

1,5734

1,3970

1,6188

1,6409

1,6631

1,6853

1,7080

1,7308

1,7338

1,7769

1,8001

1,8236

1,8473

1,8713

1,8935

1,9197

19.';

199

198

2HI

203

2(14

■JUS

109

21(1

212

211

216

218

221

222

224

2 2V

22S

231)

23 1

232

133

237

340

212

212

0,3733 Dif. 70

Correction 0,0040

1,3554

1,3732

1.3953

1,4135

1,4339

1,4565

1,4774

1,4985

1,3197

1,3410

1.5626

1,5844

1,6064

1,6286

1,6311

1,6735

1,6963

1,7193

1,7423

1,7658

1,7894

1.8131

1.8370

1.8611

1,8853

1,9101

1,9348

l.( s

2(11

2112

2111

206

209

211

212

213

116

218

220

2 22

223

221

228

130

23 2

2 33

136

23 7

139

211

211

2 16

217

« = 0,3801 Dif. 70

Correction 0,0042

1.3606

1.3807

1,4011

1,4217

1,4414

1,4634

1.4845

1,5059

1,5274

1.5492

1,5711

1,3933

1,6137

1.6383

1.6610

1,6840

1,7071

1.7303

1,7541

1,7780

1,8010

1,8361

1.8304

1.8749

1,8997

1,9248

1,9500

210

211

213

213

218

23 1

232

10',

10(1

I M

118

122

12 3

13(1

13',

110

111

US

132

«-0,3871 Dif. 70

Correction 0,0043

1.3658

1,3863

1,4070

1,4279

1.4489

1.4702

1,4917

1,5134

1.SK53

1,5375

1.5798

1.6023

1,6231

1.6480

1,6713

1,6943

1,7181

1,7419

1,7639

1,7903

1,8143

1,83"91

1,8639

1,8889

1,9141

1,9396

1,9652

3 3

3 6

59

62

06

69

7 3

7 6

80

83

87

91

93

09

102

107

110

I 11

I IS

122

127

132

13 6

110

113

110

1 31

1=0,3942 Dif. 70

Correction 0,0044



ax aVf

582 tfc(^,Y) pf ordon., et ô(x, V) y inclin.; î = ~, Vo=—.

Pour

ord. *= 0,88 *= 0,89 *= 0,90 1= 0,91

V„ *(*V) D Vr> d. : ifi,(xV) D Vo D. 2

53

*(*V) D Vo d. ; Tfi,(-zV) D Vo D. S

340,00 1,3711

208

210

212

53 1,3764

211

213

213

1,3817

214

217

219

34 1,3871

217

220

223

0,05

0,10

1,3919

1,4129

36

S9

1,3975

1,4188

56

60

1,4031

1.4248

57

60

1,4088

1,4308

37

61

0.1.1 1,4341

214

62 1,4403

218

64 1,4467

221

G4 1,4331

224

64

0,20 1.4553

216

66 1,4621

220

67 1,4688

223
67 1,4735

227

68

0,33 1,4771

219

70 1,4841

223

70 1,4911
225

228

71 1,4982

229

71

0.30 1,4990

220

73 1,5063

224

75 1,3196 75 1,5211

251

74

0,35 1,5210

223

77 1,5287

226
77 1,5364

230
78 1,5442

254

78

0.40 1,5433

226

80 1,5313

229
81 1,5594

333
82 1,3676

236

82

0,45 1,3659

226

229

232

83 1,5742

230

253

236

84 1,5826

33-3

236

239

86 1,39!3

238

86

0,50 1,5885 87 1,5972 89 1,6061 89 1,6150

241

242

90

0,55 1,6114 91 1,6303 92 1,6297 94 1,(1391 93

0.60 1,6346

233

255

238

239

242

244

95 1,6441

237

239

241

244

246

248

95 1,6336

242

243

245

248

97 1,6633

243

98

0,65 1,6379 99 1,6678 100 1,6778 100 1,6878

348

349

353

234

256

102

0,70 1,6814 103 1,6917 104 1,7021 105 1,7136 103

0,75 1,7032 106 1,7158 108 1,7266 109 1,7373 110

0,80 1,7291 111 1,7403 112 1,7314

250

253

114 1,7638 114

0,83 1,7533 113 1,7648 116 1,776.4 118 1,7883 118

0,90 1,7777

247

248

119 1,7896

231

253

121 1,8017

254

237

121 1,8138

259

261

122

0,95 1,8024 123 1,8147 124 1,8271 126 1,8397 127

1,00 1,8272

231

128 1,8400

255

128 1,8338

360

361

130 1,8638

264

266

132

1.03 1,8523

333

132 1,8653

257

133 1.8788 134 1,8933 135

1,10 1,8773

334

137 1,8913

338

361

137 1,9049

264

266

139 1,9488

268

370

139

1,15 1,9029

357

141 1,9170 143 1,9313 143 1,9436 144

1.20 1,9286

259

143 1,9431

364

148 1,9579

267

147 1,9726

373

149

1,25 1.9343

261

150 1,9693

266

151 1,9846

271

133 1,9999

374

153

1,30 1,9806 155 1,9961 156 2,0117 156 2,0273 139

[Pour i = 0,601î Dif. 70 1-0.608 1 Dif. 70 . = 0.6(32 Dif. 71 . = 0,623? Dif. 71i

3 Correctioi 1 0,0043 Correct™1 0,0046 Correction 0,0047 Correctio)1 0,0049

Vo s = 0,92 a== 0,93 x =0,94 *= 0,95

0,00 1,3925

220

54 1,3979

224

54 1,4033

229

55 1,4088

331

1

53 i

0,05 1,4143

224

58 1.4303

237

59 1,4262

239

57 1,4319

234

38 (

0,10 1,4369

226

228

61 1,4430

239

333

Cl 1,4491

233

233

62 1.4553

256

61 {

0,15 1,4595 64 1,4659 65 1,4724 63 t,4789

238

65

0,20 1,4833

230

68 1,4891

235

68 1,4959

237

68 1,3027

241

69 :

0,23 1,3033

232
71 1,5124

236

72 1,5196

240

242

72 1,3268

244

246

72

0,30 1,5283

235

73 1,5360

239

76 1.5436 76 1,5312 76

0,33 1,5520

238

79 1,5599

241

79 1,3678

245

80 1,5758

249

80

0,40 1,5758

240

242

82 1,3840

244

83 1,5923

248

84 1,6007

251

254

83

0,45 1,5998 86 1,6084

246

87 1,6171

230

87 1.6258 87

0,30 1,6240

244

247

90 1,6330

248

251

91 1,6421

232

255

91 1.6512

256

259

91

0,55 1,6484 94 1,6378 93 1,6673 93 1,6768 95

0.60 1,6731

249
98 1,6829

253

99 1,6928

237

99 1,7027

261

99

0,63 1.6980

251

103 1,7082

256

103 1,7183

259

262

103 1,7288

264

266

103

0,70 1,7231

254

107 1,7338

237

106 1,7444 108 1,7332 107

0,75 1,7483

257

110 1,7593

261

111 1,7706

265

112 1,7818

369

112

0,80 1,7742

258

360

264

266

114 1,7836

263

263

267

371

113 1,7971

267

270

272

116 1,8087

271

274

116

0,85

0.90

0,95

1,8000

1,8360

1,8334

119

124

127

1,8119

1,8384

1,8651

119

124

1,8238

1,8508

1.8780

120

124

129

1,8358

1,8632

1,8909

132

129

374

277

279

126

150

1,00

1,03

1.8790

1.9037
267

153

136

1,8922

1,9193
271

132

137

1,9054

1,9330

276

279

134

138

1,9188

1,9468

280

134

139

1,10 1.9327

270
141 1,9468

373
141 1,9609

283

283

143 1,9752

284

287

289

144

1,15 1,9600
273

146 1,9746

278

279

146 1,9892 147 2.0039 14»

1,20 1,9873

275

150 2,0023 152 2,0177

286

288

151 2,0328

291

294

134

1,25 2.0133

277

280

154 2,0306
281

285

157 2,0463 156 2,0619 158

1.30 2,0432 159 2,0591 160 2,0731 162 3.0913 164

Pour . = 0,629! Dif. 70 « = 0.636! Dif. 70 .=0.6433 Dif. 70 . = 0,63011 Dif. 71

3 Correclio 1 0,0l950 Correctio 1 0,0 l'.l Correctio a 0.0 933 Correctio 9 0,0033



«Y,

i&(a:,V) pr ordon., et 3(x,V) pr inclin.; z =— , \o = -^- 5*®

Pour

ord. z= 0,96 z=0,97 z=0,98 Z=0,99

Vo <Jb(a;V) i»v0 o. : llb(*V) D Vo D. Z

55

Kfc(xV) DTo D. Z *(*V) DTo D. Z

0,00 1,4143

33'»

237

55 1,4198

238

140

1.4253

242

343

36 1,4309

24 5

56

0,05 1,4377 39 1,4436 59 1.4495 39 1,4554

m
39

0,10 1,4614

240

I '12

63 1.4676

243

246

63 1,4738

247

24 9

63 1,4801

250

233

63

0,15 1,4834 63 1,4919 66 1,4985 66 1,5051 67

0,20 1,5096

244

69 1,5165

348

09 1,3234

252
70 1,5304

236
71

0,33 1,5340

141

73 1,5413

151

73 1,3486

2 3 5

74 1.5560

258

74

0,30 1,5588

250

252

76 1,5664

234

77 1,5741

23 8

260

77 1,5818

20 2

265

78

0,35 1,5838 80 1,5918

236

81 1,5999 81 1,6080 82

0,40 1,6090

233

84 1,6174

2 5 9

85 1,6359

263

83 1,6344

207

86

0,45 1,6343

238

88 1,6433

262

89 1,6532

263

89 1,6611

26 9

90

0,50 1,6603

260

263

92 1,6695

2 0 't

r!67

93 1,6787

26 9

271

93 1,6880

2 7 3

27 5

94

0,55 1,6863 96 1,6959 97 1,7056 97 1,7133 98

o.oo 1,7136

20 3

100 1,7336

270

101 1,7327

273

101 1.7438

278
102

0,65 1,7391

208
105 1,7496

272

104 1,7600

277

106 1,7706

281

107

0,70 1,7639

271

273

109 1,7768

27 3

277

109 1,7877

279

282

110 1,7987

284

286

111

0,75 1,7930 113 1,8043 113 1,8136 113 1,6371 115

0,80 1,8303

277

278

281

117 1,8330

180

118 1,8438
284

288

291

292

295

298

5111

3111

119 1,8337

389

393

295

297

300

303

306

309

119

0,85

0,90

1,8480

1,8758

120

125

1,8600

1,8885

2 83

286

132

127

1.8733

1.9010

124

128

1,8846

1,9138

134

139

0,95 1,9039

183

130 1,9169

288

290

293

297

2!)9

301

304

132 1,9301 133 1,9433 133

1,00

1,05

1,9333

1,9607

28 3

289

2!I2

133

140

1,9437

1,9747

136

141

1,9593

1,9888

137

143

1,9730

3,0030

138

145

1,10 1,9896 144 3,0040 146 3,0186 147 3,0333 148

1,15 3,0188

IN
149 2,0337 150 3,0487 132 3,0639 153

1,10 3,0483

293

300

154 3,0036 185 2,0791
506

309

137 2,0948

311

314

137

1,35 3,0777 160 2,0937 160 2,1097 163 2,1259 163

1,30 3,1077 104 3,1341 163 2,1406 167 2,1373 168

Pour S = 0,6374 Dif. 70 Z = 0,6644 DÎT. 70 J = 0,6714 Dif. 70 J-0.678S1 Dif. 70

3 Correction 0,0053 Correction 0,0056 Correction 0,0037 Correctioi1 0,0059

Vo î:1,0C î:1,01 t : 1,02 z :1,03 s: 1,04 i : 4,05 s : -1,00 *:1,07

0,00 1,4363 1,4411 1,4478 1,4535 1.4593 1,4650 1,4708 1,4767

0,05 1,4615 1,4673 1,4733 1,4794 1.4855 1,4916 1,4978 1,3041

0,10 1,4864 1.4928 1.4991 1.5056 1.5130 1,5185 1.5231 1,5317

0,15 1,3118 1,5185 1,5352 1,5330 1,5389 1,5458 1,5527 1,3397

0,30 1,3373 1,5445 1,3316 1,5588 1,3660 1,5733 1,5806 1,3880

0,33 1,5634 1,5709 1,5784 1,3859 1,3935 1,6013 1,6089 1,6167

0,30 1,5896 1,3973 1,6054 1,6133 1,6313 1,6394 1,6375 1,6457

0,35 1,6161 1,6244 1,6527 1,6410 1,6494 1,6379 1,6664 1,6750

0,40 1,6430 1,6516 1,6603 1,6690 1,6778 1,6867 1,6956 1,7047

0,45 1,6701 1,6791 1,6882 1,6973 1.7063 1,7158 1,7352 1,7347

0,50 1,6974 1,7069 1,7163 1,7339 1,7336 1,7433 1,7531 1,7650

0,55 1,7351 1,7349 1,7449 1,7548 1,7649 1,7731 1,7853 1,7937

0,60 1,7530 1,7633 1,7736 1,7841 1,7946 1,8033 1,8158 1,8366

0,65 1,7813 1,7920 1,8027 1,8136 1,8346 1,8336 1,8467 1,8379

0.70 1,8098 1,8209 1,8321 1,8434 1,8348 1,8663 1,8779 1,8896

0,73 1,8386 1,8301 1,8618 1,8736 1,8854 1,8974 1,9094 1,9215

0,80 1,8676 1,8797 1,8918 1,9040 1,9163 1,9387 1,9413 1,9539

0,85 1,8970 1.9095 1,9220 1,9347 1,9473 1,9604 1,9733 1,9866

0,90 1,9367 1,9396 1,9326 1,9638 1,9791 1,9934 2,0059 2,0195

0,95 1,9566 1,9700 1.9835 1,9971 3.0109 3,0348 3,0388 2,0529

1,00 1,9868 2,0007 3,0147 3,0388 2,0431 3,0374 2,0719 1.0865

1,05 3.0173 2,0317 3,0462 3,0608 2,0736 3.0904 2.1034 1,1206

1,10 3,0481 2,0629 2,0779 3,0930 2,1082 3.1336 2,1393 2,1549

1,15 3.0791 2,0945 2,1100 3.1356 2,1414 3,1373 2,1734 2,1896

1,30 1,1105 2.1363 2,1423 2,1384 2,1747 2,1911 2.2078 2,1243

1,35 3,1433 2,1585 2,1749 2,1916 2,2084 2,3333 2.2423 1,1598

1,50 1,1741 1,190» 1,1080 2,2351 2,2433 3,3600 2,2777 1,2933

„ Cx = 0,885» 0,6924 0,6995 0,7065 0,7136 0,7207 0,7277 0,7348

8 |_cor 0.0060 0 0063 0.0063 0. 0064 0.0066 0,(1067 0,0068 0.0070



584 r)!,(x, V) y ordon., et i(x, V) pr inclin.; z— — , Vo=—.

Pour

ordon.

Vo

: :1,08 s: 1,09 r :1,10 : : -1,41 ;:1,12 z :1,13 z:l,U z:l,15

0.00 1,1826 1,4883 1,4944 1,3004 1,3004 1,5124 1,5185 1,3246

0,05 1.3103 1.3166 1.3230 1.5293 1,5357 1.5421 1.3485 1,5550

0,<0 1,5383 1.5450 1,5517 1,5584 1.3632 1,5720 1,3789 1,3858

0,1$ 1,5667 1.Ï738 1.5809 1,5880 1,3931 1,6024 1,6096 1,6169

0,20 1,3934 1.6029 1,6101 1,0179 1,6235 1,6331 1,640g 1,6485

0,23 1,6243 1,6324 1.6403 1,6482 1.6361 1,6642 1,6723 1,6805

0,30 1.6539 1,6622 1,6705 1,0789 1,6873 1,6957 1,7043 1,7128

0.33 1.6836 1,6923 1,7011 1,7099 1,7187 1,7276 1,7366 1,7436

0,40 1,7137 1,7229 1,7320 1,7413 1,7503 1,7599 1,7693 1,7788

0,45 1,7442 1,7337 1,7633 1,7730 1,7827 1,7 923 1,8024 1,8123

0,S0 1,7749 1.7849 1,7950 1,8051 1,8153 1,8255 1,8559 1,8462

0,33 1,8060 1,8163 1,8270 1,8370 1,8482 1,8589 1,8097 1,8806

0,60 1.8374 1,8483 1,8593 1,8704 1^8815 1.8927 1,9039 1.9153

0,63 1,8692 1.8806 1,8920 1,9035 1,9151 1,9268 1.9386 1.9504

0,70 1.9014 1,9132 1,9251 1,9371 1,9492 1,9613 1.9736 1,9860

0,73 1,9338 1,9461 1,9383 1,9710 1,9836 1.99G2 2.0090 2,0219

0,80 1.9666 1,9794 1,9923 2,0033 2,0184 2.0315 2.0448 1,0381

0,83 1,9998 2,0131 2,0265 2,0400 2,0533 2.0672 2,0810 1,0949

0.90 2,0332 2,0470 2,0609 2,0749 2,0890 2,1032 2,1176 2.1320

0,93 2,0671 2,0814 2,0958 2,1103 2,1250 2,1397 1,1546 2.1695

<,00 2,1012 2,1161 2,1310 2,1401 2,1012 2,1763 1,1919 2,2074

1,03 2,1339 2,1512 2,1667 2,1812 2,1979 2.2137 2,2296 2,2438

1,10 2.1707 2,1866 2,2026 2,2187 2,2349 2.2313 2,2678 2.2844

1,13 2,2059 2,2223 2,2589 2,2553 2,2723 2,2892 2.3063 2.3233

1,10 2.2414 2.2384 2,2753 2,2927 2,3101 2,3276 2,3452 2.3629

1,13 2,2772 2.2948 2,3123 2,3302 2,3481 2,3662 2.3844 2,4028

1,30 2,3135 2,3317

0,7490

2,3500 2,5683 2,3808 2,4054 2.4242 2,4431

3|_co

: 0,7419 0,7561 0,7632 0,7703 0.7773 0.7844 0.7913

r 0,0071 0,0072 0.0071 0,0075 0,0077 0,0078 0,0080 0.0081

Vo : :1,1e ::1,17 ::1,18 3:1,19 s: 1,20 z :1,21 ;:1,22 z:l,23

0,00 1,3308 1,5370 1,5432 1,5494 1,3557 1,5620 1,3083 1.3747

0,03 1.5615 1.3681 1,5747 1,5814 1,5880 1,5948 1,0015 1,6083

0,10 1,3927 1,5997 1.6067 1,6138 1,6209 1,6280 1,0352 1.6424

0,13 1,6243 1,6317 1,6392 1,6467 1,6542 1,6017 1,0694 1.6770

0,10 1,6363 1,6641 1,6720 1,6800 1,0879 1,6959 1,7039 1,7120

0,23 1,6887 1,6970 1,7033 1.7136 1,7220 1.7303 1,7390 1,7475

0,30 1,7215 1,7302 1,7390 1,7478 1,7366 1,7655 1,7745 1.7833

0,33 1,7347 1,7638 1,7731 1,7823 1,7916 1 8010 1,8104 1,8199

o,»o 1,7883 1,7979 1,8076 1,8173 1,8271 1,8369 1,8408 1.8567

0.1)3 1,8223 1.8324 1,8425 1.8528 1,8630 1,8733 1,8837 1.8941

0,50 1,8567 1,8673 1,8779 1,8886 1,8993 1,9101 1,9210 1.9319

0,33 1,8913 1,9026 1,9137 1,9249 1.9361 1,9474 1,9587 1,9702

0,60 1,9268 1,9383 1,9499 1.9610 1,9733 1.9851 1,9970 2.0089

0,66 1,9624 1,9744 1,9805 1.9987 2,0110 2,0233 2,0357 2.0481

0,70 1,9984 2,0110 2,0236 2,0303 2,0491 2.0619 2.0748 2.0878

0,73 2.0349 2,0479 2,0611 2,0743 2,0876 2,1009 2,1144 1,1279

0,80 2,0717 2,0853 2,0999 2,1127 2.1Î66 2,1405 2,1344 2.1685

0,83 2,1089 2,1231 2,1373 2,1510 2.1660 1.1804 2,1950 2,2096

0,90 2,1466 2,1612 2,1760 2.1909 2,2038 1.2208 2,2359 1.1512

0,93 2.1846 2,1998 2.2151 2,2305 2,2460 2,2616 2,2773 2,2931

1,00 2.2231 2,2388 2,2547 2,2700 2,2867 2,3029 2.3192 2.3356

1,03 2,2619 2,2782 1.2946 2.5112 2,3279 2,5446 2.3615 2,3785

1,10 2,3012 2,3180 2, 3351 2,3522 2.5093 2,3868 2,4045 1,4119

1.13 2.3408 2,3583 1,3759 2.3937 2,4115 2,4293 2,4476 2.4638

1,10 2.3809 2.3990 2,4172 2.43:;3 2.4340 2,4725 2,4912 2.3101

1,23 2,4214 2.4400 2,1.'i88 2,4778 2.4969 2.5161 9,3354 1,3549

1,30 2.4622

: 0,7987

2,4815 2.5010 2,5203 9,5402 2,3601 2,5800 1,6001

1 3 [co
0.8058 0.8129 0.8200 0,8271 0.8345 0.8414 0.8483

r 0,0083 0.0084 0,0086 0,0088 0,0090 0,0092 0,0094 0.0096



yk(x, V) p' ordon., et i(x, V) pr inclin.; z = — , V0=
«v,

585

Pour

ordon.

Vo

z:l,24 «:1,25 z:l,30 z:l,35 z:i,40 z:l,45 z:l,50 z : 1,55

0,00 1,3811 1,5876 1,6105 1,6342 1,6889 1,7247 1,7615 1,7991

0,05 1,6151 1,6211 1,6571 1,6930 1,7301 1,7681 1,8076 1,8479

0,10 1,6497 1,6570 1,6943 1,7313 1,7719 1,8123 1,8544 1,8974

0,19 1,6847 1,6924 1,7320 1,7713 1,8144 1,8575 1,9019 1,9470

0,30 1,7101 1,7184 1,7702 1,8131 1,8574 1,9011 1,9301 1,9987

0.13 1,7361 1,7648 1,8089 1,8343 1,9011 1,9495 1,999] 2,0507

0,30 1,79113 1,8016 1,8481 1,8960 1,9454 1.9965 2,0492 2,1014

0,33 1,8194 1,8190 1,8880 1,9384 1,9904 2,0441 2,0998 2,1570

0,40 1,8668 1,8769 1,9183 1,9813 2,0360 1.0927 2,1511 1,1114

0,43 1,9046 1,9151 1,9692 2,0148 2,0823 1,1418 1,2011 1,2066

0,30 1,9429 1,9540 2.0106 2,0689 2,1292 2,1917 2,2362 1,3326

O.SS 1,9817 1,9933 2,0323 2,1116 2,1768 2,2422 2,1098 2,3795

0,60 1,0110 1.0331 2,0951 1,1589 2,2249 2,2934 2.3642 2,4372

0,03 1,0607 1,0734 2.1381 2,2047 2,2738 2,3434 2,4194 2,4937

0,70 1,101)9 2,1141 2.1816 2,2511 2,1212 2,5980 2,4753 2.5550

0,73 1,1416 2,1354 1,1237 2,2982 2,1733 2,4513 2,3320 1,6151

0,80 1,1828 2,1971 2,2703 2,3458 2,4140 2,5051 2.5894 1,0762

0,83 2,2244 2,2393 2.3134 2,1939 2,4754 2.3601 2,6476 2,7380

0,90 2,2665 2,2820 2,3611 2,4427 2,3274 2.6153 2,7060 1,8007

0,93 2,3091 2,3232 2,4071 2,4921 2,5800 2.6710 2,7663 2,8041

1,00 2.3521 2,3688 2,4340 2,5420 2,6334 2,7284 2,8268 1,9284

1,03 2,3957 2,4129 2,5013 2,5926 2,6873 2.7859 2,8880 2,9913

1,10 2.4397 2,4376 2,5491 2,6437 2,7418 2,8441 2,9500 1,0593

1,13 2,4842 2,5027 2,5974 2,6954 2,7970 2,9030 3,0128 3,1262

1,10 2.5291 2.5483 1.6463 1,7477 2,8529 2,9626 3,0703 3,1918

1,13 2,5745 1,5944 2,6957 2,8006 2,9091 3,0227 3,1406 1,2622

1,30 2,6105 1,6409 2,7456 2,8540 1,9664 1,0816 3,2036 8,3314

3[*co

: 0,8556 0,8628 0,8986 0,9344 0,9703 1.0004 1,0420 1,0787

r 0,0097 0,0099 0,0109 0,0119 0,0110 0,0142 0,0134 0.0166

Vo z.-i.CO z:i,65 : :1,70 z:l,75 ::1,80 z : i ,85 z:l,90 z:l,95

0,00 1,8381 1,8784 1,9197 1,9621 1,0059 2,0510 2,0975 2,1433

0.03 1,8893 1,9323 1,9767 2,0220 1,0689 2,1172 1,1671 2,2183

0,10 1.9417 1,9873 2,0346 2.0831 1,1132 1,1848 1,2380 2,2929

0,13 1,9948 2,0435 2,0937 1.1433 2,1986 2.2510 2,3104 2,1689

0,10 1,0488 2,1005 2,1338 1,1086 2,2651 2,1217 2,1842 2.4404

0,23 1,1036 2,1584 2,2149 2,2730 2.3332 2,1952 2,4393 2.5254

0.30 2,1594 2,2174 2,2771 2,3186 2,4023 2,4679 2,5359 2,6060

0,33 1.1161 2,2772 2,3403 1,4051 2,4726 2,3420 2,6139 2,6880

0,40 1.1736 2,3381 2,4046 2,4731 2.3441 2,6171 2,6932 2,7715

0,43 2,3321 2,3999 2,4699 2,5420 2,6168 1,6940 2,7740 1,8566

0.30 2,3914 2,4617 2,5362 1,(111 2,6907 1,7720 1,8561 1,9411

0,55 2,4516 1,3264 2,6036 2,6812 2,7639 2.8512 1,9197 3,0311

0,60 2.5128 2,3911 2,6721 2,7356 2,8422 2,9318 3,0147 3,1207

0,65 2.5748 2,6568. 2,7416 2,8290 2,9198 1.0136 3,1111 3,2117

0,70 2.6377 2,7234 2.8121 2.9036 2,9986 3,0968 3.1988 3,3043

0,73 2,7015 2,7910 2,8837 2,9795 3,0786 1,1811 3,2880 3,3983

0,80 2,7661 2,8396 2,9563 3,0561 3,1598 3.2671 3,1786 3,4938

0.83 1,8318 2,9292 3,0299 3,1340 3,2421 1.3541 1,4705 3.5909

0,90 2,8983 1,8997 3,1047 3,2111 1,1259 3.4425 1,5019 3,6894

0,93 1.9637 3,0711 3,1804 3,2933 3,4107 1,5122 3,6386 3,7893

1,00 3.0340 3,1436 3,2372 3,3746 3,4968 1,6232 5,7348 3,8910

1,03 3.1031 3,1170 3.3350 3,4371 3,3841 3,7153 1,8524 9,9941

1,10 3,1733 3,2914 3.4139 1,5406 3,6726 3,8091 1.9313 4,0986

1,13 3,2442 3,3667 3,4939 3,6253 3,7623 3,9040 4.0317 4,2046

1,10 3,3161 3.4431 3,5748 3,7112 3,8332 4,0002 4,1334 4.3122

1,15 3,3888 3,5203 3,6369 3,7981 1,9433 4,0977 4,2300 4.4212

1,30 3,4623 3,5986 3,7399 1,8862 4,0387 4,1965 4,3012 4.5118

■ 1,1150 1,1315 1.1881 1.2246 1,2613 1,2952 1,3331 1.3721

r 0.017» 0.0191 0,0206 0,0221 0.023.6 0.0255 0,0270 0,0289



586 XI. Taule des valeurs de v(x,X) el 0>(s,V).

V> (x, V), et ûd (x, *);»««, Vo= —«.

 

0.00

0,08

0.10

0,18

0,30

0,28

0,50

0,58

0,40

0,43

0,80

0,88

O.CO

0,68

0,70

0,78

0,80

0,83

0,90

0,9»

4,00

1,03

1,10

i . i a

1,20

1.23

1,30

Pour

z=0,00 r = 0,02

V{x\) 0(*7) D.i

1,0000 100 1,0100 102

1,0000 103 1.0103 107

1,0000 110 1,0110 112

1,0000 110 1,0116 116

î.oooo 121 1.0121 121

1,0000 126 1,0)26 126

1,0000 131 1,0151 132

1,0000 136 1,0136 137

1,0000 l'Il 1,01kl U!

1,0000 m. 1,01116 1*7

1,0000 131 1,0131 152

1.0000 13G 1,0136 157

1,0000 161 1,0161 162

i.oooo 166 1,0166 167

1.0000 171 1,0171 172

I.OOpO 17S 1,0176 177

1,0000 181 1,0181 183

1,0000 186 1,0186 188

i.oooo 191 1,0191 193

1,0000 196 1,0196 198

1,0000 iOl 1.0201 •03

1,0000 206 1,0206 208

i.oooo 211 1,0211 213

1,0000 216 1,0216 218

1,0000 221 1.0221 223

1.0000 226 1,0226 229

1.0000 231 1.0231 233

Dif. 0 Dif. s

i 0,0000 il. 398 0,0398 (1. 398

r = 0,04 r= 0,06

V(x\) V(xV) D. :

1.0202 102 1,030* 104

1,0212 108 1,0320 108

1,0212 113 1,0533 Il 4

1,0232 118 1,03 30 119

1,0242 123 1,0368 125

1,0232 129 1,0381 129

1,0263 133 1,0396 131

1,0275 138 1,0111 110

1,0283 113 1,0126 115

1,0293 148 1.0141 151

1,0303 184 1 ,0137 153

1,0313 159 1.0472 161

1,0323 ICI 1,0487 166

1,0333 169 1,0302 171

1,0313 173 1.0518 176

1,0353 180 1,0533 181

1.0361 184 1,0518 187

1 .0371 189 1,0563 192

1.0381 193 1,0379 196

1,0391 200 1,0591 202

1 ,0101 205 1,0609 207

1.0111 210 1.0624 213

1,0121 218 1,063» 218

1,0131 221 1.0638 222

1 ,0141 226 1.0670 228

1,0131 231 1,0683 233

1.0161 256 1,0700 259

Dif. 10 Dif. 15

0.0793 ( . 397 0.1192 ( . 397

: = 0,08

t)(xV) D.;

1.0408

1,0128

1,01*9

1,0469

4,0490

1,0510

1,0530

1.0581

4,0371

1,059»

1,0612

1,0633

1,0653

1,0673

1.0694

1,0714

1,0735

1,0733

1.0773

1,0796

1,0816

1,0837

1,0887

4.0877

1,0898

1,0918

1.0939

Dif. 20

108

110

118

121

12S

131

137

1*4

447

454

137

162

167

173

178

183

488

194

199

204

209

21*

220

225

230

236

240

97 0,1389 d. 39S

0,00

0,05

0,10

0,18

0,20

0,23

0,30

0,33

0.40

0.43

0,30

0,33

0,60

0,63

0.70

0,73

0,80

0,85

0,90

0,93

1,00

1,03

1,10

1,15

1,20

1,23

1,30

ï = 0,10

1,0313 103

1.0538 1 11

1,0364 i 16

1.0590 121

1.0615 127

1,0641 132

1,0667 137

1.0692 1*3

1.0718 1W

1.0743 154

1,0769 1 .s

1,0793 163

1.0820 169

1,0846 174

1,0872 179

1,0897 185

1,0923 190

1,0919 195

1,0974 201

1,1000 206

1.1023 2(2

1.1031 216

1,1077 221

1,1102 227

1.1428 232

1,1154 237

1,1179

Dif. 23

213

-0 1981 i. S 93

e=0,12

4.0648 107

1,0649 112

1.0680 117

1,0711 123

1.0742 1*8

1,0773 133

1,0804 138

1.0S35 m

1,0866 ri -

1,0897 151

1,0927 160

1 ,0938 166

1,0989 171

1,1020 176

1,1051 181

1,1082 187

1,1113 192

1.1114 197

1,1175 202

1,1206 20S

1,1237 213

1,1267 2(9

1,1298 221

1,1529 270

1.1560 235

1.1391 210

1.1422 215

Dif. 51

"5377 f . 391

z = 0,14

1,0723 108

1,0761 113

1,0797 119

1.0831 124

1,0870 129

1,0906 III

1,09*2 141

1,0979 115

1,4015 151

4,1051 137

1,1087 162

1,112* 167

1,1160 172

1,1196 178

1,1232 1S4

1,1269 188

1.1303 194

1,13*1 200

1,1377 203

1.1414 210

1,1130 216

1,1486 221

1,1322 227

1,1539 231

1,1398 23 7

1,1631 243

1,1667 248

Dif. 36

9,2768 d . 390

3= 0,-10

1,0833 109

1,0874 115

1,0916 120

1,0958 125

1.0999 131

1,1041 136

1,1083 141

1.1124 147

1.1166 132

1,1208 157

1,12*9 164

1,1291 169

1.1332 173

1.137* 180

1.1*16 183

1,1437 191

1,1499 196

l,154t 201

1,1582 207

1.(624 212

1,1666 217

1,1707 223

1,1749 229

1,1790 255

1.1832 240

1,1874 213

1.1915 251

Dif. 42

0,3158 t . 388

: =0A8

1,0912

1,0989

1,1056

1,1083

1,1130

1,1177

1,122*

1,1271

1.1318

1,1563

1,1*13

1.1160

1,1307

1,1354

1,1601

1,1648

1.1693

1.17*2

1,1789

1,1836

1.1883

1.(950

1,1978

1.2023

1,2072

1,2119

1.2166

Dif. 17

1 10

115

121

IM

lit

13S

M

Ml

131

IM

165

170

r,c,

181

113

192

IM

IM

209

215

110

2.1.

Ml

Pour

2 3.,

212

217

233



otJC 01Vi

XD (x, V), et ffl (*, V); «=—, V0=— S87

Pour

2= 0,20 2 = 0,22 2= 0,24 2 = 0,26 2=0,28
viles.

Vo 0(*V) D.2

in

t)(xV) D.2

112

tD(xV) D.2

113

O(xV) D.2

115

t>(xV) D.2

1130,00 1,1053 1,1163 1,1275 1,1388 1,1303

0,03 1,1104 117 1,1221 118 1,1339 119 1,1438 120 1,1578 121

0,10 1,1157 122 1,1279 125 1,1402 123 1,1327 126 1,1653 137

0,13 1,1269 128 1,1337 129 1,1466 130 1,1596 132 1,1728 133

9,30 1,1262 133 1,1395 133 1,1530 136 1,1666 137 1,1803 139

0,23 1,1313 138 1,1453 141 1,1594 141 1,1733 143 1,1873 145

0,30 1,1367 145 1,1512 143 1,1657 148 1,1803 149 1,1954 150

0,35 1,1420 150 1,1570 151 1,1721 133 1,1874 155 1,2029 156

H, '11! 1,1472 156 1,1628 157 1,1785 158 1,1943 161 1,2104 161

0,45 1,1323 161 1,1686 163 1,1849 162 1.2013 166 1,2179 168

0,50 1,1378 166 1,1744 168 1,1912 170 1,2082 173 1,2254 .173

0,35 1,1630 172 1,1802 174 1,1976 176 1,2152 177 1,2329 179

0,60 1,1683 177 1,1860 180 1,2040 181 1,2221 183 1,2404 183

o.cs 1,1733 183 1,1918 186 1.2104 187 1,2291 188 1,2479 191

0,70 1,1788 189 1,1977 190 1,2167 193 1,2300 195 1.2553 196

0,75 1,1840 193 1,2033 196 1,2231 198 1,2429 301 1,2630 203

0,80 1,1893 200 1,2093 202 1,2293 204 1,2499 306 1,3705 208

0,83 1,1946 205 1,2131 208 1,2359 209 1,2308 212 1,2780 214

0,90 1,1998 211 1,2209 213 1,2422 216 1,2638 217 1,2355 220

0,95 1,2051 216 1,1167 219 1,2486 221 1,2707 223 1,2930 226

1,00 1,2103 232 1,2323 225 1,3530 226 1,2776 229 1,3003 232

1,05 1,1196 228 1,2384 229 1,2613 233 1,3846 233 1,3081 237

1,10 1,2209 233 1,2442 235 1,2677 238 1,2913 241 1,3156 242

I 1,15 1,2261 239 1,2300 241 1,2041 244 1,2985 346 1,3231 248

1,20 1,2314 244 1,2558 247 1,2803 249 1,3054 353 1,5300 234

1,35 1,2366 250 1,2616 232 1,2868 355 1.3123 258 1,3381 260

1,30 1.2419 255 1,2674 258 1.2932 361 1.3193

Dif. 69

363 1,3436

Dif. 73

266

Pour

CD*

Dif. 33 Dif. 58 Dif. 64

= 0,3934 d. 387 0,4321 d. 387 0,4708 d. 385 0,3093 (1.383 0.5476 d. 382

Vo 2= 0,30 2= 0,32 2 = 0,34 2= 0 ,36 2 = 0,38

0,00 1,1618 117 1,1735 118 1,1853 119 1,1972 131 1,2093 121

0,03 1,1699 123 1,1322 124 1.1946 133 1,2071 126 1.2197 129

0,10 1,1780 129 1,1909 129 1,2038 132 1,2170 133 1,2302 133

0,15 1,1861 133 1,1996 133 1,2131 137 1,2208 139 1.2417 139

0,20 1,1942 140 1,2032 142 1,2224 143 1,2307 144 1,2511 146

0,23 1,2023 146 1,2169 147 1,2316 149 1,2463 131 1,2016 152

0,30 1,2104 152 1,2236 133 1,2409 135 1,2504 136 1,2720 153

0,35 1,2185 158 1,2343 139 1,2502 161 1,2663 163 1,2825 164

0,40 1,2266 103 1,2429 163 1,2504 167 1,2761 169 1.2930 170

0,45 1,2347 169 1,2516 171 1,2687 173 1,2860 174 1,3034 170

0,50 1,2427 176 1,2003 177 1,2780 179 1,2938 181 1,3139 182

| 0,55 1,2308 182 1,2690 182 1,2872 183 1,3037 189 1,3244 188

1 0,00 1,2389 187 1,2776 189 1,2005 191 1,5156 192 1,3348 194

0,65 1,2670 193 1,2863 193 1,3058 196 1,3254 199 1.3433 200

0,70 1,2731 199 1,2950 200 1,3150 203 1,5553 204 1,3357 207

0,73 1,2832 205 1,3037 206 1,3243 208 1,3451 211 1,3663 213

0,80 1,2913 210 1,3123 213 1,3356 21» 1,5530 217 1,3767 218

0,85 1,2994 216 1,3210 218 1,5438 221 1,3640 222 1,3871 225

0,90 1,3073 222 1,3297 224 1,3521 226 1.3747 229 1,3976 331

0,03 1,3136 228 1,3384 230 1,5614 232 1,3846 235 1,4081 336

1.00 1,3237 253 1,3470 250 1,3706 239 1,3945 240 1,4185 243

1.05 1,5318 239 1,3537 242 1,3799 244 1,4045 247 1,4290 249

1,10 1,3398 246 1,3644 248 1,3892 250 1,4142 250 1,4303 234

1,15 1,3479 232 1.3731 253 1,3984 256 1,4240 259 1,4499 261

1.20 1,3500 238 1,3818 259 1.4077 262 1,4339 265 1,4604 207

1,25 1,3641 263 1,3904 26C 1,4170 263 1,4438 270 1,4708 274

1,30 1.3722

Dif. 81

309 1.5991

Dif. 87

271 1,4262

Dif. 93

374 1,4356

Dif. 90

177 1,4813 279

Tour
D. 103

1 CD* = 0,»8«8 d. 380 0,6238 (1. 579 0,6617 ( . 379 0,6896 d . «77 0,7373 { . 376



588 tD(x,V), et (Q(x,\); r = ^,V0==f'.

i Ponr

viles. Z = 0,40 z = 0,42 Z=0,44 Z=0,40 z = 0,48

Yo t>(lV) D.Z t>(j;V) D.: V(xX) D.: ©(*V) D.r CD(a:V) D.z

jo.oo 1,1214 113 1.2337

1,2454

1.2570

1,2687

124

130

137

143

1,2461

1,2384

113

131

1,2586

1,2713

1.2844

1,2974

126 1,2712

1,2848

1,2984

1,3119

118

154

140

147

! 0,05 1.2323

1,2433

1,2346

129

135

141

133

140

145

j 0,10
1.1707

1,2830

137

1440.15

o.so 1,2637

1,2768

1.2878

1,2989

147

153

160

166

1,2804

1.2921

1,3038

1,3153

149

153

161

1,1953

1,3076

1,3199

1,3322

150

156

163

169

1.3103

1.3232

1,3362

1,5491

152

159

164

171

1,3253

1.3591

1,3526

1,3662

153

139

166

172

0,25

0,30

0,35 167

0.40

0,43

0,30

0,55

1,3100

1,3210

1,3321»

1,3432

171

178

184

190

1,3271

I.33S8

1,3505

1.3622

174 1.3443

1.3568

1.3691

1,3814

173

181

1,3620

1.3750

1,3879

1.4008

177

183

190

196

1,3797

1,3933

1,4069

1,4204

179

183

191

198

180

1S6

192

188

194

0.60

o.o:,

0,70

0,73

1.3542

1,3633

1.3764

1,3875

197

103

108

114

1,3739

1.3836

1,3972

1,4089

198

104

211

217

1,3937

1.4060

1,4183

1,4306

200

207

213

219

1,4137

1,4267

1.4396

1,4525

20S

209

215

222

1,4540

1,4476

1,4611

104

210

117

1231,4747

0.80

0,85

0,90

0.95

1,3985

1,4096

1,4107

1,4317

221

127

233

240

1,4106

1.4323

1.4440

113

229

235

241

1,4429

1.4532

1,4675

1,4798

222

256

238

243

1,4653

1,4784

1.4913

1,5043

117

234

241

246

1.4882

1,5018

1,5154

1,3289

130

256

141

1,4557 24»

1,00

1,03

1.1 II

1,1 5

1,4428

1,4539

1.4649

1.4760

243

151

258

264

1,4673

1,4790

1,4907

1,5024

248

154

260

266

1.492»

1,3044

1,5167

1,5290

251

257

263

270

1,5171

1,5501

1,5430

1.5560

255

259

266

272

1.5425

1,3560

1.3696

1,5832

236

263

269

275

1,10

1,15

1.30

1,4871

1,4982

1,3091

D. 111

170

176

181

1,3141

1.5258

1,5374

D. 117

171 1,5413

1.3536

1.5659

D. 123

276

281

289

1.3699

1,5818

1,5948

D. 129

278

285

191

1.5967

1.6103

1.6239

D. 136

282

Pour

278

285

288

294

= 0,7749 1. 375 0,8124 d . 374 0,8498 d. 373 0,8871 d. 373 0,9244 i. 372

Yo z=0 50 Z=0,52 Z = 0,54 r= 0,56 z= 0,58

0,00

0,05

0,10

0.13

1.2840

1,1981

1.3114

1,3266

119 1.2969

1.3118

1,3266

1.3413

130

136

143

149

1.3099

1,3254

1,3409

1,3364

152

139

143

132

1,3151 133

139

147

153

1,3364

1.3331

1.3701

1,3869

153

142

147

134

136

141

149

1.3393

1.3534

1,3716

0,20

0,13

0,30

0,35

1,3408

1.3350

1,3692

1,3834

155

1G2

168

174

1.3363

1,3711

1,3800

1.4008

156

162

169

176

1,3719

1,3874

1.4029

1.4184

158

163

171

178

1,3877

1,4039

1.4200

1,4361

160

167

173

180

1.4037

1.4106

1.4373

1,4542

161

167

175

181

0.40 1,3976

1,4118

1,4260

1,4401

181 1,4137

1,4303

1,44 54

1.4611

181

189

193

101

1,4339

1,4494

1,4649

1.4804

185

191

1,4524

1,4683

1,4847

1,5008

186

195

199

107

1,4710

1,4878

1.5046

1,5213

189

193

202

108

1 0.45 187

194

100

0.50 198

2040.55

! 0.60 1,4344

1.4686

1.4828

1,4970

207

113

220

226

1.4731

I.4S99

1.3048

1.519C

208

215

221

228

1,4939

1,5114

1,5269

1,5424

211 1,5170

1.5331

1,5493

1,5655

113

220

226

132

1,5383

l.SUl

1.5719

1,5887

213

221

219

136

! 0,65 217

224

231

1 0,70

0,73

0.80 1,5112 233

239

245

1,5343

1.5493

1,5641

1,3790

234

241

248

254

1,5579

1,3734

1,5889

1,6044

137

244

250

257

1,5816

1,3978

1,6139

1,6301

240

246

253

259

1,6056

1,6224

1,6392

1,6560

141

0,83 1,3234

1.5396

1,3338

148

153

262

, 0,90

0,95 252

1,00

1.03

1,10

1,15

1.3681

1.5823

1.5963

1.6107

237

264

170

277

1,3938

1,6087

1,6233

1.6384

261

267

274

280

1,6199

1,6534

263 1.64C2

1,6614

1,6785

1,6947

266

273

280

286

1.6728

1.6897

1,7063

1.7233

269

170

176

173

1,6509

1.6664

"282

28" 289

| 1.20

1.25

1,6249

1,6291

1,6333

D. 149

283

290

296

1.6532

1,6681

1.6829

D. 148

287

293

300

1,6819

1.6974

1.7119

D. 153

290

296

303

1,7109

1.7270

1.7431

D. 161

292

299

306

1,7401

1,7369

1,7738

D. 168

296

303

; 1.30 309

Vour

= 0^816 1.370 0,9986 6 . 368 1,0334 d .367 1,0711 d . 367 1,1088 t . 966



«V,©(», V), et (©(x, V); J =ÏV„=si

C * f

589

 

Pour

vites. z=0,60 z = 0,62 z = 0,64 —0,66 z= 0,68

V. XD(x\) D.z V(x\) D.z
•O(xV)

D.z
■D(asV)

D.i X)(xV) D.i

0,00 1,3499 135 1,3634 137 1,3771 139 1.3910 139 1 ,4049 142

0,05 1,3674 442 1,3816 14» 1,3960 145 1,4103 147 1,4232 148

0,10 1,3848 130 1,3998 150 1,4148 1 3 3 1,4301 153 1,4454 156

0,13 1,4023 156 1,4179 158 1,4337 159 1,4496 161 1,4657 162

0,20 1,4198 163 1,4361 164 1,4323 166 1,4691 168 1,4839 170

0,23 1.4373 170 1,4343 171 1,4714 173 1,4887 173 1.5062 176

0,30 1,434 8 176 1,4724 178 1,4902 180 1,3082 181 1,3264 184

0,33 1,4723 183 1,4906 185 1,5091 187 1,3278 189 1,5467 190

0,40 1,4898 190 1,3088 192 1,5280 193 1,5473 196 1.3669 198

0.4 3 1,3073 197 1,3270 198 1,5468 201 1,3669 ÏH3 1,5872 204

0,50 1,5248 Ï03 1,3431 200 1,5637 207 1,5864 210 1,6074 212

0,33 1,5423 210 1,3633 211 1,5843 215 1,6060 217 1,6277 219

0,60 1,5598 217 1.5813 219 1 ,6034 221 1.11233 2 24 1,6479 226

0.6S 1,3773 2 2 7 1,5996 226 1.6222 229 1,6431 2.7 1 1,6682 233

0,70 1,5948 230 1.6178 233 1,6411 135 1,6646 238 1,6884 24 0

ii.t;, 1,6113 237 1,6360 240 1,6600
■ 12

1,6842 244 1,7086 24 8

0,60 1,6299 244 1,6541 247 1,6788 249 1,7037 252 1,7289 254

0,83 1,6472 231 1.6723 234 1,6977 136 1,7233 256 1.7491 262

0.90 1,6647 258 1.6903 260 1,7165 263 1,7428 266 1,7694 268

0,93 1,6822 265 1,7087 167 1,7334 270 1,7624 272 1,7896 276

1,00 1,6997 271 1,7268 174 1,7542 177 1,7819 280 1,8099 282

1,03 1,7172 278 1,7450 281 1,7731 284 1,8013 286 1,8301 290

1 ,10 1,7347 285 1,7632 167 1,7919 291 1.8210 294 1,8304 296

1,13 1,7322 291 1,7813 295 1,8108 298 1,8406 300 1,8706 304

1,20 1,7697 298 1,7993 302 1,8297 304 1,8601 308 1,8909 510

1,23 1,7872 505 1,8177 308 1,8483 312 1,8797 314 1,9111 318

1.30 1,8047

D. 173

312 1,8359

D. 182

315 1,8674

D. 189

318 1,8992

D. 195

322 1,9514

D. 202

323

Pour

CD i = 1,1434 d. 366 1,1820 d. 364 1.2184 d. 362 1,2546 d. 362 1,2808 d. 360

v„ 1 = 0,70 r = 0,72 1= 0,74 r = 0,76 z= 0,78

0,00 1,4191 142 1,4333 144 1,447 7 146 1.4623 147 1,4770 148

0,05 1,4400 150 1,4330 151 1,4701 153 1,4834 154 1.5008 156

0,10 1,4610 137 1.4767 158 1,4925 160 1.5083 162 1,5247 163

0,13 1,4819 164 1,4983 166 1,5149 167 1^5316 169 1,5483 171

0,20 1.3029 170 1.3200 17: 1.3373 174 1,3347 177 1.3724 178

0,23 1,5238 179 1,3417 180 1.3397 181 1,3778 184 1,5961 166

0.30 1.3448 183 1,3633 187 1,3820 190 1.6010 191 1.6201 193

0,33 1,3657 190 1,5830 194 1,6044 197 1,6241 198 1,6439 201

0,40 1,5867 199 1,6066 102 1,6268 204 1,6472 106 1,6678 208

0,43 1,6076 207 1,6283 209 1,6492 211 1,6703 2 1,7 1,6916 2 1 ',

0,30 1,6286 214 1,6300 216 1,6716 218 1,6934 221 1,7155 222

0,55 1,6496 220 1,6716 224 1,6940 223 1,7165 228 1,7393 230

0,00 1,6705 228 1,6953 231 1,7164 232 1,7396 236 1,7632 237

0,63 1,6913 233 1,7150 157 1.7387 241 1,7628 242 1,7870 243

0,70 1,7124 242 1,7366 245 1,7611 248 1,7839 250 1,8109 232

0,75 1,7334 249 1,7383 252 1,7833 255 1,8090 237 1,8347 21,(1

0,80 1,7343 257 1,7800 259 1,8039 262 1.8321 263 1,8386 267

0,83 1,7753 263 1,8016 267 1.82S3 269 1 . S 3 3 2 272 1,8824 273

0,90 1,7962 271 1 , s 2 -> " 274 1,8507 176 1,8783 280 1,9063 282

0,93 1,8172 278 1,8430 261 1,8731 283 1,9014 187 1,9301 290

1,00 1,8381 285 1,8666 288 1,8954 291 1,9243 294 1,9339 297

1,03 1,8591 292 1.8883 193 1,9178 ■M 1,9477 301 1,9778 504

1.10 1,8800 300 1 ,9100 302 1,9402 3116 1.9708 308 1,0016 312

1.15 1.9010 306 1,9316 310 1,9626 313 1,9939 316 2,0255 319

1.20 1,9219 314 1,9533 317 1,9830 320 2,0170 323 2.0493 327

1,25 1.9429 321 1,9730 324 2,0074 327 2,0401 331 2,0732 354

1,30 1,9639

D. 210

327 1,9966

D. 217

332 2,0298

D. 224

334 2.0632

D. 131

338 2.0970

D. 238

542

Pour

(S>*
= 1,8868 1. 360 1,3628 c . 860 1,3968 i . 858 1,4346 ( .837 1,4703 ( . 337



500

. ax aVj

o(*,V), et cû(*,M; * = T'Vo==T"-

Pour

vîtes. r = 0,80 1 = 0,82 z=0,84 Z = 0,86 z=0,88

Vo XD(x\) D.Z C)(a;V) D.Z V(x\) D.Z 0(«V) D.z V(xX) D.z

0,00

0,03

0,10

0,15

1,4918

1,3164

1,5410

1,3656

150

137

165

172

1,5068

1,5321

1,5575

1,3828

151

159

166

174

1,5219

1,5480

1,5741

1,6002

153 1,5371

1,3641

1,5910

1,6178

155

162

170

1,3327

1,3803

1,6080

1.6336

156

164

171

180

161

169

176 178

0,20

0,23

0,30

0,33

1,5902

1,6148

1,6394

1,6640

180

187

194

102

1.6081

1,6333

1,6588

1,6841

181

189

197

204

1,6263

1.6524

1,6785

1,7047

184

192

199

206

1,6447

1,6716

1,6984

1,7233

185

193

201

208

4.6652

4,6909

4,7183

1.7464

488

4 93

203

241

0.40

0,43

0,30

0,33

1,6886

1,7131

1,7377

1,7623

209

218

223

132

1,7093

1,7349

1,7601

1,7833

212

219

1,7307

1,7568

1.7829

1,8090

214

111

130

237

1.7521

1,7790

4.8059

1,8327

117

221

132

240

4,7738

4,8014

1,8294

1,8867

218

227

227

235

234

242

0,60

0,65

0,70

0,13

1,7869

1,8115

1,8361

1,8607

240

S47

235

1,8109

1,8362

1,8616

1,8869

242

250

257

163

1,8351

1,8612

1,8873

1,9134

245

153

260

268

1,8596

1.8863

1,9133

1,9402

147

233

263

270

1,8343

1.9120

1,9396

250

137

263

273
262 1,9672

0.80 4,8853

1,9099

1,9345

1,9391

270

277

284

292

1,9123

1,9576

1,9629

1,9883

272

280

188

293

1.9393

1,9636

1,9917

2,0178

275

183

291

1,9670

1.9939

2,0208

2,0476

279

286

293

302

1,9949

2.0223

2,0501

2,0778

280

289

297

304

0,85

0,90

0,93 298

1,00

1.05

1.10

1,15

1,9836

2.0082

2,0328

2,0574

300

308

313

322

2.0136

2,0390

2,0643

2,0896

303

310

318

326

2,0439

2.0700

2,0961

2,1222

306

314

321

329

1,0743

2,1014

2.1281

1,1531

309

316

315

332

1.1054

2.1350

1,1607

312

320

323

3361,1883

1,20

1,23

1.30

2,0820

2,1066

2,1312

D. 246

330

337

2,1150

2,14*13

2,1657

D. 233

333

341

348

2,1483

2,1744

2,2005

D. 261

336

344

352

2.1819

1,2088

2,2357

D. 269

340

348

355

2.2139

1,2456

1,2712

D. 276

344

331

359

Pour

-1,5060 d. 356

343

1.5416 d. 353 1,5769 ( . 3 33 1,6122 d.55! 1,6474 d. 332

Vo 2= 0,90 Z = 0,92 z = 0,94 Z = 0,90 Z= 0,98

0.00

0,03

0,10

0,13

1,3683

1,5967

1,6231

1,6536

438

166

474

181

1,5841

1.6133

139

167

175

183

1,6000

1 ,6300

1 ,6600

1,6900

161 1.6161

1,6469

1,6777

162

170

178

187

1,6325

1.6639

1,6953

1,7272

164

173

181I.M23

1,671-7

169

477

483 1,7083 188

0,20

0.23

0,30

0,33

1,6820

1,710»

1,7388

1,7672

189

197

1.7009

1,7301

1,7393

191

199

207

215

1,7200

1,7300

1,7800

1.8100

4 93

101

209

117

1,7393

1,7701

1,8009

1,8317

103

203

211

219

1,7588

1,7904

1,8220

1,8336

197

203

213

222

20

21 1.7SS5

0,10

0,43

0,50

0,53

1,7936

1.8241

1,8323

1,8809

111 1.8177

1.8469

1,8761

1.9053

223

231

1,8400

1,8700

1,9000

1,9300

225

253

1,8623

1,8933

1,9211

1,9549

227

233

244

252

1,8852

1,9168

1,9483

1,9801

230

228

236 23 9

247

211

249

233

246

25»14 'l

0,00

0,05

0,70

0,75

1,9093

1.9377

1,9661

1,9945

232 1,9345

1,9637

1,9929

2,0221

235

263

271

279

1,9600

1,9900

2,0200

2,0300

237

2GS

273

281

1.9857

2,0163

1,0473

2.0781

260

268

276

284

1,0117

2,0433

2,0749

2,1065

263

271

279

238

260

268

176

0,80 2,0229

2,0314

2,0798

2,1081

184

191

199

307

2,0313

1.0803

2,1097

2,1589

287

193

303

311

2.0800

2,1100

2,1400

2,1700

289

297

303

313

2,1089

2.1397

2.1703

1.2013

193

301

309

317

2.1382

2,1698

2,2014

2,2530

293

503

512

320

0,83

0,90

0.93

1,00

1,03

1.10

1,15

2,1366

2,1650

2.1933

2,2219

313

325

2,1681 319

317

333

343

2,2000

2,2300

2,2600

2,2900

321

329

337

543

2,2321

2,2629

2,2937

2,3245

323

533

341

330

2,2646

2,2961

1,3278

2,3393

328

337

343

353

330

338

2,1973

2,2537

l.SO

1,25

1,30

2,2505

2,2787

2,3071

0. 284

346

354

2.2849

2.3141

2.3433

D. 192

331

359

367

2,3200

2,3300

2,3800

D. 300

353

361

369

2,3533

1,3861

2.4169

D. 308

358

566

1.3911

2,4227

2,4543

D. 316

361

Pour

362 374

369

378

=rl.682n d. III 1,7178 d .990 1,7318 d . 348 1,7876 à . 330 1.8216 d .348

 



0(*,V), et ÛD(*,V); 1=^-^0=-^
«V,

501

 

Pour

vites. 2 = 1,00 2 = 1,02 2 = 1,04 2 = 1,06 2 = 1,08

Vo C(a>V) D.S T5(jîV) D.; t)(xV) D.2 0(«V) D.2

171

©(art) D.2

1730,00 1,6487 166 1,0653 167 1,6820 109 1.6 "KM 1,7160

0,05 1,6811 473 1,6985 176 1.7161 178 1,7339 179 1,7518 484

0,10 1,7136 182 1,7318 184 1,7502 186 1,7688 488 I.7S76 190

0,15 1,7460 194 1.7651 192 1.7843 193 1.8053 496 1,8234 4 98

0,20 ,1,7785 498 1,7983 201 1,8184 203 1,8387 203 1,8392 207

(1.25 1.8109 207 1,8316 109 1,8525 211 1,8736 114 1,8950 210

o.r.d 1,8433 216 1,8649 217 1,8866 216 1,9086 2 23 1,9508 221

0,35 1,8738 213 4,8981 226 1,9207 228 1,9433 131 1,9666 235

0,40 1,9082 232 4,9314 234 1,9348 237 1,9785 239 2.0024 242

0,43 1,9406 244 1,9647 24 2 1,9889 243 2,0134 248 2,0382 250

0,50 1,9731 248 4,9979 1 .1 :>.02.-,0 2 , '1 2 1)181 136 2,0740 259

0,33 2. 1103 . 137 2,0542 259 2,0571 2 1. 2 2,0833 165 2,1098 267

0,60 2.0380 264 2,0644
■Ji. s

2,0912 174 2,1183 273 2,1450 276

11 05 2,0704 273 2,0977 27 6 2.12 3 5 279 2.1552 282 1,1814 285

0,70 S. 1028 282 2,1510 284 2,1591 288 2 . 1 K !> 2 290 2,2172 293

0,75 2,1353 289 2,1642 293 2,1933 296 2,2231 299 2,2330 502

0.80 2.1677 298 2,1973 301 2,2270 303 2.2381 307 2,2888 311

0.83 S, 2001 307 2,2308 309 2,2617 343 2,2930 316 2,3246 319

0.90 2,2326 344 2,2640 318 2,2958 321 2,3279 323 2,3004 328

0,95 2,2630 3 23 2,2973 326 2,3299 330 2,3629 5 53 2.5962 336

1.00 2,2074 332 2,3306 554 2.3640 338 2,3978 342 2,4320 53 5

1,03 2,3299 339 2,3638 543 2,3981 517 2,4328 5 50 2,4678 354

1,10 2,3623 348 2,3971 351 2,4522 5 5 5 2,4677 339 2,3036 362

1,15 2,3948 336 2,4304 359 2,4063 364 2,5027 367 2,3394 371

1.21) 2,4272 364 2,4636 368 2.50114 372 2,3576 376 2,5751 380

1,25 2,4396 373 2,4909 376 2,5343 381 2,1726 384 2,6110 388

1,30 2,4921

1). 321

380 2 53(11 583 2.5686

D. 341

3S9 2.6075 393 2,6468 397

Pour
D. 333 D. 34 9 D. 558

-1,8574 d. 346 1,8920 d. 343 1,9265 d. 343 1.9610 d. 344 1,9954 d. 343

Vo 2 = 1,10 i=l,12 2= 1,14 2= 1,16 2 = 1,18

0,00 1,7333 474 1,7507 476 1,7683 177 1.7860 180 1,8040 481

0,03 1,7699 4 83 1,7882 483 1,8067 486 1,8233 189 1.8442 4 90

0,10 1,8066 494 1,8237 4 94 1.8434 195 1.8046 198 1,8844 499

0,15 4,8432 201 1,8633 202 4,8833 204 1,9039 207 1,9246 208

0.20 4,8799 209 1,9008 211 4,9219 213 1.9432 246 1,9648 247

(1.25 4,9166 117 1,9383 220 1,9603 221 1,9825 223 2,0030 226

0,30 1,9532 127 1,9759 228 1,9987 231 2.0218 234 2,0432 236

0,33 4,9899 233 2.0134 237 2,0374 240 2,0611 243 2,0834 243

0,40 2,0266 243 2,0309 247 2.0756 248 2,1004 232 2,1256 254

0,'I5 2,0632 153 2,0885 233 2.4440 257 2,1397 261 2.1058 263

0,50 2,0999 261 2,1260 264 2.15i'l 266 2.1790 270 2,2000 272

0.53 2,1363 270 2,1635 273 2,4908 27 5 2.2183 279 2,2402 284

0,60 2,1732 279 2,2011 281 2,2292 284 1,2376 288 2,2864 190

0,65 2,2099 287 2,2580 290 2,2676 295 2,2909 297 2,3266 299

0,70 2,2463 296 2,2761 299 2,3060 302 2,5362 306 2,3668 308

0,75 2,2832 505 2,3137 307 2,3444 311 2,57 5 5 343 2,4070 347

0,80 2,3199 313 2.3512 317 1.3829 319 2,4148 324 2,4472 5 26

0,85 2.3363 322 2.3887 326 2,4213 328 2,4341 333 2,4874 333

0,90 2.3932 331 2,4263 334 2.4597 337 2,4954 342 2,5276 344

0.95 2,4298 340 2,4638 343 2,4981 346 2,5527 334 2,5678 353

1,00 2,4663 348 2,5013 -, 3 ; 2.5363 356 2,5721 339 2,6080 362

4,05 1,5031 337 1,3389 360 2,3749 365 2,0114 36S 2,6482 574

4,10 i.ssea 366 2,5764 369 2,0133 374 2.6507 377 2,6884 580

4,13 2,3763 374 2,6139 378 2,0517 383 2.6900 386 2,7286 590

1,20 2,6132 383 2,6315 387 2,6902 391 2,7293 3 93 2,7088 399

1.2.1 2.C19S 592 2,6890 596 2.7286 400 2,7686 404 2,8090 408

1,30 2,6863 400 2,7263

D. 373

403 2,7670

D. 364

409 2,8079 443 2,8492

D. 402

447

Pour
D. 367 D. 393

; 2,0297 d. 343 2.0640 ( . 342 1. 0982 d. 340 2,1312 1 . 310 2,1062 d . 340 |



593
«Y,

O (x, V), et a (», V); «==, V.= ^-'

Pour

viles. .3 = 1,20 8 = 1,22 2 = 1,24 8 = 1,20 8 = 1,28

Vo U(a;V) D.i TD(xV) D.2

183

tD(xV) D.i XD(xV) D.2 0(xV) D.8

0,00 1,8221 183 1,8*0* 1,8589 187 1,8776 189 1,8963 190

0,09 1,8632 192 1,882* 193 1,9019 198 1,9213 198 1.9413 203

0,10 1,9943 202 1,9245 203 1,9**8 206 1,965* 207 1,9861 210

0,1.', 1,943* 211 1,9665 113 1,9878 21* 2,0092 217 2,0309 220

0,20 1,9863 220 2,0085 221 2,0307 21» 1.0331 117 2,0739. 228

0,23 2,0276 229 2,0505 231 2,0736 23* 1,0970 136 1,1106° 238

0,30 2,0688 237 2,0925 141 2,1166 245 1,1*09 1*5 2,1634 2*8

0,39 2,1099 247 2,13*6 2*9 2,1393 233 2,18*8 13* 2,2101 258

0.40 2,1510 256 2,1766 259 2,2023 261 2,1186 265 2,2551 267

0,45 2,1921 265 2,2186 268 2,245* 271 1,1713 27* 2,2999 276

0,50 2,2332 27* 2,2606 278 2,288*' 280 2,316* 283 2,3447 186

0,55 2,2743 18* 2,3027 286 2,3313 290 2,3603 292 2,3895 293

0,60 2,3154 293 2.3**7 296 2,37*3 299 2,4042 301 2,4344 305

0,65 2,3563 302 2,5867 305 2,4172 308 2,4480 311 S. 4792 314

0,70 2,3976 311 2,*287 313 2, «602 317 2.4919 321 1.32*0 52*

0,75 2,4387 320 2,»707 32* 2,3031 327 2,3338 331 1,3689 333

0,80 2,4798 330 1.5128 332 2,3*60 337 2,5797 5*0 1,6137 343

0,85 2,3209 339 2,5548 3*2 2,3890 3*6 2,6236 3*9 1,6585 352

0.90 2,5620 348 2,3969 331 2,6319 333 2,6674 339 1,7033 363

0,95 2,6031 357 1,6388 361 2,67*9 36* 2,7113 368 2,7481 372

1,00 2,6442 366 1,6808 370 2,7178 37* 2,7.132 377 1,7919 382

1,05 2,6853 376 1,7229 379 2.7608 383 2,7991 387 1,8378 391

1,10 2,7264 385 2,76*9 388 1,8037 393 2,8450 396 1,8826 «00

1,15 2,7676 393 2,8069 398 2,8*67 «01 1,8868 *06 2,9174 *10

1,10 2,8087 *01 2,8*89 «07 2,8896 «11 1,9307 «15 1,9721 *20

1,15 2,8498 *11 2,8909 '1(7 2,9326 «20 2,9746 «23 3.0171 *29

1,30 2,8909 «21 1.9330 *23 2,9735 430 3,0183 43» 3,0619 *38

Pour
D. «Il D. 450 D. «29 D. 439 D. 448

(Eu = 2,1002 d. 339 2,22*1 i .338 2,2679 d . 337 2,3016 ( .336 1,33*2 d. 333

Vo 2= 1,30 2= 1 ,32 8=1 ,34 2 = 1 ,30 8=1,38

0,00 1,9155 192 1,93*7 <93 1,93*1 196 1,9738 199 1.9937 201

0,05 1,9613 202 1,9813 20* 2,0019 206 2,0223 209 2,0*3* 210

0,10 2,0071 211 2,0282 214 1.0*96 216 2.0712 218 2.0930 221

0,13 2,0329 221 2,0730 223 2,0973 226 2,1199 218 2,1*27 231

0,90 2,0986 231 2,1117 233 2,1450 236 2,1686 238 2.1924 241

0,25 2,1444 2*0 1.168* 2*3 2.1927 2«6 2,2173 248 2.2421 251

0,30 2.1902 250 2,2152 232 1.240* 236 2,2660 258 1,1918 161

0,35 2.2360 259 2.2619 262 2,2881 265 2,31*6 269 1,3413 171

0.40 2,2818 268 2,3086 272 2,3358 275 2,3633 278 1.3911 282

0,45 2,3275 279 2,5334 281 2,3835 285 2. «120 288 2,4408 291

0..V0 2,3733 288 2,4021 292 2,*313 29* 2,4607 298 2,4905 301

0,53 2,4190 299 2.4489 301 2,*790 30» 2,509* 308 1,5402 311

0,60 2.4649 307 2, «936 311 2.5267 31* 2.5581 318 2.5899 321

0,65 2,3106 317 2,5*23 321 2.57»» 32* 2,6068 328 2.6396 331

0,70 2.5564 327 2,3891 330 2,6221 334 2,6555 337 2.6891 542 i

0,75 2,6021 336 2,6358 340 2,6698 344 2,70*2 3*7 1,7589 352

0,80 1,6480 3*3 1,6825 530 2,7175 35* 2,7529 337 1,7886 362

0,83 1.6937 356 2,7293 339 2,7652 36* 2.8016 367 2,8383 571

0,90 2,7396 36* 1,7760 369 2,8119 »73 2.8502 378 1,8880 381

0,95 2,7853 373 2,8228 378 2,8606 383 2,8989 388 1,9377 391

1,00 2,8311 38* 2.8695 388 2,9083 393 2.9*76 397 1,9873 *0ï

1,05 2,8769 393 2,9162 398 2,9360 *03 2.9963 407 3,0370 412

1,10 2.9226 *0* 2,9630 *08 3,0038 *ll 3,0*50 417 3,0867 «91

1,15 2,9684 413 3,0097 *18 3,0315 *22 3,0937 «27 3,136* *32

1,20 3.0142 *22 3,0564 *28 3.0992 *32 3.1*2* 437 3.1861 442

1.25 3,0600 *3Z 3,1032 *37 3,1*69 *»2 3.1911 4*7 3,2358 451

1,30 3,1037

D. 438

**2 3.1499

D. 467

**7 3,19*6 *S2 5.2398 436 3.283* 462

Pour
D. *77 D. «87 D. *97

CD» = 2.3687 d.3B3 2,4021 à .334 2,4336 i . 334 2,4690 t .385 2.5023 d . S3J



t> (*, V), et © (x, V) ; i = ï, V0 = 2-\ so:t

 

Tour

; = 1,40 1= 1 ,42

■

vîtes. ; = -|.4 j=1,4i ■=1,48

v„ W(.rV) P.» D(*V) D.» 0(*V) D.î uf.<v; D.î D.î

0,00 2,013g 202 2,0340 204 2,0514 207 2.0731 208 2,0939 211

0,0.1 2, 0641 213 2,0857 214 2.1071 217 2,1288 219 2.1507 221

0,10 2,1131 223 2,1374 a a i 1.139g 227 2,1826 229 2.2035 232

0.1.V 2,1638 233 2,1891 23 3 2,21* 3 237 a. 2563 240 2.2605 242

o.ao 2,2165 213 2, al 08 213 2.2633 248 2.2901 250 2.3151 233

0.25 2,2672 253 2,2923 255 2.3180 258 2.3 1 5 N 261 2,3699 263

0,30 2,3179 263 2,3142 263 2.3707 269 2,3976 271 2,424 7 271

0.35 I.38S6 273 2.3939 276 a. la 5.5 278 2.4513 282 2,4795 284

O.lll 2.1193 285 2,4476 286 2,1762 289 a. io .1 292 2,3343 293

0.15 2,1699 291 2,4993 296 2,3289 299 2.5388 303 2.5891 303

0,50 2,3206 301 2.35 lu 306 2.5816 510 2,6126 313 2.6139 516

0,55 2,3713 5 l 'i 2.6027 316 2.6313 320 2,6663 524 2,6987 326

0,60 1,6220 321 2.1.311 327 2.6871 330 2,7201 334 2,7333 33 7

0,05 2,6727 331 2,7061 337 2.7398 541 2.7739 344 2.8085 348

0,70 2,7231 341 2.7.178 347 2.7925 33 1 2,8276 335 5.8631 338

0.75 2,7711 334 2.8095 337 a. s 13 a 362 2,8814 365 2,9179 368

o.so' 2,8218 361 2,8612 567 2.8979 17! 2.95,1 376 2,9727 579

0.85 2 , 8 7 5 '1 373 2.9129 378 2,9507 382 2.9889 586 .5.11275 389

O.90 2.!l'.'(ll 385 2.9616 5ss 3,0034 392 3,0120 397 5,0825 400

0,95 2,9768 393 3,0163 398 3.0361 403 3,0964 4117 3.1371 410

1,00 3,1)275 103 3.0680 408 3.1088 4 1 3 3. 1 ,01 418 3,1919 421

1 .05 3,0782 113 3.1197 419 3.1616 123 5.2039 417 3.2160 432

1.10 3.1289 'i ■• ,
3.1711 429 5.21 '1 3 i 3 ; 5.2376 158 3,3014 443

1.(5 3.1796 433 3,2231 439 3,2670 444 3,3114 448 3.3562 433

1.20 3,2303 443 3.2748 449 3.3197 4 51 3,3631 4 59 3.41 10 4 64

(.as 3,2809 436 3.3265 459 3.3721 463 3.4189 469 3.163 8 474

1,30 3.5516 465 3.3781 471 3,4252 474 3.4726 480 3.5206 1 s 5

Pour

<3d*

D. 307 D. 317 D. 327 I). 33S D. 518

-2.3550 ,1. 552 2.5688 1. 330 2,6018 1 . ".39 2.6518 l . 530 2.6678 d. 328

Vo î=1,50 î=l ,52 S=l 54 » = 1 ,50 3 = 1,58

0,00 -M 170 213 2.1583 213 2.1398 217 2. 1815 al 9 2,2034 221

0.03 2.1728 221 2.1932 223 2.2177 2 2- 2.2405 .5 1 2.2636 25 2

0,10 2,2287 231 2,2321 '.'3 9 2.2737 239 2.2996 241 2.5257 244

0,15 2,2815 243 a. 3 090 247 2,5337 250 2,3387 2S2 2,3839 235

n . a o 2,31011 253 2,3639 258 2,3917 260 2.4177 264 2. 411 1 265

e,u 2,391 2 267 2,4229 268 2.4497 27 l 2.4768 274 2,3042 277

0.30 2,1521 276 2.4797 280 2,5077 282 2.3339 285 2,3614 288

0,33 2,3079 288 2,3367 290 2.3637 293 2.5 930 296 2,6246 299

0 . '» Il 2.5658 298 2,3956 300 2.6236 304 1,6140 307 2,0847 31 J

0/1 5 2.6196 509 2.6303 311 2,6816 313 2.7131 318 2,7449 321

0,5(1 2, li 75 5 319 2.7074 522 2,7396 5 26 2.7 722 329 2,8051 55 2

o ; , 2.75 15 530 2.7643 333 2,7976 337 2,8315 359 2.86.Ï2 541

0.01) 2.7872 510
2.821 _■

314 2,8336 317 2.8905 35 1 2,9254

0,63 2,8151 5 30 2.8781 333 2.9136 358 2.9494 5 6 2 2,9856 36.3

«,70 2.8989 361 2.9330 366 a. 97ii. 369 3.0083 3 75 3.0458 376

0.75 a. 9517 5 75 2,9920 570 3,0290 579 3.0675 384 3,(059 388

O.KO 3.0106 583 3,0489 386 3.0873 591 3.1266 5 93 5.1661 399

0.85 5,0661 3 91 3.1038 597 3.1455 402 3.1857 400 3.2263 409

0.90 3.(225 101 3,1627 408 3.1055 413 5. al 18 416 3,2861 12 1

0.115
3,1781 412 3.2193 122 5.261-5 4 23 3.3038 428 5.3166 4 52

1.00 3.2510 425 3.2763 150 5.5195 131 3.3629 439 5.1068 4 43

1.05 3,2898 136 3.3334 111 3,3773 14 5 3.4220 419 3.4669 4 55

1.10 3.3157 117 3.5904 1 5 1 3.4355 436 3,4811 460 3,3271 465

1,13 3,'IOI5 138 3,4473 462 3.493 5 4 66 3,3401 ;l 7 J 3.3873 476

1.20 3.4574 168 3.3042 17a 3.5314 17 8 3.5992 182 3.6171 188

1,25 3.5132 179 3,3611 185 3.6094 189 3.6383 195 3.7076 199 |

1,30 5.5691 4 89 5.6180 4 91 3.6674 499 3.7173 511 , 3.7678 loi)

Pour

(Q-t

D. 558 D. 569 D. 380 II. ,91 D. 602

= 2.7006 1 . 328 2.7354 d 327 2.7661 il 327 2.7988 d 326 2.8311 d 5-25 |



504
«V,

tXff.V), et (0(x,\); *= T,V0= -^.

Pour

xites. «=1,60 «= 1,62 «=1,64 1=1,66 *= 1,68

Vo D.j ©(a:V) D.i t)(xV) D.S 0(asV) D.t

231

XD(x\) D.S

0,00 2.223S 224 2,2479 226 2,2703 228 2,2933 2,3164 131

0,03 2.2868 233 2.3103 237 2,3340 240 2,3380 242 2,5822 24»

0,10 2,3/181 216 2,3727 248 2,3973 251 2,1226 254 2,4480 156

0,43
2,1109» 257 2,4351 260 2,4611 262 2,1873 263 2,5138 268

0,20 2,4706 269 2,1975 271 2,3246 274 2,5520 276 2,5796 280

0,25 2.5319 280 2.5599 282 2.5881 285 2,6166 288 2,6454 291

0,30 2.5932 291 2,6223 293 2,6516 297 2,6815 300 2,7113 302

0,33 2,6543 302 2, 0817 304 2,7151 509 2,7160 511 2,7771 314

0,10 2,7138 313 2,7471 316 2,7787 319 2,8106 323 2,8429 326

0,15 2,7770 32» 2.8091 328 2.8422 331 2.8753 33» 2,9087 338

0,30 2,8383 355 2,8718 339 2,9057 313 2.9400 3»3 2.9745 550

0,35 2,8996 3»6 2,9312 330 2,9692 331 3,0046 358 3,0401 361

0,60 2,9609 357 2,9966 362 3,0328 365 3.0695 369 3,1062 372

0,65 3,0221 369 3,0590 373 3,0963 376 3,1339 581 5.1720 384

0,70 3,083» 380 3.1211 381 3,1598 388 3,1986 392 3.2378 396

0,75 3,1»»7 391 3,1838 395 3.2233 400 3.2633 «03 3,3056 408

0,80 3,2060 lo 3,2462 407 3,2869 410 3,3279 »15 5,3691 420

0,83 3,2672 in 3.3086 418 3,3301 422 3,3926 427 3,1353 430

0,90 3,3285 »i3 3,3710 429 3,1139 434 5,4573 458 3,5011 442

0,95 3,3898 136 5,433» 440 3,1771 445 3.5219 450 3.5669 43»

1,00 S,»51l 147 5,»958 4.12 3,3410 436 3.5866 »61 3,6327 »66

1,05 3,512» 438 5,3582 463 3,6045 468 3,«515 »72 3.6985 478

1.10 3,3736 470 3,6206 474 3,6680 479 3.7139 485 3,7644 489

1.15 3,6319 481 5,6830 485 3,7313 491 3,7806 496 3,8302 500

1,50 3,6962 492 3,7»5» 497 3,7931 302 3,84 33 507 3,8960 511

1,13 3,7573 503 3,8078 508 5,8586 513 3,9099 519 3,9618 52»

1.30 3.8187

D. 613

315 3,8702

D. 674

510 3,9221

D. 635

525 3.9716 530 4.0276

D. 638

536

Pour
D. 647

= 2.8639 d. 325 2,8864 c .321 2,9288 ( . 323 2.9611 d . 523 2.9934 d. 322

Vo s = 1,70 1=1 72 *=1 74 * = 1 ,70 3 = \ ,78

o.on 2.3396 235 2.3C51 238 2,3869 240 2,4109 242 2,4331 245

0,0b ï,»oor> 247 2,4313 219 2,4562 252 2,4811 255 2,5069 137

0,10 2.»736 259 2,4993 261 2.5256 26» 2.5520 266 2,5786 270

0,15 2,3»06 270 2,5676 273 2,5949 276 2,6223 279 2,6504 281

0,20 2,6076 282 2,6338 283 2,6643 288 2,6931 290 2,7221 194

0.25 2.6716 293 2.7039 297 2.7336 300 2.7636 303 2,7959 306

0,30 2,7115 Ô06 2,7721 309 2,8030 SU 2.8341 316 2,8637 318

0,33 2,8085 317 2,8102 321 2,8723 32» 2,9047 327 2,9374 351

0,40 2,8753 329 2,9081 332 2,9416 336 2,9752 310 3,0092 312

0,45 2.9123 341 2.9766 311 3,0110 3»8 3,0458 351 3,0809 355

0,30 3.0093 332 3,0117 356 3.0803 360 3,1165 364 3.1527 367

0,35 3,0763 361 3,1129 368 3,1497 S7S 3,1869 375 3,2244 379

0,60 3,1131 576 3,1810 380 3,2190 384 3,2374 388 3.2962 392

0.6Ï 3.210» 388 3,2192 592 3,2884 396 3.3280 399 3,3679 404

0.70 3,277» 399 3,3173 101 3.3377 »08 3.3983 412 3,4397 416

0,75 3,3111 »11 5,3853 116 3,4271 419 3,4690 425 3,5115 428

0,80 3,1111 123 5,4537 127 3.4964 132 3.3396 436 3,5831 111

0,85 3,1783 135 3,3218 439 3,3657 444 3,6101 449 3,6350 4S3

0.90 3.5135 117 3,5900 431 3,6331 »36 3,6807 460 3,7267 465

0,93 3.6123 458 3.6581 463 3,7044 168 3,7312 473 3,7985 477

1,00 3,6793 470 5,7263 473 3,7738 480 3,8218 484 3,8702 490

1 ,03 3.7163 181 3,7944 487 3,8431 492 3.8923 497 3,9420 501

1,10 3.8133 193 9,8616 499 3,9123 304 3.9629 509 4,0138 511

1,15 3,8802 516 5,9308 510 3,9818 516 4,0334 521 4,0835 326

1,20 3,9172 317 3,9989 323 4.0512 527 4,1039 534 4,1575 538

1.2.1 1,0112 529 4,0671 334 4,1205 540 4,1743 343 4.2290 551

1,30 1.0812

D. 670

510 4,1352

D. 682

346 4.1898

D. 695

552 4,2430

D. 703

558 4.3008

D. 768

563

, Pour

= 3,0236 d. 321 3,0577 il. 321 3,0898 1. 320 3,1218 J. 320 3,1538 1.319



t> (», V), et ® (*, V) ; z = ^, V. = *.v,

595
"y*.

 

Pour

2= 1,80 2 = 1,81 2 = 1,84 2 = 1,86vitcs. 2 = 1 ,88

V„ t)(xV) D.z t)(a;V) D.2 0(xV) D.2 V(x\) D.2

255

t)(xV) D.2

0,00 2,4596 247 2,4843 230 2,5093 232 2,3345 2,5600 257

0,0s 2,3326 239 2,3583 262 2.5847 265 2,6112 208 2,6380 270

0,10 2.6056 271 . 2,6327 275 2.6602 277 2,6879 2S1 2,7160 285

0,13 2.6783 283 2,7070 287 2,7357 290 2,7647 2:15
1,7940 296

0,20 2,7513 297 2.7812 299 2,8111 303 2,8414 300 2,8720 309

0.2o 2,8243 309 2.8554 312 2,8866 315 2,9181 319 2,9500 321

0.50 2,8975 321 2.9296 323 2,9621 327 2,9948 332 3,0280 334

0,33 S. 9703 333 3,0038 337 3,0373 341 3,0716 344 3,1060 347

0,40 3,0434 346 3,0780 330 3.1130 353 3,1483 337 3,1840 360

0,43 3,1164 358 3,1322 362 5,1884 366 3,2230 370 3,3620 373

0,30 3,1894 371 3,2263 374 3,21,39 378 3,3017 383 3,3400 386

0,33 3,2624 383 3,3007 387 3,3394 391 3,3783 395 3,4180 399

0,00 3,3334 393 3.3749 399 3,4148 404 3,4552 408 3,4960 411

0,63 3,4083 408 3,4491 412 3,4903 416 3,5319 421 3,5740 424

0,70 3,4813 4 20 3,5233 425 3.5658 428 3,6086 433 3,6319 438

0,73 3,3343 432 3,3975 437 3.6412 442 3,6854 443 3,7299 431

0,80 3,6273 445 3,6718 449 3,7167 434 3,7621 458 3,8079 404

0.S3 3,7003 45 7 3,7460 461 3,7921 467 3,8388 471 3,8859 477

0,90 3.7732 470 3,8202 474 3,8676 479 3,9153 484 3,9639 4 89

0.93 3.8462 4 S-.' 3,8944 487 3,9431 492 3,9923 490 4,0419 502

1,00 3.9192 494 3,9686 499 4,0183 503 4,0690 309 4,1199 515

1,03 3,9922 506 4.0428 512 4,0940 317 4,1437 522 4,1979 528

1,10 4,0652 318 4.1170 525 4,1695 529 4,2224 535 4,2759 341

1,13 4,1381 552 4,1913 536 4,2449 343 4,2992 547 4,3539 554

1,20 '1 2 1 1 ! 544 4,2655 349 4.3204 555 4.3759 5G0 4,4319 507

t.M 4.2841 336 4,3397 562 4.3939 567 4,4520 373 4,5099 579

1.30 4,3371

D. 730

368 4,4139

D. 742

S 7» 4,4713

D. 755

580 4.5293

D. 767

580 4,5879

D. 780

592

Pour

(J0:-s = 3,1837 d. 319 3.2176 (1. 317 3,2493 d. 317 3,2810 d. 317 3,3127 ( .317

V„ 2= 1,90 2 = 1 ,92 2 = 1,94 2= 1,96 2= 1 ,98

O.OII 2,3837 260 2,6117 262 2.6379 263 2,6644 208 2,6912 271

0.03 2,6630 273 2,6923 27 5 2,7198 280 2,7477 281 2,7758 284

0,10 2,7443 283 2,7728 289 2,8017 292 3,8309 294 2,860.3 298

0.13 2,8236 298 2,8534 302 2,8836 303 2.914 1 308 2,9449 lii

0,30 2,9029 311 2,9340 313 2,9653 318 2,9973 322 3,0293 5 24

0,11 2,9821 323 3,0146 328 3,0474 331 3,0803 335 3,1140 359

0,30 3.0GI4 338 3,0932 341 3,1293 345 3,1038 348 3,1986 3 50

0,35 3,1407 331 3,1738 334 3,2112 358 3,2470 3 02 3.2832

505 j

0,40 3.22011 364 3.2364 367 3,2931 371 3.3302 373 3.3077 379

0,43 3,2993 376 3,3309 381 3,3750 384 3,4134 3*9 3,4 323 592

0,50 3,3786 389 3,4173 394 3,4369 398 3,4907 401 3,5508 4 05

0.53 3,4379 402 3,4981 407 3,3388 41 1 3,3799 413 3.0214 1 1 1

0,50 3,5371 416 3,3787 420 3,6207 424 3,6631 4 29 3,7060 433

0,03 3.6164 429 3,0393 433 3,7026 437 - 7403 442 3.7905 447

0,70 3,6937 442 3,7399 446 3,7843 4 30 3,8293 450 1,8711 4 00

0,75 3,7730 454 3,8204 460 3,8664 404 3,9128 408 3.9396 4 7 4

0,80 5,8543 4 i)7 3,9010 473 3.94S.-, 4 77 3,9900 4 82 4,044 2 4 8 ;

0,83 3,9330 480 3,9816 486 4,0302 490 4,0793 490 4.1288 500

0.90 4,0128 494 4,0622 499 4,1121 305 4.1024 509 4.2153 .14

0.93 4,0921 307 4,1428 51 1 4,1939 517 4.2 4 50 523 4.2979 527

1.00 4,1714 520 4,2234 5 24 4.2738 531 4,3239 555 4.3824 542

1,03 4,2307 532 4.3039 538 4,3377 54 4 4.4121 54 9 4,4670 5 55

1,10 4,3300 54 5 4.3843 551 4,4390 557 4,4933 503 4 . 5 5 1 a ',118

1,15 4,4093 338 4,4631 564 4,5215 5 70 4,3785 570 4,6361 582

1.30 4,4886 571 4,5457 577 4,6034 584 4,0018 589 4,7207 595

1,23 4,3678 585 4.6263 590 4,6353 397 4,7430 003 4,8055 008

1,30 4,6471

D. 793

398 4.7069

D. 806

603 4,7672

D. 819

610 4,8282

D. 832

016 4,8898

D. 846

022

Pour

- 3,3444 (1. 313 3,3759 (1 .513 3,4074 d . 314 3,4388 d .314 3,4702 cl . 314 1



596 XII. Table des valeurs de 4b(£,Y) et &(zt\);

ax aV|

Z == — . \'o=^ — .
r * r

P"lp.)

s--0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50
union.

0,011 1,017 1,03» 1,052 1,070 1,089 1.108 1,128 t.ika 1,169 1,190

0,05 1,018 1,036 1,035 1,07» 1,093 1,11» 1.13» 1,156 1,177 1,200

0,10 1,019 1.038 1,057 1,077 1.098 1,119 1,1»! 1.163 1,186 1,2 0

0,15 1,020 1,039 1,060 1,081 1,103 1.125 1,148 1,171 1.195 1,220

0.20 1,020 1,0»! 1.063 1.085 1,107 1,130 1,134 1,179 1.203 | 1,231

0,23 1,021 1 ."'>-. 1.065 1,088 1,112 1.136 1,161 1,187 1,11» 1,241

0,30 1.022 1,0» 3 1.068 1,091 1,117 1,142 1.168 1,195 1.223 1 1.252

0,35 1,023 t,0»« 1,071 1,096 1,121 1,118 1,173 1,203 1.232 i 1,262

0,10 1,02» 1,018 1.073 1,099 1,126 1,133 1,182 1,111 1,2»! 1.273

ô

0,»S 1,025 1 ,050 1.076 1,103 1,131 1.139 1.189 1,219 1,251 1.283

***
0,30 1,025 1,032 1.079 1,107 1,133 1,165 1.196 1,227 1,260 1,29»

0,35 1,026 1,033 1,082 1.110 1,110 1,171 1,203 1,233 1.269 1,303

•O
0.60 1,027 1.055 1 ,081 1,11» 1.113 1,176 1,209 1.24» 1,279 1,315

£
0,63 1,028 1.057 1.087 1.118 1,119 1.182 1.216 1,232 1.288 1.326

S 0,70 1,029 1,039 1,090 1,122 1,13» 1,188 1,224 1,260 1.298 1.337

0,75 1.030 1,060 1,092 1,123 1,139 1.194 1,231 1,268 1,308 l.3»8

0,80 1,031 1,062 1,093 1,129 1.16» 1,200 1,238 1,177 1.317 1.359

0,85 1,031 1.06» 1.098 1,133 1,169 1.206 1,243 1.283 1,327 1.370

0,90 1,052 1.066 1.101 1,137 1,173 1.212 1.252 1,29» 1,337 1.382

0,95 1,033 1,067 1,103 1,1»0 1,178 1,218 1,259 1,302 1,316 1,393

1,00 1,03» 1.069 1,106 1.1»» 1.183 1,22» 1.266 1.310 1,356 l.»0»

1,05 1,033 1,071 1,109 1.118 1,188 1,230 1,273 1,319 1,366 i ,11 :>

1.10 1.036 1,073 1,112 1.151 1,193 1,236 1,281 1,328 1,376 1,127

1,15 1,037 1,075 1.11» 1,153 1,198 1,242 1,288 1,336 1,386 1.438

1,20 1.037 1,076 1.117 1.159 1.203 1,2»8 1,293 1,345 1.396 1.450

1,115 1.03 8 1.078 1,120 1,163 1.207 1.234 1,303 1,353 1.106 1.461

1,30 1.039 1,080 1,123 1,167 1,212 1,260 1,310 1,362

0,270

1,416 1,473

Pour.3 * "0,033 0.067 0.101 0,131 0,168 0.202 0,236 0,30» 0.338

inclin. C.nég .0,000 0.000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,001 0,001 0.001

P'H'o

ordon. z = 0,55 0,00 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

0,00 1,212 1,23» 1.237 1.281 1.303 1,330 1.333 1,382 1,»09 1.437

0.05 1,223 1,217 1,271 1,296 1.322 1,518 1,375 1,403 1,»32 1,461

0.10 1,23» 1,239 1,185 1,311 1,339 1,566 1,393 1.125 1.133 1.486 1

0,15 1,2»6 1,272 1,299 1,327 1,356 1.585 1,415 1,447 1.179 1.512

0.20 1.238 1,193 1,31» 1.343 1.373 1,404 1,136 1,169 \ 1,503 1.538

0.25 1.269 1,298 1,328 1.359 1.390 1,123 1,457 1.191 | 1,527 1.5G3

0.30 1,2X1 1,311 1.313 1,375 1.408 ! 1,112 1,»77 1.514 ; 1,551 1,390

0.33 1,293 1,323 1,357 1,391 1,4*8 1.161 1,499 1,536 1,576 1,616

0,10 1.305 1.338 1.372 1,107 1.443 1,481 1,520 1,359 1.601 1.643

0,15 1.317 1.351 1.387 1,423 1.4C1 | 1.500 1,541 1.583 1.626 1,670

,- 0.30 1.329 1,363 1.102 1.110 1,479 1.320 1.303 1.606 1.631 1.697

0.53 1.3»! 1,378 1,417 1,437 l.»98 1,540 1.58» 1,630 1.677 1,723

T3
0.60 1,353 1,392 1,»32 1.473 1.316 1,560 1.600 1.654 1,703 1.753

en 0.65 1,363 1.106 1,447 1.190 1.333 1,581 1,629 1.678 1,729 1.781

S 0.70 1,378 1.120 1.463 1.307 1.333 1,601 1,631 1,702 1,733 1.810

V
0,73 1.390 l,»33 1,478 1,314 1,372 1,622 1.67» 1,727 1.782 1,839

0.80 1 ,»03 l,»»7 1,49» 1,542 1,391 l,G»3 1,696 1,751 1,809 1.868

0.83 1,»13 l,»62 1,509 1.539 1,610 1.66» 1,719 1,776 1,830 1.897

0.90 1,428 1.176 1.323 1.577 1,630 1.685 1,7»3 1,802 1.863 1,927

0.93 l.»»0 1,190 1.341 1,394 1,619 1.706 1,766 1,827 1,891 1,957

1.00 l,»33 1.30» 1,337 1,612 1.669 1.728 1.789 1,853 1,919 1,987

1 ,05 l.»66 1.319 1,373 1.630 1 .088 1.7»9 1.815 1,879 1,917 2,017

1.10 l.»79 1,533 1,390 1,618 1.708 1,771 1.837 1,903 1,973 2,0»8

1.15 1,192 1.518 1,606 1.666 1,728 1,793 1.861 1,931 2,00» 2.079

1,10 1.303 1.363 1.623 1.684 l,7»9 1.816 1.886 1.958 2.033 1.111

1,11 1.518 1,578 1.639 1,703 1.769 1,838 1,010 1.983 2.062 2.111

1.30 1,351 1,593 1.656 1.721 1.790 1,860 1.935 2.012 2.091 2.17»

Pour 3 = 0.372 0.107 0.111 0.476 0.311 0 '.15 0.380 0.613 0.630 0.683

inclin. C. ni;e .0,002 0,002 0,002 0.003 o.oo-> o.ooi O.OO'I 0,003 0.003 0.006



Suite de la Table des valetirs de iti>(a:,V) et &(x,\); 597

<«• ,. aV|

ordon. = 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50

0,00 1,463" 1.494 1,325 1,556 1,588 1.621 1,634 1,689 1,723 1,762

0,05 1,492 1,523 1,555 1,588 1,622 1,637 1,693 1.730 , 1,768 1,808

0,10 1,31» 1,552 1,586 1,621 1 1,657 1,694 1,732 1,771 1,812 1,854

0.15 1,546 1,581 1,620 1.634 1,692 1,732 1,771 1,814 1,837 1.902

0,20 1,373 1,610 1.649 1,688 1,728 1,770 1,813 1,837 1,903 1,950

0.23 1,601 1.640 1,681 1,722 1,763 1,809 1,854 1,901 1,949 1,999

0,30 1,629 1,070 1,713 1,737 1,802 1,848 1,896 1,943 1.996 2,049

0,35 1.058 1,701 1,746 1,792 1,839 1,888 1,938 1,990 2,044 2,100

0,40 1,687 1,732 1,779 1,827 1,877 1,928 1,981 1,036 2,093 2.151

0.45 1,716 1,763 1.812 1.863 1,915 1,969 2.023 1,083 2,142 2,203

o

r>

o

0.30 1.743 1,795 1,846 1,899 1,934 2.011 2,069 2,129 2.192 2.256

0,53 1,775 1,827 1,881 1,936 1,993 2.033 2,114 1,177 2,242 2,310

0.60 1.803 1,839 1,915 1.973 2,033 2,093 2.139 2,223 2,293 2,364

0.63 1,836 1.892 J.930 2,011 2,073 2,138 2.205 1,274 2,343 2.419

3 0,70 1,866 1,925 1.986 2,049 2,114 2.182 2.231 2,323 2,398 1,473

V
0,73 1,897 1,958 2,022 2,088 2,133 2,226 2,298 2,373 1,451 1.532

0,80 1,919 1,992 2.058 2,127 2,197 2.270 2.346 2,424 1,303 2,589

0,83 1.960 2.026 2.095 2.166 2,239 2.313 2,394 2,475 1,560 2.648

0,90 1,992 1,061 2.132 2,206 2.282 2.361 2,443 2,527 1.616 2,707

0,93 2,025 2,096 2,169 2,246 2.323 1,407 2,492 2,580 1,671 2,766

1,00 2,037 2.181 2,207 2.287 2.369 1,454 2,342 1,633 1,718 2.H27

1,03 1,090 2,167 2,246 2,328 2.413 2.501 2,593 1,687 1.786 2.888

1,10 1.124 2.203 2.284 2,370 2.4.18 2.549 2,644 1,741 1.844 2.950

1,13 2.137 2,140 2,323 2,412 2,501 2.597 2,693 2,797 1,903 3,013

l,»0 2.191 2.276 2,363 2.454 2,348 2,646 2,748 2,833 1,963 3,076

1.15 1.223 2,313 2,403 2,497 2,594 2,696 2,801 2,909 3,023 3.141

1.30 2.600 2.550 2,443 1,340 2,641 2,746

0,899

2,834 2,966 3,084 3,206

Pour 3 i =0,721 0,736 0,792 0.827 0,863 0,934 0,970 1,006 1.043

inclin. C. ncg. 0,007 0,007 0,008 0.009 | 0,010 0,011 0,012 0,013 0,014 0,01»

P' llî,

ordon. z - 1 ,55 1,00 1,65 1,70 1,75 1,80 1,85 1,90 1,95 2,00

0,00 1,799 1,838 1,878 1.920 1,962 1,006 2,031 2,097 1,143 2,194

0,05 1.848 1,890 1,933 1.977 2,022 2,069 2,117 2,167 1,218 2.271

0,10 1.897 1,942 1,988 2.033 2,083 2,133 2,183 2.238 2,293 2,349

0,13 1,948 1,993 2,044 1,094 2,143 2.199 2,234 2,310 1,369 2,429

0,20 1.999 2,049 2,101 2,134 2.209 2.263 2,324 2,384 2,446 2,511

0,23 2,031 2,104 2.158 2.215 2,273 2.333 2,393 2.439 1,315 2,394

0,30 2,103 2.159 2,217 2,277 2,339 2,402 2,468 2,336 1,606 2,678

0,33 2,137 2.216 2,277 2,340 2,403 1,473 2,542 2.614 1,688 2,763

0.10 2. 211 2,274 2,339 2.405 1.473 2.344 2,617 2. 693 1,771 *i,S51

0,43 2,267 2,332 2,400 2,470 1,342 2,617 2.694 2,774 1,857 2,942

o 0,50 2.323 2,391 2.403 2,536 2,612 2,691 2,772 2.836 1,943 3.033

K-
0,33 2.3HO 2,452 2,326 2,604 2,683 2,766 2,831 2,940 3,031 3.126

T3 0,60 2,437 2,513 2,391 2,672 2,736 2,842 2.931 3,025 3,121 3,220

£
0,63 2,496 2,375 1.637 2,742 2,829 2.920 3,014 1,111 3.212 3,316

0,70 2.333 2.638 2,723 1.812 2,904 1.999 3,097 3,199 3,304 3,413

4> 0,75 2.615 2,702 2,791 2,884 2,979 3.079 3,181 3,288 3,398 3,312

"c3
0,80 2.676 2,760 2,860 2.936 3,036 3.160 3,267 3.379 3,494 3,613

0,83 2.738 2,832 2,919 3,031) 3,134 3,242 3,334 3,471 3.591 3,715

0,90 2.801 2,898 3,000 5,105 3,213 3,326 3,443 3,364 3,689 3.81»

0,93 2.8G4 2.966 3,071 3,180 3,293 3,411 3,531 3,639 3,790 3,925

1,00 2.928 3.034 3.144 3.257 3.375 3,497 3,623 3,755 3,891 4,031

1.05 2,993 3,103 3.217 3.333 3,437 3,384 3,716 3.832 3.994 4,141

1,10 3.039 3,173 3,291 3,414 3,341 3,673 3,809 3.931 4.099 4,251

1,13 3,126 3.244 3,367 3,494 3,623 3,762 3,904 4.032 4,203 4.363

1.20 3,194 3.316 3.443 3,373 3,711 3,833 4,000 4.153 4.312 4.477

1.25 3,262 3,389 3,520 3,637 3,798 3,943 4,098 4.237 4,421 4,592

1,30 3.331 3,463 3,599 3,740 3,886 4,039 4,197 4.361 4.532 4,708

Pour 3 J^l.079 1.113 1.132 1,188 1,213 1.261 1,198 1.333 1,372 1,409

iuclin. C.nég .0.017 0,018 0,019 0,021 0,022 0,024 0.013 0,027 0,029 0,031



598 XIII. Table des valeurs de xd(x,\) et <d(«,V);

«x otVi

r = T,Vo=— .

Pour

V
i = 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

0,00 1,051 1.105 1,162 1,221 1,284 1,330 1,419 1,492 1,568 1,649

0,05 1,054 1,110 1,170 1,233 1,298 1,367 1.440 1,316 1,397 1,681

0,(0 1,056 1.116 1,178 1.244 1,312 1,383 1,461 1,541 1,625 1.714

0,13 1,059 1,121 1,186 1,253 1,327 1,402 1,482 1,566 1,654 1,746

0,10 1.061 1,126 1,194 1,266 1,341 1,420 1,503 1,590 1.682 1,779

0,25 1,064 1,132 1,202 1,277 1,355 1,437 1,524 1,615 1,710 1,811

0,30 1,067 1,137 1,210 1,288 1,369 1,455 1,543 1,639 1,739 1.843

0,33 1,069 1,142 1,219 1,299 1,383 1,472 1,366 1,664 1,767 1,876

0,90 1,071 1.147 1,227 1,310 1,398 1,490 1,587 1,689 1,796 1,908

0,43 1,074 1,153 1,233 1,321 1,412 1,507 1,608 1,713 1,824 1,941

P*-
0,30 1,077 1,158 1,243 1,332 1,426 1,513 1,629 1,738 1,833 1,973

0>
0,35 1,080 1,163 1,231 1,343 1,440 1,341 1,630 1,762 1,881 2,006

T3
0,60 1,081 1,168 1,259 1,354 1,454 1,360 1,671 1,787 1,909 1,038

£
0,63 1,085 1,174 1,267 1.365 1.469 1,577 1,692 1.812 1,938 1,070

s 0,70 1,087 1,179 1,275 1,376 1,483 1,395 1,712 1,836 1,966 1,103

0,73 1,090 1,184 1,283 1.388 1,497 1,611 1,733 1,861 1,993 2,133

r» 0,80 1,091 1,189 1,291 1,399 1,311 1.630 1,754 1,885 2,023 2,168

0,83 1,095 1,195 1,299 1,410 1,525 1,647 1,773 1,910 2,051 2,200

0,90 1,097 1,200 1,308 1,421 1,540 1,663 1,796 1,935 2,080 2,233

0,93 1,100 1,203 1,316 1,432 1,554 1,682 1,817 1,939 2,108 2,265

1,00 1,103 1.210 1.324 1,443 1,568 1,700 1,838 1,984 2,137 2,297

1,03 1,103 1,216 1.332 1,454 1,582 1,717 1,839 2,008 2,163 2.330

1,10 1,108 1,221 1,340 1,465 1,597 1,735 1,880 2,033 2.194 2.362

1,13 1,110 1,226 1,348 1,476 1,611 1,732 1,901 2,037 2,222 2.393

1,10 1,113 1,231 1,356 1,487 1,623 1,770 1,922 2,082 2,250 2.427

1,13 1,113 1,237 1,364 1,498 1,629 1,787 1,943 2,107 2,279 2,460

1,30 1,118 1,242 1,372 1,309 1,633 1,805

1,143

1,964 2,131 2,307 2,492

P'(D 1=0,198 0,393 0,586 0,776 0,962 1,327 1,506 1,683 1,857

Pour

Z-

0,00

^1,10 1,20 1,30 1,40 1,50 1,00 1,70 1,80 1,90 2,00

1,733 1,822 1,916 1,014 2,117 2,226 2,340 2.460 2.586 2.718

0,03 1,770 1,863 1,961 2,064 2,173 2,287 2,407 2,333 2,663 2.804

0,10 1,807 1,904 2,007 2,113 2,229 2,348 2,474 2,606 2,744 2,890

0,15 1,843 1,945 2,053 2,166 2,285 2,409 2,541 2,679 2,824 2,976

0,10 1,880 1,987 2.099 2,217 2,340 2,471 2,608 2,732 2,903 3,062

0,15 1,917 2,028 2.144 2,267 2,396 2.532 2,675 2,823 2,982 3,148

0,30 1,953 2.00!) 2,190 2.318 2,452 2,593 2,742 2.898 3,061 3,234

0,33 1,990 2,110 2.236 2,369 2,508 2,655 2,809 2,971 3.141 3,320

0,40 1,017 2.151 2.282 2,419 2,564 2,716 2,876 3,043 3,210 3,406

.0 0,43 2,063 2,192 2.328 2,470 2,620 2,777 2,943 3,116 3,299 3,492

> 0,50 1,100 2,233 2,373 2,521 2,676 2.838 3,010 3,189 3,379 3,577

13

0,55 1,137 2,274 2,419 2,571 2,731 2,900 3,077 3,262 3,438 3,663

£

0,60 1,173 2,315 2,463 2,622 2.787 2,961 3,143 3,335 3,337 3,749

s
0,65 2.110 2,357 2,511 2,673 2,843 3.022 3,210 3,408 3,616 3.835

0)
0,70 2,247 2.398 2,556 2,723 2,899 3,083 3,277 3,481 5,696 3.921

-a 0,73 2,285 2,439 2.602 2,774 2,955 3,145 3,344 3,534 3,773 4.007

t> 0.80 2,320 2.480 2,648 2,823 3,011 3,206 3,411 3,627 3,854 4,093

0,85 2,357 2,521 2,694 2,873 3,066 3,267 3,478 3,700 3,933 4,179

0,90 2,393 2,562 2,740 2,926 3,122 3,329 3,545 3,773 4.013 4,263

0,93 2.430 2,603 2,785 2,977 3,178 3,390 3,612 3,846 4,092 4,351

1,00 2,467 2,644 2,831 3,028 3,234 3,451 3,679 3.919 4,171 4,437

1,05 2,503 2,685 2.877 3,078 3,290 3,512 3,746 3,992 4,251 4,323

1,10 2,340 2,726 2,923 3,129 3,346 3,374 3,813 4,005 4,330 4.608

1,15 2,317 2,768 2,968 3.180 3,402 3,633 3,880 4,138 4,409 4,694

1,20 2,613 2,809 3,014 3,230 3,437 3.696 3,947 4,211 4,489 4,780

1,15 2,650 2.850 3.060 3.281 3.313 3,738 4,014 4.284 4,568 4,866

1,30 2,687 2,891 3,106 3,332 3.569 3,819 4,081 4,337 4,647 4,952

P'CD s = = 2,030 2,200 2,369 2,536 2,701 2.864 3,026 3,186 3,344 3,302



XIV. Table des valeurs de :3(#,V); z:
OLX .. oeV, 599

VALEURS DE Z.

Vo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

o, 0, o, 0, 0, 0, 0, o, 0, 0,

0,00

0,03

0,10

,01005

,01005

,01006

,02020

,02031

,02022

,03045

,03048

,03050

.04081

,04083

,04069

,05127

,05134

,03140

,06184

,06193

,06202

,07231

,07263

,07276

,08329

,08346

,08362

,09418

,09439

,09460

,10517

,10544

,10370

0,15 ,01006

,01006

,01006

,02023

,02024

,02025

,03052

. 03035

,03037

,04093

,04097

,04101

,03147

,05153

,03160

,06212

,06231

,06230

,07289

,07302

,07314

,08379

,08396

,08413

.09482

,09503

,09325

,10597

,10623

,10630

0.30

0,13

0,30

0,35

0,10

,01007

,01007

,01007

,02026

,02027

,02028

,03059

,03063

,03004

,04106

,04110

,04114

,03166

,05173

,03179

,06239

,06249

,06258

,07327

,07340

,07353

,08430

,08446

,08463

,09546

,09568

,09589

,10676

,10703

,10730

0,43

0,30

,01007

,01008

,02029

,02030

,03066

,03068

,04118

,04122

,05183

,05192

,06267

,06277

,07366

,07379

,08480

,08497

,09610

,09632

,10737

,10784

Vo 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,10 0,17 0,18 0,19 0,20

0, 0, o, 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0,

0,00

0,03

0,10

,11627

,11660

,11692

,12750

,12788

,12827

,13883

,13928

,13974

,15028

,15080

,15133

,16184

,16244

,16303

,17349

,17420

,17490

,18530

,18610

,18690

,19722

,19811

,19899

,20925

.21025

,21125

,22140

,22250

,22362

0,13

0,30

0.25

,11724

,11736

, 11789

.12865

,12904

.12942

,14019

,14066

,14112

,15186

,13239

,15292

,16367

,16427

,16489

,17560

,17630

,17701

.1S768

,18847

,18927

,19989

,20079

,20168

,21225

,21325

,21426

,22473

,22384

,22696

0,30

0,33

0,40

,11822

,11854

.11887

,12982

,13021

,13061

,14157

,14203

,14248

,15345

,13399

,15432

,16531

,16612

,16673

,17771

,17842

,17912

,19007

,19087

,19167

.20258

,20349

,20439

,21527

,21629

,21731

,22809

,22923

,23035

0,15 ,11919

,11932

,13099

,13138

,14294

,14340

,15503

,15359

,16733

,16798

,17982

,18053

,19247

,19327

,20530

,20630

,21832

,21934

,23148

,23361
0,30

Vo 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 0,29 0,30

0,00

0,05

0,10

0,2337

0,2349

0,3361

0,1461

«S, 2474

0,2488

0,2386

0,2601

0,3616

0,2712

0,2729

0,2743

0,2840

0,2858

0,2876

0,2969

0,2989

0,3008

0,3100

0,3121

0,3142

0.3231

0.3234

0,3277

0,3364

0,3389

0,3413

0,3499

0,3335

0,3351

0,13 0,2374

0,2386

0,2399

0,2501

0,2513

0,2529

0,2631

0,2646

0,2661

0,3761

0,2778

0,2793

0,2894

0,2913

0,2930

0,3028

0,3047

0,3066

0,3163

0.3184

0,3205

0,3299

0,3322

0,3345

0,3438

0,3463

0,3488

0,3378

0,3604

0,3631

0,30

0,23

0,50

0,33

0,40

0.2411

0,2424

0,2436

0,2543

0,2356

0,2570

0,2676

0,2691

0,2707

0,2811

0,2827

0,2844

0,2948

0,2966

0,2983

0.3086

0.3106

0,3126

0,3226

0,3248

0,3269

0,3368

0.3392

0,3415

0,3512

0.3337

0,3563

0,3658

0,3685

0,3712

0,45

0,30

0,2449

0,1461

0,2584

0,2598

0,2722 0.2861

0.2737|o,2878

0,3003

0,3021

0,3146

0,3166

0.3291

0,3313

0,3438

0,3462

0,3388

0,3015

0,3740

0,3767
1

Vo 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39 0,40

0.00

0.05

0,10

0,3634

0,3662

0,3691

0,3771

0.3801

0,3832

0.3910

0,3942

0,3973

0,4049

0,4084

0,4119

0,4190

0,4227

0,4264

0.4333

0.4373

0,4411

0.4477

0,4319

0,4560

0.4623

0,4667

0,4711

0,4770

0.4816

0,4863

0,4918

0,4967

0,3017

0,13 0.3719

0.3748

0,3777

0,3862

0,3893

0,3924

0,4007

0,4040

0,4073

0,4133

0.4188

0,4224

0.4301

0,4339

0,4376

0,4451

0,4491

0,4331

0,4602

0.4645

0,4687

0,4733

0,4800

0,4843

0,4910

0,4937

0,3005

0,5066

0.5116

0,5167

0,20

0,23

0,30

0,33

0,40

0,3806

0,3835

0,3864

0.3953

0.3986

0,4017

0,4106

0,4139

0,4173

0,4239

0,4293

0,4331

0,4414

0,4432

0,4490

0,4571

0,4611

0,4632

0,4729

0,4772

0,4816

0,4890

0,4933

0,4982

0,5033

0,5101

0,5150

0,5318

0.5309

0,5330

0,45

0,30

0,3893

0.3922

0,4049

0,4080

0,4207

0,4141

0,4367

0,4403

0,4328

0,4367

0,4692

0.4733

0,4839

0,4902

0,3028

0,5074

0.5199

0,3348

0,5372

0,5429



600 XV. Table des valeurs de zifli(x,V);

u aV|

C
, . « —

r

VALEURS DE Z.

Vo 0,05 0,40 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

0,00 0,0308 0,(034 0,(578 0.2140 0.3723 0,3324 0,3947 0.1591 0,5258 0,3949

0,05 0,0309 0,1036 0,(382 0.2(48 0,2734 0,3341 0,3970 0,4622 0,5298 0.6000

0,10 0,0309 0,(038 0,(386 0.2155 0,2745 0,3337 0,3993 0,4654 0,5339 0,6031

0,15 0,0310 0,(039 0,(590 0.2(62 0,2757 0,3374 0.4017 0,4685 0,3379 0.6103

0.20 0,03(0 0,1041 0,(594 0,2(69 0,2768 0.3391 0.1040 0,4716 0,3430 0.6134

0,25 0,0511 0,(043 0,1398 0,2(77 0,2780 0,3408 0,4064 0,4748 0,5161 0,6206

0,50 0.031 1 1. 0,(6112 0.2(84 0,2791 0,3425 0,4088 0,4780 0,3503 0,6258

0,55 0,0311 'o, 101)6 0.(606 0,2(91 0,2803 0.3443 0,4112 0,4812 0,3344 0,6510

0,10 0,0311 0,(018 0,16(0 0.2199 0.2813 0,3460 0,4136 0,4844 0.3386 0,6363

0,»5 0,0511 ». l"Mi 0.(614 O.S206 0.2826 0,3477 0,1160 0,4877 0,5038 0,64(6

0,50 0,0513 0,1032 0,16(8 0.32(3 0,2838 0,3494 0.4184 0,4909 0,5670 0.6470

0,55 0,0513 0,1033 0.(622 0,3221 0,2850 0,3312 0,4»09 0,4942 0,5712 0,6525

0,00 0,0514 0,1055 0,1626 0,2328 0,2862 0,3329 0,4353 0.1974 0,5753 0,6377

0,65 0.0514 0,1037 0,1630 0,2236 0,2871 0.3317 0,4257 0,5007 0,5797 0,6632

0,70 0,0514 0,1039 0,(634 0,2243 0.2886 0.3564 0,4282 0,5040 0.3841 0.6686

0,75 0,0513 0,1060 0,1638 0,2250 0,2897 0.5582 0,4307 0.5071 0.3884 0,0741

0,80 0,0313 (1,1062 0,1643 0,2258 0,2909 0.3600 0,1332 0,5107 0.3927 0,0796

0,85 0,0316 0,1064 0,164 7 0,2263 0.2921 0.3617 0,4336 0,5110 0,5971 0.0852

0.90 0,0516 0,1066 0,1651 0,2273 0,2933 0,3633 0,4381 0,3171 0.6015 0.0908

0,95 0,0517 0.1067 «,(653 O.2280 0,2916 0,3655 0,4407 0,3208 0,6039 0,0964

1,00 0,0317 0,(069 0,16590,2288 0.2958 0.3671 0.4432 0,5242 0,6103 0,7020

1,05 0,0317 0.1071 0,1663 0.3395 0,2970 0.3689 0,4437 0,5276 0.6147 0,7076

1,10 0.03(8 0.1073 0,1667 0,2303 0,2982 0,3707 0,4483 0.3310 0.6192 0,7133

1,15 0,0518 0,1073 0,1671 0,23(0 0,2991 0,3725 0,4308 0,3344 0,0237 0,7191

1,20 0,03(9 0,1076 0,1676 0.23(8 0,3006'o,3713 0,4553 0,3379 0,0283 0,7248

1,25 0,03(9 0,1078 0,1680 0.2336 0,3019 0.3761 0.4559 0.5414 0,6327 0.7306

1,30 0.0520 0.1080 0,1684 0,3333 0.3031 |o.37SO 0,4585 0,5448 0.6573 0.7363

Vo 0,55 0,00 0,05 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

0,00 0,6664 0,7404 0.8171 0,8964 0,9786 1.0638 1.1531 1,3435 1.3384 1.4363

0,0.1 0,6727 0.7180 0,8262 0,907» 0,9912,1,0784 1,1689 1.3628! 1.5603 1.4613

0,10 0,6789 0,7536 0.8353 0.9(80 1.0039 1,0931 1,1860 1.1813 1,3823 1,4864

0,15 0,6852 0,7633 0.8445 0.9290 (,0(07 1.1080 1,2031 1,3020 1,4050 1,3118

0.20 0,69(6 0.77K 0.8538 0,9400 1 ,0296 1,1230 1,2205 1.3219 1.4376 1,5375

0,25 0,6981 0,7789 0,8632 0,93(( 1,0427 1,1382 1,2380 1,3420 1.4505 1.5634

0,30 0,7043 0,7868 0,8726 0,9633 1,0558 1.1535 1,2558 1,3622 1,4756 1.5896

0,33 O,7((0 0,7947 0.8823 0,9736 1,0691 1.1690 1,2737 1.3828 1,4970 1.6162

0,10 0,7(73 0,8027 0,8917 0,9850 1,0824 1,1846 1,2917 1.4033 1.5307 1,6430

0,43 0,724( 0,8(07 0,9014 0.9964 1,0959 1.2002 1.3099 1,1213 1.5445 1,6701

0,50 0,7307 0,8(88 0.9111 1,0080 1,1095 1,1161 1,3282 1.1155 1,5686 1,0974

0,35 0,7374 0,8269 0,9209 (,0(96 1,1232 1,3521 1,3167 1,1667 (,5930 1,7231

0,60 0,744( 0,8331 0,9307 (.0313 1.1370 1.2483 1.3631 1.4882 (.6(76 1,7330

0,63 0.7509 0,8434 0.9107 l,043( 11, 1310 1.2643 1,3833 1,5100 1,0434 1,7813

0,70 0,7377 0,83(7 0.9307 1,0331 1,1630 1.3809 1.1034 1,5519 (.6074 1,8098

0,73 0,7643 0,8600 0.9608 1.0671 1,1791 1.3974 1.4225 1.5539 (.6927 1.8386

0,80 0,77(4 0,8684 0.9709 1.079a' 1,1 933 1.3141 (.4119 1.5763 (.7(83 1,8076

0,85 0,7783 0,8769 0,9811 1,0914,1.3077 1.3309 1,1614 1,5988 (.7440 1,8970

0,90 0,7832 0,8854 0.9914 1,1036 1.1213 1,3478 1.1811 1,03(3 (.7700 1.9267

0,93 0,7922 0,8940 1,0018 1,1159 1,1368 1,3649 1,5009 1,6144 (.7964 1.9566

1,00 0,7993 0,9036 1.0122 1.1284. 1,2513 1.3821 1.5210 1,6675 1,8289 1.9868

1,03 0,8064 0.9113 1,0226 l,140gj(.2663 (.3995 1.5411 1.0909 1,8493 2,0173

1,10 0.8(35 0,9200 1,0331 1,1535 1.2813 1,4(70 1,5615 1.7144 1,8764 2,0481

1,15 0.8206 0.9Î89 1,0439 1,1663 1,2963 (.4346 1,5819 1,7382 1.9037 2.0791

1,10 0.8278 0,9377 1.0346 1,1791 1,3115 1,4524 1,6027 1,7021 1.95(2 1.1105

1,15

1 1,30

0,8330 0,9466 1.0634 1.1930,1.3368 1,4702 1,6236 1,7861 1,9588 2,1421

0,8415 0,9536 1.0763 1.2049 1.3121 1,4883 1.6446 1,8105 1,9867 9,1741



Suite do la Table des voleurs de ;itt,(.r.,Y); 001

<x.r aV,

VALEURS DE *.

Vo 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50

0,00 1,5383 1.6438 1,7511 1,8668 1,9845 2,1067 2.2332 2.3645 2,5008 2,6423

0,05 1,5662 1.6731 1,7882 1,9037 2,0276 2,1542 2.2856 2,4221 2,3640 2,7113

0,<0 1,39»» 1,7068 1,8236 1,9451 2,0713 2,2025 2,3388 2,4806 2.6281 2,7815

0,45 1,6230 1,7389 1.8595 1.9850 2,1155 2,2515 2,3928 2,5400 2.6933 2,8329

0,20 1.6520 1,7714 1,8938 2,0235 2,160» 2,3012 2,4476 2.6003 2,7593 2,9234

0.23 1,6812 1,8043 1,9325 2,0664 2,2059 2,3516 2,3032 2,6614 2,8267 2,9990

0,30 1,7108 1,8575 1,9697 2,1079 2,2520 2,4026 2,3393 2,7233 2.8949 3,0738

0,35 1,7»07 1,8712 2,0074 2,1300 2,2987 2,4544 2,6167 2,7865 2,9642 3,1497

0,40 1,7709 1,9052 2,0435 8,1923 2.3461 2,5068 2,6746 8,8504 3,0344 3,2267

n.'l.-i 1,8015 1,9397 2,0840 2,2356 2.3940 2,3600 2.7ÔJ3 2,9151 3,1057 3,3049

0,50 1,8323 1,9743 2.1231 2,2792 2,4423 2,6138 2,7928 2,9808 3,1779 3,3843

0,55 1,8637 2,0097 2,1626 2,3233 2,4916 2,6683 2,8531 3,0473 3,2512 3,4647

0,60 1,8953 8,0453 2,2023 2,3680 2,3414 2.7236 2.9142 3.1148 3,3253 3.5463

0,65 1,9272 2,0813 2,2429 2,4132 2,5917 2,7795 2,9760 3,1831 3,4008 3,6291

0,70 1,9395 2,1177 2,2837 2,4589 2,6426 2,8361 3,0387 3,2523 3,4771 3,7130

0,75 1,9921 2,1545 2,3230 8.5051 2,6942 2,893» 3,1021 3,3223 3,5544 3,7980

0,80 2,0250 2,1917 2,3667 2.5519 2,7463 8,9313 3,1664 3,3933 3,6327 3.8842

0,85 2,0383 2,2893 2,4089 2,5991 2,7991 5,0100 5,2314 3,4654 3,7121 3,9713

0,90 2,0919 2,2672 2,4316 2,6470 2,8325 3.0694 3,2972 3,5382 3,792» 4,0399

0,93 2,1238 2,3056 2,4947 2,6933 2,9064. 3.1294 3.3638 3,6119 3,8738 4,1495

1,00 2,1601 2,3443 2,5363 2,7448 2,9610 5.1902 3,4312 3,6863 3,9362 4,2402

1.05 2.1947 2,3835 2,5823 2,7936 3.0162 3.2516 3,4993 3,7620 4,0396 4,3321

1.40 2,2296 2,4230 2,6268 2,8433 3,0720 3,3138 3,5683 3,8383 4,1240 4,4251

1,15 2,2649 2,4629 8,6717 2,8939 3.1283 3,3766 3,6380 3,9156 4,2094 4,5192

1.20 2,3003 2,5032 8,7171 2,9449 3,1853 3,4401 3,7085 3,9938 4,2938 4,6145

4,85 2,3364 2,5439 2,7629 2,9964 3.2429 3,3044 3,7798 4,0729 4,3832 4.7109

1,30 2,3726 2,5850 2,8098 3,0484 3,3011 3,5693 3,8319 4,1530 4.4717 4.8084

Vo 1,55 1,60 1,65 1,70 1,75 1,80 1,85 1,90 1,95 2,00

0,00 2,7889 2,9411 3,0994 3,2633 3,4337 3,6106 3,7944 3,9853 4,1833 4.5890

0,03 2,8643 3,0232 3,1886 3,3603 3,3386 3,7241 3,9169 4.1174 4,3237 4.3422

0,10 2,9409 3,1067 3,2794 3,4389 3,6454 3,8397 4,0418 4,2323 4,4711 4,6986

0,15 3,0188 3,1916 3,3718 3,3393 3,7342 3,9575 4,1692 4,3898 4,6193 4,8583

0,20 3,0980 3,2780 3,4658 3,6614 3,8650 4,0775 4,2989 4,3299 4,7703 5,0211

0,23 3,1783 3,3656 3,3614 3,7633 3,9777 4,1997 4,4311 4,6728 4,9245 5,1872

0,30 3,2603 3,4330 5,6386 3,8710 4,0924 4,3240 4,3637 4,8188 5,0816 5,3565

0,33 3,3433 3, 3437 3,7574 3.9783 4,2091 4,4506 4,7027 4,9664 5,2415 5,3290

0,»0 3,4276 3,6378 3,8378 4,0876 4,3277 4,3793 4,8481 5,1172 3,4044 .1,7047

0,'15 3.5132 3,7313 3,9398 4,1988 4,4484 4,7102 4,9839 3,2706 3,5702 5,8836

0,50 3,6001 3,8262 4,063» 4,3116 4,3710 4,8433 3,1281 5,4267 5,7.789 6.0658

0,55 3,6882 3,9226 4,1686 4,4262 4,6933 4,9786 3,2747 5,5863 5,9105 6,2511

0,60 3,7776 4,0204 »,8753 4,5423 4,8220 5,1160 3,4238 5,7»69 6,0851 6,4397

0,65 3,8683 4,1107 4,3837 4,6606 4,9503 3,8357 5,5732 5,9110 6.2626 6,6315

0,70 3,9603 4,2203 4,4937 4,7803 5,0810 3,3973 3,7291 6,0778 6.4431 6,8265

0,73 3.0536 4,322» 4,6052 4,9022 3,2135 5,5413 5,8854 6.S472 6,6264 7,0247

0,80 4,1481 4,4260 4,7184 3,02.17 3,3479 5,6877 6,0441 6,4193 6,8127 7.2261

0,85 4,2439 4,3309 4,8331 5,1509 5,4842 3,8360 6,2052 6,5940 7,0019 7,4308

0,90 4,3410 4,6373 4,9495 5,2779 5,6226 3,9866 6,3687 6,7714 7,1940 7.6386

0,93 »,4394 4,7431 5,0674 3,4067 5,7629 6,1393 6,3346 6,9314 7,3891 7.8497

1,00 4,3390 4,8344 5,1869 5,5372 5,9058 6,8942 6,7089 7,1341 7,5871 sur. 'm

1,03 4,6399 4,9651 5,3081 5.6G96 6,0495 6,4313 6,8737 7,3193 7,7880 8.2813

1,10 4,7421 3,0772 5,4308 3,8037 6,1937 6.6106 7,0468 7,5073 7,9918 8.5022

1,15 4, 8456 3,1907 3,5551 3,9396 6,3439 6.7781 7,8884 7,6982 8,1986 8,5262

1,20 4,9504 3,3057 5,6810 6,0772 6,4940 6,9337 7,4003 7.8915 8,4083 8,9533

1,25 5,0564 3,4221 5,8086 6,2107 6,6462 7,1016 7,5807 8,0875 8,6209 9,1837

4,30 5,1637 3,3400 5.9377 6,3579 6,8003 7.2696 7,7633 8,2862 8,8364 9.4179

7(1



602
XVI. Taule des valeurs deS v — ^î

v„

•[*(*, V)]'

VALEURS DE Z.

Vo 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

o, 0, 0. 0, 0, 0, o, 0, 0, 0,

(1,11-, ,01*956 ,04913 ,04869 ,04823 .04782 ,04758 ,04693 .04651 ,04608 ,04564

0,10 .09908 ,09816 ,09723 .09634 ,09543 ,09433 ,09362 ,09271 ,09181 ,09091

0,15 .14857 ,14713 .14569 .14426 ,14284 ,14145 ,14001 ,15860 ,13719 .13778

o,*o ,19800 .19601 ,19402 ,19204 ,19007 ,18811 ,18614 ,18418 ,18223 ,18038

0,15 ,21759 ,24480 ,24221 ,23965 ,25708 ,23454 .23200 ,33943 ,22692 ,22440

0,30 .29675 ,29331 ,i!!029 ,28710 ,28392 ,38075 ,27739 ,37444 ,26130 ,26818

0,3 S 0.3461 0,3422 0,3383 0,3544 0,3506 0,3267 0,3329 0,3191 0.3153 0.3116

0,40 0,3953 0,3907 0,3861 0,5815 0,3770 0,3725 0,3680 0,3655 0.5390 0,3546

0,(15 0,4446 0,4392 0.4358 0,4283 0,4*32 0,4180 0,4128 0,4073 0,4024 0,3973

0,50 0,4938 O.4870 0.4813 0,4734 0,46113 0,4633 0,4373 0,4513 0,4454 0,4596

0,55 0,54 29 0,3339 0,3289 0,5220 0,3152 0,5084 0,5016 0,4948 0,4881 0,48tS

0,60 0,3910 0,5841 0,3762 0,5685 0,5608 0,5332 0,3436 0,3380 0,5503 0,5231

0,65 0,6411 0,6525 0,6255 0,6148 0,6063 0,3978 0,5894 0,5810 0.5727 0,5645

0,70 0.6901 0,6803 0.6706 0.6610 0,6516 0,6422 0,6329 0,6256 0,6144 0,6033

0,75 0,7391 0,7285 0,7176 0,7071 0,6967 0,6864 0,0761 0.6659 0,6558 0,6459

0,80 0,7880 0,7762 0,7643 0,7550 0,7416 0,7305 0.7191 0.7080 0,6971 0,6862

0,85 0,8370 0.8241 0,8113 0,7987 0,7863 0,7741 0.7619 0.7498 0,7579 0,7261

0,90 0,8857 0,8717 0,8579 0,8443 0,8509 0,8176 0,8044 0,7913 0,7784 0,7657

0,95 0,9347 0,9193 0.9045 0,8897 0,8732 0,8609 0,8467 0,8527 0,8188 0,8051

1,00 0,9834 0,9671 0.9509 0,9349 0,9194 0,9040 0,8887 0.8736 0,8387 0,8439

1,05 1,0312 1,0143 0,9971 0,9801 0,9634 0,9469 0,9503 0,9143 0,8984 0,8826

1,10 1,0809 1,0620 1,0434 1,0251 1,0072 0,9893 0,9720 0,9547 0,9377 0,9210

1,15 1,1395 1,1094 1,0893 1,0700 1,0508 1,0530 1,0154 0,9949 0,9768 0,9590

1,30 1,1781 1,1566 1.1554 1,1146 1,0942 1,0741 1,0545 1,0348 1,0156 0,9967

i,as 1,2367 1,2038 1.1815 1,1593 1.1375 1.1162 1.0952 1,0745 1,0341 1,0341

1,30 1.2753 1,1509 1.2270 1,2036 1,1807 1.1581 1,1558 1,1139 1,0923 1,0712

Vo 0,55 0,00 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

0. 0, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, o,

0,05 .04521 ,04478 ,04453 ,04392 ,04349 ,04506 ,04265 .04221 ,04178 ,04136

0,10 ,09001 ,08911 ,08821 ,08732 ,08644 .08555 ,08466 ,08378 ,08239 .08202

0,13 ,13438 .13299 ,13160 ,13031 ,12885 ,12746 ,12608 ,12471 ,12534 ,12198

0,10 .17835 ,17645 ,17451 ,17259 ,17069 .16880 ,16691 ,16503 ,16313 ,16128

0,18 ,22190 .21942 ,21694 ,21448 ,21303 ,20958 ,30715 ,20473 ,20235 ,19994

0.30 ,26507 .26198 ,23892 ,25588 ,25283 ,24983 ,24683 ,24383 ,24087 ,23793

0,35 0,3078 0,3041 0,3004 0,2968 0,2932 0,2895 0,2859 0,2824 0,2788 0,3753

0,(10 0.5303 0.3438 0.3415 0,3373 0,3330 0,3287 0,3245 0,3203 0,3163 0,3131

0,45 0.5913 0,3871 0,3821 0.3773 0,3723 0,3674 0,5623 0,3377 0,3329 0,343*

0,50 0,4338 0,4280 0.4223 0.4167 0,4111 0,4033 0,4000 0,3943 0,3891 0,3858

0.55 0,4730 0,4683 0.4621 0.4337 0,4494 0,4432 0,4370 0,4308 0,4347 0,4187

0,60 0,3138 0,3086 0.3014 0,4943 0,4873 0,4804 0,4733 0,4666 0,4398 0,4331

0,0.-s 0,3563 0,3483 O,5'l03 0,5325 0,5247 0,5170 0,5093 0,5018 0,4944 0,4870

0,70 0,3964 0,5873 0.57S8 0.3702 0.3616 0,5533 0.5448 0,5363 0,5384 0,5303

0,75 0,6361 0,6264 0.6169 0,6075 0.3981 0,5889 0,3798 0,5708 0,5619 0,3531

0,80 0,6755 0,6630 0.6346 0,6443 0.6343 0,6243 0,6143 0 6045 0.3949 0,3854

0,83 0.7145 0,7031 0.6919 0.6808 0.6698 0,6589 0,6483 0,6577 0.6373 0,6171

0,90 0,7532 0,7409 0.7288 0,7168 0.7050 0,6934 0,6819 0,6706 0,6594 0,6484

0.95 0,7916 0.7783 0,7633 0,7524 0,7598 0,7373 0,7149 0,7028 0,6909 0,6793

1.00 0,8293 0,8133 0,8014 0.7876 0,7741 0,7608 0,7476 0,7341 0,7219 0,7094

1,05 0,8671 0,8320 0,8371 0.8225 0,8081 0,7939 0,7798 0,7660 0,7515 0,7393

1,10 0,9045 0.8883 0,8725 0,8570 0,8417 0.8263 0,8116 0,7970 0,7827 0,7686

1,13 0,9413 0,9243 0,9073 0.8909 0,8747 0.8388 0,8430 0,8273 0.8134 0,7973

1,20 0,9781 0,9399 0,9421 0,9146 0,9075 0.8906 0,8759 0,8576 0,8416 0,8360

1,15 1,0143 0,9933 0.9764 0,9379 0,9598 0,9330 0,9043 0,8873 0,8703 0,6540

1,30 1,0506 1,0303 1,0104 0,9909 0,9718 0,9330 0,9546 0,9166 0,8990 0,8817



Vu 005
Suite de la Table des valeurs de

ax aV(

Z ^^ — , Vu — ' .

•[*(*, V)]"

VALEURS DE Z.

Vo 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

o.os ,04094 ,04052 ,04010 ,03968 ,03926 ,03884 ,03843 ,03801 ,03700 ,03719

0,10 ,08115 ,08028 ,07941 ,07855 ,07769 ,07683 ,07397 ,07313 ,07428 ,07344

0,19 ,12065 ,11930 ,11796 ,11663 ,11530 ,11398 ,11267 ,11136 ,11006 ,10877

0,20 ,15943 .15760 ,15577 ,15394 ,15213 ,15032 .14853 ,14673 ,14498 ,14521

0,25 ,19737 ,19320 ,19285 ,19051 ,18819 ,18588 .18360 .18132 ,17903 ,17681

0,30 ,23303 ,23211 ,22923 ,22635 ,22351 ,22067 ,21788 ,21509 ,21232 ,20957

0,35 0,2718 0,2683 0,2049 0,2613 0,2581 0,2347 0,2314 0,2481 0,2448 0,2415

0,40 0,3080 0,3039 0,2999 0.2959 0,2920 0,2881 0,2842 0,2803 0,2703 0,2727

0,43 0,3435 0,3389 0,3343 0,3297 0,3232 0,3207 0,3103 0,3119 0,3073 0,3032

0,30 0,3783 0,3732 0,3080 0,3628 0,3577 0,3326 0,3470 0,3427 0.3377 0,3329

0,33 0,4128 0,4009 0,4011 0,3933 0.3896 0,3839 0,3783 0,3728 0.3673 0,3019

0,60 0,4466 0,4400 0,4336 0,4271 0,4208 0,4145 0,4084 0,4023 0,3962 0,3902

0,63 0,4798 0,4723 0.4634 0,4384 0,4314 0,4445 0,4378 0,4311 0,4244 0,4179

0,70 0,5124 0,3045 0,4967 0,4890 0,4814 0,4739 0,4660 0,4593 0,4320 0.4449

0,73 0.5446 0,3339 0,3273 0.3191 0,5109 0,5027 0,4948 0,4869 0,4790 0,4713

0,80 0,3761 0,3008 0,3577 0,3486 0,5397 0,5309 0,5224 0,5138 0,50.'i4 0,4972

0,83 0,0071 O.S971 0,3873 0,3776 0,5680 0,5386 0,5494 0,3403 0,3312 0,5224

0,90 0,6376 0,6296 0,0164 0,0060 0,5958 o,;;s57 0,5759 0,3661 0,5505 0,5471

0,93 0,6677 0,6362 0,6450 0.0339 0,6230 0,0123 0,6018 0,3913 0,5812 0,5712

1,00 0,6972 0,6830 0,0731 0.6613 O.0497 0,6384 0,6273 0,0163 0,6034 0,5947

1,03 0,7263 0,7133 0,7007 0,6882 0.6760 0,6039 0,0522 0,6403 0,0291 0,6179

1,10 0,7349 0,7412 0.7278 0,7146 0,7017 0.6S90 0,0706 0,6043 0,6523 0,6404

1,13 0,7830 0,7683 0,7545 0,7403 0,7269 0,7136 0,7005 0,6870 0,6730 0,6625

1,20 0,8107 0,7933 0,7807 0,7660 0,7317 0,7377 (1,7240 0,7105 0,6972 0,6842

1,13 0.8380 0,8220 0,8064 0,7910 0,7701 0.7613 0,7470 0.7329 0,7189 0,7033

1,30 0,8648 0,8480 0,8318 0,8150 0,8000 0,7846 0,7696 0.7548 0,7403 0,7261

Vu 1,55 1,00 1,65 1,70 1,75 1,80 1,85 1,90 1,95 2,00

o, 0, 0, 0, 0. 0, 0, 0, 0, 0,

0,03 ,03078 ,03037 ,03597 ,03550 ,03510 ,03476 ,03456 ,03397 ,03337 ,03318

0,10 ,07260 ,07170 ,07093 ,07011 ,00929 ,06847 ,00703 ,06084 ,06004 ,06324

0,13 ,10748 ,10020 ,10492 ,10307 .10241 ,10116 ,09992 ,09809 ,09746 ,09624

0,20 ,14147 ,13973 ,13800 ,13028 ,13458 ,13288 ,13(20 ,12933 ,12787 ,12022

0,25 ,17458 ,17237 .17017 ,10798 ,t6582 .16367 ,10134 ,13942 ,13732 ,15523

0,30 ,20683 ,20413 ,20147 ,19881 ,19618 ,19356 ,19097 ,18839 ,18584 ,18331

0,33 0.2383 0,2351 0,2319 0,2288 0,2257 0,2226 0,2195 0,2105 0,2133 0,2105

0,40 0,2090 0,2633 0.2616 0,2580 0,2344 0,2308 0,2472 0,2437 0,2403 0,2308

0,45 0,2989 0,2947 0,2903 0,2803 0 2822 0,2782 0,2742 0,2702 0,2663 0,2024

0,30 0,3281 0,3233 0.3186 0,3140 0,3094 0,3048 0,3003 0,2939 0,2913 0,2871

0,33 0,3366 0,3313 0.3460 0,3409 0,3338 0,3307 0,3257 0,3208 0,3139 0,3111

0,60 0,3843 0,3783 0,3727 0,3071 0,3613 0,3359 0,3304 0,3430 0,3397 0,3344

0,63 0,4113 0,4051 0,3988 0,3920 0,3863 0,3804 0,3744 0,3685 0,3627 0,3370

0,70 0,4379 0,4310 0,4242 0,4174 0,4108 0,4042 0,3977 0,3914 0,3851 0,3789

0,73 0.4638 0,4563 0,4489 0,4417 0,4345 0,4274 0,4205 0,4136 0,4069 0,4002

0,80 0,4890 0,4810 0.4731 0,4053 0,4376 0,4500 0,4420 0,4352 0,4280 0,4209

0,83 0,3137 0,5031 0,4966 0,4885 0,4802 0,4721 0,4041 0,4563 0,4480 0,4410

0,90 0,5378 0,5287 0,3196 0,5108 0,3021 0,4935 0,4831 0,4767 0,4080 0,4003

0,93 0,3613 0,5516 0,3421 0,3327 0,5233 0,3144 0,5033 0,4967 0,4880 0,4793

1,00 0,3844 0,5741 0,3640 0,3341 0,3444 0,3348 0.5254 0,5161 0,3070 0.4980

1,03 0,6069 0,3961 0,3834 0,3730 0,3647 0,3546 0,5447 0,5350 0,3234 0.5100

1,10 0,6289 0,6173 0,6063 0,3953 0,3846 0,3740 0,5630 0,5334 0,3434 0.5353

1,15 0,6304 0,6385 0,6267 0,0152 0,6040 0.3929 0.5820 0,3713 0,3008 0,5500

1.20 0,6715 0,6390 0,6467 0,6347 0,6229 0.0113 0.6000 0.5888 0,5779 0.5672

1,25 0,6921 0,6790 0,6662 0,6337 0.6414 0,6293 0.6173 0.6059 0,3943 0.3833

1,30 0,7122 0.6986 0,6853 0,6722 0,6393 0,6469 0,6346 0,6223 0,6107 0,5991
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